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72 4 Zufallszahlen. Die Monte-Carlo-Methode
im Vergleich zu

in Beispiel 4.4. m

4.10 Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen

Die mit Abstand wichtigste Verteilung fiir die Datenanalyse ist die Normalverteilung,
die wir im Abschnitt 5.7 diskutieren werden. Schon hier wollen wir ein Verfahren
und ein Programm angeben, mit dem Zufallszahlen X; erzeugt werden kénnen, die
der standardisierten Normalverteilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

flx) = J;_Ee“zfz (4.10.1)

folgen. Die zugehorige Verteilungsfunktion F (x) laBt sich nur numerisch berechnen
und umkehren (Anhang C). Damit scheidet die einfache Transformationsmethode
des Abschnitts 4.9.1 aus. Die im folgenden beschriebene Polar-Methode von Box
und MULLER [5] kombiniert auf eindrucksvolle Weise Riickweisung mit Transfor-
mation. Der Algorithmus besteht aus den folgenden Teilschritten.

(i) Wahl zweier unabhéngiger Zufallszahlen u,, U, aus einer Gleichverteilung
zwischen 0 und 1. Umformungen v; = 2u; — 1, v, = 2uUp — 1.

(ii) s =Vi+ V3.
(iii) Falls s > 1, zuriick zu Schritt (i).

(iv) X3 = Vi/—(2/s)Ins und X; = V;4/—(2/5)InS sind zwei unabhéngige

Zufallszahlen, die der standardisierten Normalverteilung folgen.

Die Zahlenpaare (v, V2), die in Schritt (i) vorliegen, sind die Koordinaten eine
Punktmenge, die gleichformig iiber das Innere des Einheitskreises verteilt ist. Der
Punkt (v, V2) hat die Polarkoordinaten Vi = rcosé, Vo = rsin€ mit r = /5,
6 = arctan(V2/V1). Der Punkt (X;, X2) hat die Polarkoordinaten

X; =cosf+/—2Ins, X =sinf+/—2Ins.
Wir fragen jetzt nach der Wahrscheinlichkeit
F(r)=P(~—2Ins <r) = P(=2Ins <r?) = P(s > e~ /2) |

Da s = r? nach Konstruktion gleichverteilt zwischen 0 und 1 ist, gilt
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Fr)=P@>e"?y=1—¢""12,
Die Wahrscheinlichkeitsdichte von r ist

dF(r) _ rc_r2/2 .
dr

Die gemeinsame Verteilungsfunktion von X; und X,

fin=

F(x1,x2) = PXi Zxy, X2<Xx3)=P(rcosf < xi, rsinf < x»)

1
= —/f re"’z/zdrdfp
2w J J(X1<x1,%2<x2)
—_ _1__ jf e_(xf+x%)/2 dx dy
2m J J Xy <x1, X2 <x2)

1 1 2 1 x2 2
— —x4/2 —x5/2
B («/27r [—ooe : dxl) (\/Zn /:~ooe 2 dxz) ’

ist das Produkt aus zwei Verteilungsfunktionen der standardisierten Normalvertei-
lung. Das Verfahren ist in Bild 4.6 graphisch veranschaulicht.

() (b)

Bild 4.6: Illustration des Box-Muller-Verfahrens. (a) Es werden Zahlenpaare (v;, V) erzeugt,
die das Quadrat gleichm@Big bevolkern. AnschlieBend werden diejenigen verworfen, die nicht

innerhalb des Einheitskreises liegen (markiert durch kleine Punkte). (b) AnschlieBend erfolgt die
Transformation (vy, v2) = (X, X2).
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