Kapitel 7
Grafen

7.1 Grafen und ihre Speicherung

Zur Beantwortung der Frage ,,was ist ein Graf?* fiihrt man sich am Besten einige
praktische Anwendungsbeispiele vor Augen. Das wohl jedem bekannte Beispiel fiir
den Einsatz von Grafen ist das Finden eines Weges zwischen verschiedenen Or-
ten mit Hilfe eines Navigationssystems. Auf einer gedachten Karte stellen die Orte
einzelne Punkte dar, die durch Stralen miteinander verbunden sind. Das Naviga-
tionssystem hat nun die Aufgabe, eine geeignete Strecke zwischen zwei Punkten
unter Beriicksichtigung einer Reihe von Nebenbedingungen zu ermitteln. Das Gan-
ze — Orte, Stralen und Eigenschaften von Orten und Stralen — nennt man einen
Grafen.

Mathematisch betrachtet bestehen Grafen aus einer Menge von Ecken (Knoten)
E, einer Menge von jeweils zwei Ecken verbindenden Kanten K, ggf. ergiinzt durch
eine Bewertung von Ecken Wg und einer oder mehreren Bewertungen von Kan-
ten Wk, den oben angesprochenen Eigenschaften. Kanten werden als Eckenpaare
ajx = (ej,ex) angegeben, wobei ¢; die Ausgangsecke, ¢, die Endecke genannt wird.
Eine Kante kann nur von der Ausgangsecke zur Endecke durchlaufen werden.! Eine
Bewertung ist die Zuordnung einer Zahl zu einer Ecke oder Kante.
Sind fiir einen Grapfen n Ecken gegeben, so kann man die Kanten in einer Matrix
speichern. Fiir diese gilt:

B Kante mit Bewertung B von Ecke i zu Ecke k

A = (@) aix = { 0 Ecken sind nicht verbunden

Besitzen die Kanten keine Bewertung, wird B = 1 gesetzt. In der Regel sind von
den n?> moglichen Kanten aber nur wenige tatsichlich vorhanden, so dass sich die
Verwendung der bereits definierten schwach besetzten Matrizen empfiehlt.

! Vergleiche jedoch die anwendungstechnische Unterscheidung zwischen gerichteten und unge-
richteten Grafen. Bei ungerichteten Grafen sind die beiden gegenldufig verlaufenden Kanten zu
einer verschmolzen.
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Um etwas mehr Funktionalitit einzubauen, definieren wir den Datentyp
GrafType. Anwendungstechnisch kann zwischen verschiedenen Graftypen unter-
schieden werden:?

e ungerichtet-unbewertet. Eine Kante in Grafen dieses Typs hat stets die Bewer-
tung Eins und kann in beide Richtungen durchlaufen werden. Kanten werden ver-
einbarungsgemil in der Form a;;, i < k gespeichert, d.h. die Speicherstruktur
enthilt jede Kante nur einmal (Halbierung des Speicherplatzbedarfs). Um alle in
eine Ecke ecke laufende Kanten zu ermitteln, muss iiber init_2nd (ecke, k)
und init_1st (k, ecke) durch die Kantenmatrix iteriert werden.

o gerichtet-unbewertet. In diesen Grafen wird zwischen eingehenden und aus-
gehenden Kanten unterschieden. Jede Kante wird einzeln gespeichert, d.h.
bidirektionale Kanten sind jeweils als eingehende und ausgehende Kante vor-
handen. Um alle von einer Ecke ecke ausgehenden Kanten zu ermitteln, muss
iber init_2nd(ecke, k) iteriert werden, die eingehenden Kanten erhilt
man durch die Iteration init_1st (k, ecke).

o ungerichtet-bewertet. Wie ungerichtet-unbewertet, nur dass nun von Eins ver-
schiedene Bewertungen zulissig sind.

o gerichtet-bewertet. Wie gerichtet-unbewertet, nur dass nun von Eins verschie-
dene Bewertungen zulissig sind.

enum GTypes { udir_uval=0,
dir_uval =1,
udir_val =2,
dir_val =3,
dir_mask =1,
val_mask =2 };

Fiir die Eckenbewertung wird zusitzlich eine ganzzahlige Eckenliste definiert.> Mit
einigen sinnvollen Typdefinitionen wird GrafType zu

class GrafType {

public:
typedef pair<unsigned int, unsigned int> kante;
typedef list<kante>kantenliste;
typedef vector<kante>gradliste;

2 Je nach Anwendung kann man natiirlich weitere Typen definieren, etwa solche mit mehreren
Bewertungen pro Kante oder Ecke oder mit Bewertungsfunktionen. Wir beschrdnken uns zunéchst
auf das, was mit einer einzelnen schwach besetzten Matrix als Basis realisiert werden kann.

3 Ecken mit Selbstbezug, d.h. Kanten des Typs (ecke,ecke), sind nicht vorgesehen bzw. miissen
mittels der Eckenbewertung in Algorithmen beriicksichtigt werden. Mehrfachbewertungen von
Kanten nach unterschiedlichen Kriterien konnen durch Mehrfachinstanziierung eines Grafen mit
unterschiedlichen Bewertungen, Nutzen der Kantenbewertung als Schliissel in einer externen Li-
ste oder durch Anderung des Template-Parameters des SBMatrix-Attributs realisiert werden. Tm
letzten Fall ist allerdings auch eine weitgehende Umprogammierung der Grafenklasse notwendig.
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protected:
GTypes typ;
vector<int>edges;
SBMatrix<int>adjazenz;
friend class GrafTypelterator;
};//ennd class

Je nach Algorithmus kann es sinnvoll sein, einen Grafen eines bestimmten Typs in
einen einfacheren Grafen zu iiberfiihren. Bei Konversionen zwischen den Typen gilt

o ungerichtet->gerichtet. Die Kantenanzahl wird verdoppelt, d.h. ai = ai,
i < k gesetzt.

o gerichtet->ungerichtet. Alle Kanten werden auf beide Richtungen eingerich-
tet, d.h. ist aj, i < k vorhanden, wird ay; geloscht, sonst vorher aj; =
ayi, 1 < k gesetzt. Sind bewertete Kanten in beiden Richtungen vorhanden, wird
die Ubernahme des Mittelwerts in den ungerichteten Grafen vereinbart.

e bewertet->unbewertet. Die Bewertungen werden auf Eins zuriickgesetzt.

e unbewertet->bewertet. Anderungen der Kantenelemente sind nicht notwendig.

Der Code fiir simtliche Umwandlungen beginnt mit einer Feststellung der verschie-
denen Umwandlungseigenschaften wie Richtung und Bewertung von altem und
neuen Graf.

bool GrafType::set_type (GTypes tp) {
unsigned int i,3J;
bool loop, ndir,adir,nval,aval;
kantenliste kl; kantenliste::iterator kt;
if(tp < udir_uval || dir_val<tp)
return false;
ndir=((int) tp& (int)dir_mask) !=0;

adir=((int) typ& (int)dir_mask) !=0;
nval=((int) tp& (int)val_mask) !=0;
aval=((int) typ&(int)val_mask) !=0;

Bei Loschen der Kantenrichtungen wird dafiir gesorgt, dass im Ergebnisgrafen nur
Matrixelemente mit ay; = a;jx , i < k vorhanden sind. Von gegenldufigen Kanten im
gerichteten Grafen wird eine geloscht, bei falscher GroBenreihenfolge der Indizes
erfolgt ein Umkopieren:

typ=tp;
if (adir && !ndir) {
kl=get_kantenliste();
for (kt=kl.begin();kt!=kl.end () ;kt++) {
if (kt->first>kt->second) {
if (adjazenz (kt->second, kt->first) ! =0)
adjazenz.set (kt->second, kt->first,
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(adjazenz (kt->first,kt->second) +
adjazenz (kt->second,kt->first)) /2);
else
adjazenz.set (kt->second, kt->first,
adjazenz (kt->first, kt->second)) ;
adjazenz.set (kt->first,kt->second, 0) ;
}//endif
}//endfor
}//endif

Bei Einfiigen der Richtungskennung wird die Anzahl der Kanten verdoppelt.

if(ndir && !adir) {
kl=get_kantenliste();
for (kt=kl.begin();kt!=kl.end () ;kt++) {
adjazenz.set (kt->second, kt->first,
adjazenz (kt->first, kt->second)) ;
}//endfor
}//endif

Abschlieend werden iiberzihlige Kantenbewertungen geloscht

if (aval && !nval) {
for (loop=adjazenz.init (i, j) ;loop;
loop=adjazenz.next (i, 3j))
adjazenz.set(j,1,1);
}//endif
return true;
}//end function

Die Abfrage und Anderung von Typ, Eckenbewertung und Kanten erfolgt durch
entsprechende Methodensitze get_xxx, set_xxx und del_xxx. Wobei xxx
stellvertretend fiir Ecke oder Kante steht. Die VergroBerung eines Grafen ist durch
Anfiigen weiterer Kanten zwischen vorhandenen Ecken bzw. durch Hinzufiigen
weiterer Ecken an das Ende der Eckenliste moglich.* Die Implementation dieser
relativ einfachen Funktionen sei Ihnen iiberlassen.

Das Loschen einer Ecke kann natiirlich auch inmitten der Eckenliste erfolgen.
Da sich hierbei die Eckenliste verkiirzt und die auf die geloschte Ecke folgenden
Ecken eine andere Indexnummer erhalten, ist die Kantenliste anzupassen:

e Alle Kanten ag; , ajx sind zu entfernen.
e Alle Kanten aj mit (i > K) Vv (k > K) sind zu Kopieren und zu Loschen:

x—1lwennx > K , aj; =0

J
as, = d; X =
ik ik { X sonst

4 Einfiigen einer Ecke in der Mitte der vorhandenen muss nicht vorgesehen werden.
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Dies fiihrt zu der Implementation

void GrafType::del_ecke(unsigned int ecke) {
SBMatrix<int>tmp; unsigned int 1i,3j,1il,3jl;
bool loop;

if (ecke>=edges.size()) return;
for(i=0;i<edges.size () ;i++){
if (i==ecke) continue;
il=i-(int) (i>ecke) ;
for (loop=adjazenz.init_2nd (i, j);loop;
loop=adjazenz.next (i, j)){
if (j==ecke) continue;
jl=j- (int) (j>ecke) ;
tmp.set(il,3jl1,adjazenz(i,j));
}//endfor
}//endfor
adjazenz=tmp;
edges.erase (edges.begin () +ecke) ;
}//end function

Zusitzlich erlauben die Methoden

eckenliste grad_ecken() const;

kantenliste get_outbound_kliste(unsigned int) const;
kantenliste get_inbound_kliste (unsigned int) const;
kantenliste get_kantenliste() const;

die Ermittlung von Listen der ein- und ausgehenden Kanten sowie der Anzahlen der
ein- und ausgehenden Kanten an einer Ecke in der Datenform

typedef pair<unsigned int, unsigned int> kante;
typedef list<kante> kantenliste;
typedef vector<kante> eckenliste;

Die Kantenlisten werden hierbei als verkettete Listen definiert, da sie sequenti-
ell bearbeitet (Kanten in der Reihenfolge, in der sie eine Weg definieren) und in
verschiedenen Algorithmen aus mehreren Listen zusammengesetzt werden.

Aufgabe. Implementieren Sie die Klasse GrafTyp vollstindig. Vergessen Sie
auch nicht geeignete to_string und from_string-Methoden.

7.2 Arten des Eckenverbundes

Wir untersuchen zunichst einige grundlegende Eigenschaften eines Grafen. Meist
ist man liber eine Figenschaftsaussage hinaus auch daran interessiert, wie denn die-
se Eigenschaft genau aussieht. Diese Aussage geben die ersten Algorithmen noch
nicht, sind aber wichtige Vorstufen zum Gewinnen der Aussagen.
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7.2.1 Distanzlisten
Eine erste Frage, die man an einen Grafen richten kann, ist diese:

Ist eine Ecke von einer gegebenen Anfangsecke aus erreichbar, und wenn ja,
wie viele Kanten miissen durchlaufen werden?

Fiir die Antwort implementieren eine Methode, die als Riickgabewert einen Vek-
tor mit ganzzahligen Komponenten ausgibt, deren Zahlenwert die Kantenanzahl
zum Erreichen der jeweiligen Ecke angibt (also die Frage fiir sdmtliche Ecken
beantwortet). Ist eine Ecke nicht erreichbar, wird -1 ausgegeben.

Der Algorithmus ist denkbar einfach:

(a) Die Eckenliste wird mit —1 initialisiert, die Startecke erhilt den Wert Null, der
Zihler ebenfalls.

(b) Es wird in der Eckenliste eine Ecke ausgewdhlt, deren Zahlwert dem Zihler
entspricht (im ersten Durchgang ist das nur die Startecke). Zu dieser Ecke wird
die Liste der ausgehenden Kanten ermittelt und jede Endecke einer Kante mit
(Zahler+1) markiert, sofern die Markierung der Ecke —1 ist (Ecken, die einen
von -1 verschiedenen Wert aufweisen, sind bereits auf einem kiirzeren Weg
erreichbar und werden nicht erneut markiert).

(c) Das Verfahren wird bei (b) fortgesetzt, wenn weitere Ecken mit einer dem
Zihler entsprechenden Markierung existieren.

(d) Ist keine Ecke mit Zahlermarkierung vorhanden, wird der Zéahler um eine Ein-
heit erhoht, und das Verfahren bei (b) fortgesetzt. Wird dabei gar keine Ecke
gefunden, ist der Algorithmus beendet.

Da dieser Algorithmus, von der Startecke ausgehend, den Grafen iiber alle vorhan-
denen nichsten Kanten gewissermaf3en flutet, heifit dieser Algorithmus ,,Breiten-
suchalgorithmus®. Er bestimmt zwar den Abstand von Ecken, gibt jedoch zunichst
keine Auskunft dariiber, welche Kanten durchlaufen werden miissen, um von einer
Ecke zu einer anderen zu kommen.

Die Methode 16st noch einige weitere Aufgaben, auf die wir erst spéter zu spre-
chen kommen, aber im Code bereits beriicksichtigen. Fiir die erste Aufgabe relevant
sind die ersten drei Ubergabeparameter. Uberlesen Sie also im ersten Durchlauf den
zu den anderen gehorenden Code.

bool Breitensuche (unsigned int ecke,

GrafType consté& graf,
Eckenliste& elist,
GrafType: :kantenliste® klist=0,
bool find_cycle=false) {

int count;

bool loop,udir;

GrafType: :kantenliste k1;

GrafType: :kantenliste::iterator ki;
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Eckenliste::iterator it;
elist.clear () ;
elist.resize(graf.anzahl_ecken(),-1);
if(klist) klist->clear();

Die Hauptschleife zéhlt die Entfernungen hoch und bricht ab, sobald in einem
Durchlauf keine Knoten mit der passenden Markierung gefunden worden sind. Die
logische Variable 1oop iibernimmt die Feststellung in der inneren Schleife, die iiber
alle Knoten mit der gesuchten Markierung verlduft. Wir machen hier Gebrauch von
STL-Algorithmen, was den Kopf der for-Schleife auf drei Zeilen aufblist, aber in
Summe immer noch etwas iibersichtlicher ist als eine Standardsuche.

elist[ecke]=0;
for (count=0, loop=true; loop ; count++ ) {
for(it=find(elist.begin(),elist.end (), count),
loop=false ;
it!=elist.end();

it=find(++it,elist.end(),count), loop=true) {

Die Verwendung von Iteratoren erfordert eine Umrechnung in ganzzahligen Indizes
mittels der STL-Methode distance. Fiir die ermittelte Ecke wird zunichst eine
Liste ausgehender Kanten erzeugt.

ecke=distance(elist.begin(),it);
kl=graf.get_outbound_ kantenliste (ecke) ;

Soweit es den in diesem Teilkapitel diskutierten Algorithmus betrifft, wird in der
Eckenliste die Markierung erzeugt, sofern noch keine vorhanden ist. Der else-
Zweig ist hier zunichst uninteressant und wird auch nicht durchlaufen, da bei dieser
Aufgabe die Methode mit find_cycle=false aufgerufen wird.

for(ki=kl.begin () ;ki!=kl.end () ;ki++) {
if(elist[ki->second]==-1) {
elist[ki->second]=count+1;
if (klist) klist->push back(*ki) ;
} else if(find_cycle &&
find(klist->begin(),
klist->end(),
GrafType: :kante(
ki->second, ki->first))
==klist->end()) {
return true;
}//endif
}//endfor
}//endwhile
}//endfor
return false;
}//end function
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7.2.2 Verbundenheit von Grafen

Die Distanzliste gibt bei ungerichteten Grafen auch eine Auskunft dariiber, ob die
Grafen verbunden, d.h. alle Ecken untereinander erreichbar sind. In einem gerich-
teten Grafen erhilt man diese Aussage nicht unmittelbar, da durchaus Ecke A von
Ecke B aus nicht erreichbar sein kann, die Distanzliste also eine -1 enthilt, wihrend
von A selbst ein Weg nach B fiihrt. Wir miissen in gerichteten Grafen daher notfalls
Distanzlisten fiir alle Ecken erstellen, um zu einer definitiven Aussage zu kommen.
Unterschieden wird meist zwischen mehreren Typen der Verbundenheit

1. In schwach verbundenen Grafen sind alle Ecken sind durch Kanten miteinan-
der verbunden. Ein Test kann einfach durchgefiihrt werden, indem ein gerichteter
Graf in einen ungerichteten iiberfiihrt wird. Nach einem Distanztest mit einer
beliebigen Ecke miissen alle Listenelement von -1 verschieden sein. Funktion:

bool connect_weak (GrafType const&) ;

2. In stark verbundenen Grafen muss jede Ecke von jeder anderen aus erreichbar
sein. Ein Distanztest in einem gerichteten Grafen muss hierbei mit jeder Ecke
ausgefiihrt werden und darf kein -1 — Ergebnis enthalten.” Funktion:

bool connect_strong (GrafType consté&) ;

3. In einem verbundenen Grafen geniigt es, eine Ecke zu finden, von der aus
alle anderen erreichbar sind. Diese Priifung macht in der Regel den groften
Aufwand.

| Aufgabe. Implementieren Sie diese Algorithmen

7.2.3 Abspalten disjunkter Subgrafen

Stellt man fest, dass ein Graf nicht verbunden ist, kann es sinnvoll sein, den verbun-
denen Teil fiir folgende Algorithmen abzuspalten. Die Abspaltung eines disjunkten
Untergrafen ist ebenfalls auf der Basis einer Distanzliste moglich. Dazu wird zu-
nichst eine Kopie des Grafen sowie eine Distanzliste zur Bezugsecke erzeugt.
AnschlieBend konnen im Ergebnisgrafen alle Ecken mit dem Abstand -1, im Rest-
grafen alles anderen Ecken entfernt werden.® Das Entfernen der Ecken muss dabei

5 Dies ist ein einfacher, aus dem Distanzalgorithmus resultierender Algorithmus, der jedoch in
dieser Form nicht der giinstigste sein muss, da hierbei bereits gepriifte Bereiche des Grafen u.U.
erneut gepriift werden.

6 Auch dieser Algorithmus ist aufgrund des Loschaufwands im Ergebnisgrafen nicht optimal.
Durch Kopieren der Kanten in einen leeren Grafen kann eine hohere Effizienz erreicht werden,
jedoch ist dazu auch eine tabellengesteuerte Indexumsetzung notwendig.
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von der Ecke mit dem hochsten Index bis zur Nullecke erfolgen, da sonst die
Eintridge der Distanzliste ihre Giiltigkeit verlieren.

| Aufgabe. Implementieren Sie einen Abspaltalgorithmus.

Der Nachteil dieses Verfahrens ist, dass die Indizes der Ecken der neuen Grafen
nicht (so ohne weiteres) auf Indizes im alten Grafen zuriickgefiihrt werden konnen.
Wenn ein Bezug auf die urspriingliche Indizierung notwendig ist, beispielsweise bei
Navigationsproblemen, in denen Eigenschaften von Kanten und Knoten im weiteren
Verlauf der Berechnung nachgeladen werden miissen, muss eine Tabelle mit den
urspriinglichen Indizes mitgefiihrt werden. Dies kann ein Vektor sein, der zunéchst
in jedem Feld seinen Index auflistet, in dem aber parallel zum Loschen in den Grafen
ein Index geldscht wird, wodurch die oberen Indizes nach unten aufriicken. Da das
Loschen der Ecken nur von oben nach unten erfolgen darf, bleibt auch diese Liste
bei der Operation konsistent.

7.2.4 Zyklenfreie (Sub)Grafen

Ein geschlossener Weg innerhalb eines Grafen heifit Zyklus, und ein Weg ist ge-
schlossen, wenn eine Ecke nach Durchlaufen einer beliebigen Anzahl von Kanten
erneut erreicht werden kann. Diese Definition wiirde ungerichtete Grafen generelle
als nicht zyklenfrei identifizieren, da eine Kante in beide Richtungen durchlaufen
werden kann und bei Priifung der néchsten Ecke die Ausgangsecke wieder indiziert
wird. Auch gerichtete Grafen mit gegenldufigen Kanten zwischen zwei Ecken hitten
so generell Zyklen. Um diese Fille auszuschliefen, legen wir fest, dass ein Zyklus
mindestens drei Kanten aufweisen muss.

Die Priifung, ob ein Graf Zyklen enthilt, ist in der Erweiterung des Brei-
tensuchalgorithmus enthalten: die untersuchten Kanten werden zusitzlich in der
Kantenliste k1ist, die als vierter Ubergabeparameter iibergeben wird, gespeichert
(siehe oben). Wird nun von einer neuen Kante eine Ecke indiziert, die bereits einen
von -1 verschiedenen Wert enthilt, ist moglicherweise ein Zyklus vorhanden. Die
indizierende Kante sei a;;. Um auszuschlieBBen, dass es sich um einen 2er-Zyklus
handelt, d.h. die Ecke i zuvor von der Ecke k aus indiziert wurde, muss zusitzlich
nur iiberpriift werden, ob die Kante ay; bereits in der Liste vorhanden ist. Ist dies der
Fall, handelt es sich nicht um einen Zyklus, und die Suche kann fortgesetzt werden.
Ist die Kante nicht vorhanden, so ist die Ecke zuvor auf einem vollig anderen Weg
erreicht worden und es liegt ein Zyklus vor.

Die Priifung kann in zwei Varianten ausgefiihrt werden:

e Bei Vorgabe einer Ecke wird tiberpriift, ob im Teilgrafen dieser Ecke ein Zyklus
vorhanden ist. Funktionsaufruf:

bool cycle_free (unsigned int,GrafType consté&);
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e Istdies nicht der Fall, miissen alle in den vorhergehenden Durchldufen noch nicht
erreichten Ecken tiberpriift werden, wenn festgestellt werden soll, ob der Graf
insgesamt Zyklen enthélt. Funktionsaufruf:

bool cycle_free (GrafType consté&) ;

Da der Breitensuchalgorithmus sdmtliche Kanten aller von einer Ecke aus erreichba-
ren anderen Ecken untersucht, werden Zyklen in diesem Subgrafen sicher gefunden.
Bei Auswahl einer erreichbaren Ecke als Startecke wird ein kleinerer Subgraf indi-
ziert, der als Teilgraf des vorhergehenden ebenfalls keine Zyklen enthalten kann.
Umgekehrt kann bei Auswahl einer nicht erreichbaren Ecke der bereits untersuch-
te Graf als Teilgraf auftreten und der neue Gesamtgraf Zyklen aufweisen, die
auBerhalb des Teilgrafen liegen.

Aufgabe. Man konnte auch auf die Idee kommen, einfach nach einer bereits
markierten Ecke zu suchen, die eine um 2 kleinere Markierung aufweist. Diese
kann keine direkt verbundene Ecke sein und ist somit Bestandteil eines Zyklus.
Konstruieren Sie ein Beispiel, das zeigt, dass man bei dieser Suchmethode Zy-
klen iibersehen kann, also die Aussage ,,zyklenfrei* erhilt, obwohl dies nicht der
Fall ist.

Anmerkung. Wie dem aufmerksamen Leser sicher nicht entgangen ist, ist diese De-
finition einen Zyklus in einem gerichteten Grafen keine Garantie dafiir, dass auch
ein Weg existiert, der von einem Knoten ausgehend auch wieder zu diesem zuriick
lauft. Fiir diese Aussage eines ,,durchlaufbaren Zyklus* ist ein anderer Algorithmus
anzuwenden, den wir uns weiter unten vornechmen.

7.3 Spannende Biume

Ein zyklenfreier Graf wird Baum genannt. Auch wenn die meisten in der Praxis
auftretenden Grafen keine Baume sind, ist die Frage, ob man den Grafen auch durch
einen Baum realisieren kann, von Interesse. Man denke beispielsweise wieder an
das Navigationsproblem, bei dem nun fiir den Planer die Frage entsteht, wo er die
Hauptverkehrsadern wie Autobahnen anlegen muss, um alle Stidte erreichen zu
konnen. Diese bilden dann einen Baum innerhalb des StraBennetzes.” Spannende
Bédume eines Grafen sind mithin Subgrafen, aus denen so viele Kanten gestrichen
worden sind, dass zwar weiterhin alle Ecken miteinander verbunden, aber keine
Zyklen mehr vorhanden sind. Sind die Grafen verbunden, so enthélt ein spannender
Baum auch samtliche Ecken des Grafen.

7 Die Realitiit hat uns hier natiirlich liingst iiberholt, da auch das Autobahnnetz lingst keine
Baumstruktur mehr besitzt.
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7.3.1 Breitensuche

Um einen spannenden Baum in einem verbundenen ungerichteten Grafen zu finden,
kann man bei einer beliebigen Ecke mit der Auswahl der Kanten beginnen. Je nach
ausgewihlter Ecke findet man natiirlich unterschiedliche spannende Baume.

In einem gerichteten Grafen lassen sich zwei Strategien zur Auswahl von Baumen
verfolgen:

(a) Der Kanten werden wie in einem ungerichteten Baum ausgewihlt, wobei bei
Existenz der Kanten a;; und ai; eine der beiden zufillig ausgewihlt wird.
Der so entstehende Baum ist spannend fiir den gesamten Grafen, jedoch ist
im Mittel hochsten die Hilfte der Ecken von einer gegebenen Ecke aus erreich-
bar. Meist wird der spannende Baum daher als ungerichteter Graf berechnet.
Funktion:

GrafType span_tree_broad (GrafType const&);

(b) Die Kanten werden unter Beriicksichtigung der Richtung ausgewihlt. Der
Baum enthilt alle von der vorgegebenen Wurzelecke aus erreichbaren Ecken
und wird daher auch Wurzelbaum genannt. Die Funktion

GrafType root_tree_broad (unsigned int,
GrafType const&) ;

berechnet den Wurzelbaum fiir eine gegebenen Ecke, die Funktion
GrafType root_tree_broad (GrafType const&) ;

den maximalen Wurzelbaum. Wenn der Baum nicht komplett spannend er-
richtet werden kann, ist das Ergebnis allerdings nur der grofite mogliche
Wurzelbaum.

Ein Algorithmus fiir die Berechnung solcher Biume kann wieder vom Brei-
tensuchalgorithmus abgeleitet werden. Wie man anhand der Beschreibung leicht
iberlegt, geniigt es, die zu einer noch nicht markierten Ecke fiihrende Kante in einer
Liste abzulegen. Die Liste enthélt am Schluss des Algorithmus sdmtlich erfolgreich
durchlaufene Ecken und kann in einem Grafenobjekt abgespeichert werden. Die
Listennotierung haben wir bereits bei der Uberpriifung auf Zyklenfreiheit einge-
fiihrt, so dass der Grundalgorithmus nicht mehr veridndert, sondern nur noch mit
find_cycle=false aufgerufen werden muss.

| Aufgabe. Implementieren Sie die Algorithmen.
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7.3.2 Tiefensuche

Wihrend der Breitensuchalgorithmus iterativ in jedem Schritt die Nachfolgekonten
aller bisherigen Endknoten untersucht, verfolgt der als alternative Ansatz des Tie-
fensuchalgorithmus rekursiv zunichst einzelne Wege bis zu deren Ende und setzt
ggf. danach die Suche an bereits durchlaufenen Punkten mit Alternativrouten fort.
Er liefert daher im Erfolgsfall nicht nur die Aussage, dass zwei Knoten mitein-
ander verbunden sind, sondern auch gleich einen Weg in Form einer Liste der zu
durchlaufenden Knoten dazu. Der wird aber nur in Baumen die Linge besitzen, die
der Breitensuchalgorithmus angibt, und bei nicht zyklenfreien Grafen aber meist
wesentlich ldanger ausfallen.

Auch dieser Algorithmus beginnt bei einer beliebigen Ecke, verlduft hingegen in
folgenden Stufen:

(a) Wihle eine beliebige Ecke aus und starte den Algorithmus mit der Ecke als
Ausgangsecke.

(b) Wihle eine beliebige ausgehende Kante aus.

(c) Istdie Zielecke noch nicht markiert, markiere die Zielecke, speichere die Kante
in der Kantenliste und rufe die Methode rekursiv mit der Zielecke als neuer
Ausgangsecke aus.

(d) Istdie Zielecke markiert, suche eine andere ausgehende Kante aus und fahre bei
(c) fort.

(e) Ist keine ausgehende Kante mehr vorhanden, verlasse die Methode.

Hierdurch gelangt der Algorithmus wieder an das Ende von (c), jedoch mit
einer Ecke als Startecke, von der bereits mindestens eine Kante erfolgreich ge-
priift worden ist. Es werden nun weitere Kanten dieser Ecke gepriift, so dass der
Graf im Erfolgsfall hier verzweigt.

void Tiefensuche_Baum(unsigned int ecke,
GrafType const& graf,
Eckenliste& elist,
GrafType: :kantenliste® klist){
GrafType: :kantenliste kl;
GrafType: :kantenliste::iterator it;
bool udir;

udir=((int)graf.get_type ()& (int)dir_mask)==0;
kl=graf.get_outbound_kantenliste (ecke) ;
for(it=kl.begin();it!=kl.end();it++) {
if(elist[it->second]l==-1) {
elist[it->second]=elist[eckel+1;
if (klist) klist->push_back(*it) ;
Tiefensuche_Baum(it->second, graf,
elist,klist);
}//endif
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}//endfor
}//end function

Der Algorithmus zeigt im Vergleich zum Breitensuchalgorithmus noch einmal sehr
schon den Unterschied zwischen einer Iteration und einer Rekursion auf und endet,
wenn keine weitere Kante mit unmarkierter Zielecke gefunden werden kann. Der
so ermittelte Baum besitzt in der Regel weniger Verzweigungen als der durch den
Breitensuchalgorithmus ermittelte Baum, dafiir aber im Gegenzug lingere Wege.
Wie bei der Tiefensuche kann unterschieden werden, ob ein spannenden Baum oder
ein Wurzelbaum gebildet werden soll. Die Methoden heiflen

GrafType span_tree_depth(GrafType consté&) ;
GrafType root_tree_depht (unsigned int, GrafType consté&);
GrafType root_tree_depht (GrafType consté&) ;

Aufgabe. Implementieren Sie die Algorithmen. Vergleichen Sie die mit dem
Breitensuchalgorithmus und dem Tiefensuchalgorithmus ermittelten spannenden
Bidume gleicher Ausgangsgrafen miteinander.

7.3.3 Minimale (Maximale) Bdume

Kommen wir nun erstmalig auch zur Beriicksichtigung der Bewertung von Kanten.
In bewerteten Grafen stellt sich das Problem, einen Baum mit minimaler Kantenbe-
wertungssumme zu erstellen. Fiir unser Gedankenbeispiel zu Beginn dieses Kapitel
bedeutet dies, dass nicht nur alle Stadte durch Autobahnen miteinander verbunden
sein sollen, sondern der Baum so angelegt werden soll, dass die Fahrtstrecken mog-
lichst kurz sind. Fiir diese Aufgabe ist eine grundsitzlich andere Vorgehensweise
notwendig.

Der folgende Algorithmus arbeitet mit zwei Grafen, von denen einer abgebaut,
der andere zum Baum aufgebaut wird:

(a) Suche die Kante mit der kleinsten Bewertung. Losche die Kante im Quellgrafen
und fiige sie in den Baumgrafen ein.

(b) Priife, ob der Baumgraf durch das Hinzufiigen der letzten Kante einen Zyklus
aufweist. Falls ja, 10sche die letzte Kante wieder. Sofern weitere Kanten im
Quellgrafen vorhanden sind, fahre fort bei (a)

Da wir bei der Umsetzung des Algorithmus wieder mit STL-Algorithmen arbeiten
wollen, definieren wir zunichst die 1ess-Relation fiir die Kantenbewertung:

struct Less {
Less (GrafType consté& g) :graf(g) {}
GrafType const& graf;
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bool operator () (GrafType: :kante const& k1,
GrafType: :kante const& k2) {
return graf.get_kante(kl.first,kl.second)<
graf.get_kante(k2.first,k2.second) ;
}//end function
};//end struct

Der Hauptalgorithmus erledigt den Rest der beschriebenen Arbeit:

GrafType span_tree_min(GrafType const& graf) {
GrafType res;
GrafType: :kantenliste klist;
GrafType: :kantenliste::iterator kit;
Eckenliste elist(graf.anzahl_ecken(),0);

klist=graf.get_kantenliste() ;
while(!klist.empty()){
kit=min_element (klist.begin(),klist.end(),
Less (graf));
res.set_kante (xkit,graf.get_kante (*kit));
if (!cycle_free(kit->first,res)) {
res.del_kante(kit->first,kit->second);
telse{
res.set_ecke(kit->first,
graf.get_ecke (kit->first));
res.set_ecke (kit->second,
graf.get_ecke(kit->second)) ;
}//endif
klist.erase(kit);
}//endwhile
return res;
}//end function

Der Algorithmus liefert einen Baum mit minimaler Kantenbewertungssumme, weil
nach Auftreten eines Zyklus im Baumgrafen die Kante mit der hochsten Bewertung
geloscht wird. Da der Zyklus von einer Kante erzeugt wird, handelt es sich um
einen einzigen Zyklus im Grafen, der durch Loschen einer einzelnen Kante wieder
beseitigt werden kann. Jede andere dafiir in Frage kommende Kante hat aber eine
geringere Bewertung.

7.4 Wege in Grafen

Navigationsprobleme bestehen darin, in einem Graf einen Weg, also eine Liste zu
durchlaufender Ecken, zu finden, die von einem gegebenen Anfangspunkt zu einem
ebenfalls gegebenen Endpunkt fiihren. Dabei muss nicht in jedem Fall die Frage
nach dem kiirzesten Weg im Vordergrund stehen.
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7.4.1 Beliebige Wege und Zyklen

Bei einem beliebigen Weg ist weder die Anzahl der durchlaufenen Kanten noch
deren Bewertung von Bedeutung. Ein beliebiger Weg kann durch eine einfache
Variation des Tiefensuchalgorithmus gefunden werden. Hierzu ist es lediglich not-
wendig, die notierten Kanten beim Verlassen der rekursiven Methode wieder zu
l16schen, sofern auf diesem Zweig die Zielecke nicht erreicht werden kann. Der Al-
gorithmus bricht bei Erreichen der Zielecke ab, so dass im Mittel auch nicht alle
moglichen Zweige des bei der Tiefensuche ermittelten Wurzelbaumes durchlaufen
werden miissen.

Da keinerlei Bedingungen an den Weg gestellt werden, kann der Algorithmus
auch genutzt werden, einen konkreten Zyklus im Grafen zu finden, indem die
Zielecke gleich der Anfangsecke gesetzt wird.

| Aufgabe. Implementieren Sie einen solchen Algorithmus.

7.4.2 Wege mit kleiner Kantenanzahl

Hier ist ein Weg zu bestimmen, der die minimale Anzahl von beriihrten Ecken zwi-
schen den beiden Endecken realisiert. Diese wird durch den Breitensuchalgorithmus
gegeben, der Ausgangspunkt eines entsprechenden Algorithmus ist. Durch Kombi-
nation mit einer Variante des Tiefensuchalgorithmus ldsst sich das Problem sehr
einfach I6sen:

(a) Fiihre eine Breitensuche von der Ausgangsecke durch. Der Algorithmus bricht
ab, sobald die Zielecke erreicht ist.

(b) Starte bei der Zielecke.

(c) Wihle eine (beliebige) eingehende Kante, deren Ausgangseckenbewertung um
1 niedriger ist als die der Bezugsecke.

(d) Trage die Ecke am Beginn des Weges (Eckenliste) ein setze die Bezug-
secke auf die Ausgangsecke der Kante. Sofern die Bezugsecke noch nicht die
Ausgangsecke des gesuchten Weges darstellt, fahre fort bei (c)

Aufgabe. Implementieren Sie den Algorithmus unter Beriicksichtigung der
Aufgabe, minimale Zyklen zu finden.

7.4.3 Minimale (Maximale) Wege

In der Praxis ist jedoch meist nicht ein Weg mit minimaler Anzahl von Transi-
tecken zu bestimmen, sondern die Kantenbewertung ist zu beriicksichtigen, d.h.
ein minimaler Weg ist @hnlich wie beim minimalen Baum ein Weg mit minimaler
Kantenbewertungssumme. Die Wegsuche kann durch Abbau des Grafen und Ande-
rung der Kantenbewertung realisiert werden:
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A. Markiere die Ausgangsecke als aktiv. Erzeuge einen Zielgrafen mit der Ecken-
anzahl des Quellgrafen, jedoch ohne Kanten. Setze alle Eckenbewertungen auf
Null.

B. Suche unter allen markierten Ecken die Kante mit der geringsten Gesamtbewer-
tung. Die gesamtbewertung ist die Summe aus Ecken- und Kantenbewertung
gik = b(e;) + b(ai) .

Je nach Status der Endecke der ausgewihlten Kante ist eine Fallunterscheidung
zu treffen:

I. Die Endecke ist nicht aktiv. Sie wird im Algorithmus erstmalig erreicht.
Setze die Ecke aktiv, setze die Eckenbewertung auf die Gesamtbewertung
der Kante, fiige die Kante in den Ergebnisgrafen ein und 16sche die Kante
aus dem Quellgrafen. Fahre anschlieend bei B. fort.
II. Die Endecke ist bereits aktiv, also schon auf einem anderen Weg erreicht
worden. Das macht eine erneute Fallunterscheidung notwendig:

a. Die Gesamtbewertung ist grofer als die Eckenbewertung der Endecke.
Der neue gefundene Weg ist ungiinstiger als der alte Weg. Die Kante
wird geldscht und der Algorithmus bei B. fortgesetzt.

b. Die Gesamtbewertung ist kleiner als die Eckenbewertung, d.h. der neue
Weg ist glinstiger als der bereits gefundene.

Setze die Eckenbewertung auf die Gesamtbewertung und notiere die
Differenz zu alten Bewertung.

Verfolge im Ergebnisgrafen rekursiv die von der Ecke ausgehende
Kanten (sofern vorhanden) und dndere im Quellgrafen die Eckenbewer-
tung der Endecke dieses Weges um die Differenz.

Losche die Kante im Quellgrafen. Losche die eingehende Kante der
Endecke im Ergebnisgrafen und fiige die Kante in den Ergebnisgrafen
ein. Fahre fort bei B.

III. Die Endecke ist die Zielecke. Fahre fort bei C.

C. Gehe von der Endeecke entlang der jeweils eingehenden Kanten bis zur
Anfangsecke. Die dabei bestimmte Kantenliste ist der gesuchte Weg.

Der Algorithmus umfasst mehrere Teile. Zunichst ist die ndchste minimale Kante
unter Beriicksichtigung der Vorgeschichte zu ermitteln:

GrafType: :kante get_min_kante (GrafType const& gl,
GrafType const& g2) {
unsigned int minimum = INT_MAX;
unsigned int value, test;
GrafType: :kante kant (0,0);
GrafType: :kantenliste klist;
GrafType: :kantenliste::iterator it;
for (int i1=0;i<gl.anzahl_ecken () ;i++) {
if ((value=gl.get_ecke (1)) !=-1){
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klist=g2.get_outbound_kantenliste (i) ;
for(it=klist.begin();it!=klist.end();it++) {
test=value+g2.get_kante (*it);
if (test<minimum) {
minimum=test;
kant=*it;
}//endif
}//endfor
}//endif
}//endfor
return kant;
}//end function

Der Rest wird im zweiten Teil erledigt, wobei Sie nun genau hinschauen sollten, um
die oben beschriebene Vorgehensweise im Code wiederzufinden.

Aufgabe. Markieren/kommentieren Sie die einzelnen Punkte der Ablaufbe-
schreibung im Code (falls Sie das nicht im Buch selbst machen wollen, kopieren
Sie zuvor den Code).

GrafType: :kantenliste
find_min_path(unsigned int estart,
unsigned int eziel,
GrafType graf) {
if(((int)graf.get_type ()& (int)val_mask)==0)
return find_short_path(estart,eziel,graf);
int d; GrafType tmp;
tmp.set_type (dir_uval) ;
GrafType: :kante kant;
GrafType: :kantenliste klist,kl;
GrafType: :kantenliste::iterator kit;
for (int i=0;i<graf.anzahl_ecken();i++)
tmp.set_ecke(i,-1);
tmp.set_ecke(estart,0) ;

while (true) {
kant=get_min_kante (tmp, graf) ;

if (kant.first==0 && kant.second==0) {
return kl;
telse if (tmp.get_ecke(kant.second)==-1) {

tmp.set_ecke (kant.second,
tmp.get_ecke (kant.first)+
graf.get_kante(kant)) ;
tmp.set_kante (kant) ;
if (kant.second==eziel) break;
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}else if (tmp.get_ecke (kant.second)>
tmp.get_ecke (kant.first)+
graf.get_kante (kant)) {

d=tmp.get_ecke (kant.second) -
(tmp.get_ecke (kant.first)+
graf.get_kante(kant)) ;
tmp.set_ecke (kant.second,
tmp.get_ecke (kant.first)+
graf.get_kante(kant)) ;
klist=tmp.get_inbound_kliste (kant.second) ;
tmp.del_kante (* (klist.begin()));
tmp.set_kante (kant) ;
klist=tmp.get_outbound_kliste (kant.second) ;
for(kit=klist.begin() ;kit!=klist.end () ;kit++)
tmp.set_ecke (kit->second,
tmp.get_ecke (kit->second) -4d) ;
}//endif
graf.del_kante (kant) ;
}//endwhile
while(eziel!=estart) {
klist=tmp.get_inbound_kantenliste(eziel) ;
kl.push_front (* (klist.begin()));
eziel=klist.begin()->first;
}//endwhile
return kl;
}//end function

Anmerkung. Technisch wird der zu untersuchende Graf nicht als Referenz iiber-
geben, sondern als Kopie, da der beschriebene Algorithmus mit Kantenloschope-
rationen arbeitet. Der intern aufgebaute Zielgraf wird mit dem Typ gerichtet-
unbewertet definiert, um eindeutige Kantenrichtungen fiir die in Abschnitt A.ILb.
beschriebenen Operationen zu erhalten.

Gewissermalen spiegelsymmetrisch dazu konnen Sie auch einen Algorithmus
schreiben, der einen Weg mit maximaler Kantenbewertung sucht.

7.4.4 Rundwege in Grafen

Bei Rundwegen in Grafen wird jede Ecke unter Umstinden mehrfach besucht, aber
jede Kante nur einmal durchlaufen. Das Rundwegproblem wird auch als Brieftra-
gerproblem bezeichnet, der auf seine Tour moglichst nicht mehr Stralen (Kanten)
benutzen muss, die er schon beliefert hat.

Voraussetzung fiir Rundwege sind gleiche Anzahlen von ausgehenden und ein-
gehenden Kanten an jeder Ecke mit Ausnahme von eventuell genau zwei Ecken.
Der Grund ist klar: auBer an der Start- und der Endecke muss jede erreichte Ecke
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auch wieder verlassen werden konnen. Die Startecke muss eine ausgehende Kante
mehr aufweisen als eingehende, die Endecke eine eingehende Kante. Sind die-
se Nebenbedingungen nicht erfiillt, ist das Problem nicht 16sbar. Im Startteil des
Algorithmus sind zunéchst diese Bedingungen zu priifen:

A. Besitzen alle Ecken gerade gleiche Anzahlen von ausgehenden und eingehenden
Kanten, wihle eine beliebige Ecke als Anfangsecke fiir den Algorithmus.

B. Sind genau jeweils eine Start- und eine Endecke vorhanden, suche einen belie-
bigen Weg von der Start- zur Endecke, 16sche ihn aus dem Grafen und trage ihn
in den Ergebnisweg ein. Die Startecke ist Anfangsecke des Algorithmus.

C. Sind Start oder Endecke vorhanden, aber nicht jeweils genau eine, so breche ab.

Der Algorithmus benétigt zunéchst eine Reihe von Arbeitsparametern.

GrafType: :kantenliste round_trip (GrafType graf) {
int el=-1,e2=-1,1;
GrafType: :kantenliste klist,rlist;
GrafType: :kantenliste::iterator kit,kit2;
GrafType: :gradliste ekl;
GrafType::gradliste::iterator ekit;

if (!connect_weak (graf)) return klist;
ekl=graf.grad_ecken() ;

Der folgende Teil fiir die Grundpriifung fiir gerichtete

if ((int)graf.get_type()&dir_mask !=0) {
for (ekit=ekl.begin(),i=0;ekit!=ekl.end() ;
ekit++,1++) {
if (abs((int)ekit->first- (int)ekit->second)>1)
return rlist;
if (ekit->first-ekit->second==1) {
if(el!=-1) return rlist;
el=i;
}//endif
if (ekit->second-ekit->first==1) {
if(e2!=-1) return rlist;
e2=1i;
}//endif
}//endfor

und ungerichtete Grafen durch

telse{
for (ekit=ekl.begin(),i=0;ekit!=ekl.end() ;
ekit++,1++){
if(el!=-1 && ekit->first%2!=0) {
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if(e2!=-1) return rlist;
e2=i;
}//endif
if(el==-1 && ekit->first%2!=0) el=i;
}//endfor
if(el==-1 " e2==-1) return rlist;
}//endif

Der restliche Algorithmus sammelt nun iterativ Zyklen im Restgrafen. Die Idee be-
ruht darauf, einen Zyklus zu suchen und den Gesamtweg entlang dieses Weges zu
konstruieren, indem in jedem Punkt zunéchst rekursiv ein weiterer Zyklus durchlau-
fen und erst dann der Weg fortgesetzt wird. Da jeder Zyklus aus dem Grafen entfernt
wird, kann jede Kante nur einmal durchlaufen werden. Die gleiche Anzahl von Ein-
und Ausgangsgraden stellt sicher, dass alle Kanten verbraucht werden konnen. Be-
gonnen wird an der Startecke des Ergebnisweges, der in Fall A. leer ist, in Fall B.
jedoch schon den Weg zwischen Start- und Endecke enthilt.

1. Suche eine Zyklus(weg) im Restgrafen mit der aktuellen Ecke als Startecke.
Unterscheide folgende Fille:

(a) Die aktuelle Ecke besitzt keine weiteren Kanten: nehme die Endecke der von
der aktuellen Ecke ausgehenden Kante im Ergebnisweg als neue aktuelle
Kante und setze bei A. fort.

(b) Ein Zyklus wurde gefunden: fiige den gefundenen Weg vor der von der ak-
tuellen Ecke ausgehenden Kante im Ergebnisweg ein. Losche den Zyklus
aus dem Grafen. Fahre fort bei A.

(c) Es wurde kein Zyklus gefunden: breche mit einem Fehler ab.

2. Der Algorithmus endet, wenn das Ende des Ergebnisweges erreicht ist und die
Ecke im Ausgangsgrafen keine weiteren Kanten mehr aufweist. Der Ausgangs-
graf sollte am Ende kantenlos sein.

Der Implementationsteil ist etwas iibersichtlicher als die Priifung, ob der Graf die
Anforderungen erfiillt.

if(el!=-1 && e2!=-1)
rlist=find_short_path(el,e2,graf);

else
rlist=find_any path(0,0,graf);

for (kit=rlist.begin();kit!=rlist.end () ;kit++)
graf.del_kante (*kit);

el=rlist.begin()->first; i=0;
while(i<rlist.size()){
klist=find_any_path(el,el,graf);
kit=rlist.begin() ;
advance (kit,1);
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if(lklist.empty()) {
for(kit2=klist.begin() ;
kit2!=klist.end () ;kit2++)
graf.del_kante (*kit2);
rlist.insert (kit,klist.begin(),klist.end()) ;
telse{
el=kit->second; 1i++;
}//endif
}//endfor
return rlist;
}//end function

Der Algorithmus bricht ab, wenn das Ende des Ergebnisweges erreicht ist. Dabei
konnen alle Ecken mehrfach als aktive Ecken an unterschiedlichen Punkten des
Weges auftreten. Da sie nach dem ersten Bearbeiten jedoch iiber keine weiteren
Kanten verfiigen, entsteht keine weitere Suchzeit nach Zyklen.

Aufgabe. Liefert der Algorithmus immer einen Rundweg ab? Wenn Kantenan-
zahlen von Ausgangs- und Endgrafen iibereinstimmen, ist dies sicher der Fall.
Falls die Kantenanzahl im Endgrafen kleiner wire, so wire ein zufilliger Weg
ohne Kantenwiederholung bestimmt, der jedoch nicht notwendigerweise der
langste mogliche Weg sein muss. Lisst sich so ein Fall konstruieren?

7.4.5 Rundreise durch die Ecken

Eine Rundreise unterscheidet sich von einem Rundweg dadurch, dass alle Ecken
hochstens einmal besucht werden sollen. Dieses Problem ist auch als Handlungsrei-
sendenproblem bekannt, der in verschiedenen Stiddten Geschifte abwickeln, dabei
aber jede Stadt nur einmal besuchen soll.

Die Suche kann auf zwei Arten durchgefiihrt werden:

(a) Samtliche Ecken besitzen eingehende und ausgehende Kanten. Die Suche kann
an einer beliebigen Ecke begonnen und als Suche nach dem ldngsten Zyklus
durchgefiihrt werden.

(b) Maximal eine Ecke besitzt nur ausgehende Kanten, maximal eine Ecke besitzt
nur eingehende Kanten. Damit liegen Start- oder Endecke fest, und es wird nach
dem Weg gesucht.

Der folgende Algorithmus findet zumindest den langsten moglichen Weg:

A. Bestimme eine Start- und eine Endecke nach dem angegebenen Schema. Rufe
die Rekursionsfunktion mit der Startecke und einem leeren Weg auf.
B. Markiere die Ecke als besucht.
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I. Besitzt die Ecke keine ausgehenden Kanten, notiere den gefundenen Weg
als Ergebnisweg, sofern er lianger ist als der zuvor gefundene Ergebnisweg.
II. Sonst werte nacheinander sdmtliche ausgehende Kanten in der folgende
Weise aus.
Fiige die Kante in den aktuellen Weg ein. Untersuche die Endecke der
Kante.

a. Wenn die Endecke die Zielecke ist, notiere den gefundenen Weg als Er-
gebnisweg, sofern er ldnger ist als der zuvor gefundene Ergebnisweg.
Enthilt der Weg sdmtliche Ecken, ist der Algorithmus fertig.

b. Wenn die Endecke der Kante als besucht markiert ist, iibergehe die
Kante.

c. Wenn die Endecke der Kante nicht als besucht markiert ist, rufe die
Rekursionsfunktion mit der Endecke und dem aktuellen Weg auf.

Losche die Kante aus dem aktuellen Weg.

C. Sind alle Kanten untersucht, markiere die Ecke als nicht besucht und verlasse
die Rekursionsfunktion.

Der Algorithmus findet fiir eine gegebene Startecke zumindest den ldngsten mog-
lichen Weg im Grafen. Sofern der Weg nicht alle Ecken umfasst, muss er aber
weder der ldngste tatsdchlich mogliche sein noch die Zielecke enthalten. Sind Start-
und Zielecke nicht nach b) festgelegt, kann versucht werden, das Ergebnis durch
Auswahl einer anderen Startecke (beispielsweise einer bislang nicht erreichten) zu
verbessern.

| Aufgabe. Versuchen Sie sich an einer Implementation.

Das Handlungsreisendenproblem gehort zu den hirteren Problemen der Grafentheo-
rie, insbesondere, wenn noch die Nebenbedingung erfiillt werden soll, dass nicht nur
ein Weg, sondern der kiirzeste Weg gefunden werden soll. Da wir hier aber nicht ei-
nem Lehrbuch iiber Grafentheorie Konkurrenz machen wollen, vertiefen wir dieses
Thema nicht weiter.

7.5 Netzwerke

Ist eine Wegbestimmung in einem Grafen kein einmaliger Vorgang, sondern konkur-
rieren mehrere Nutzer von Wegen miteinander, so entsteht ein Netzwerkproblem. So
fiihrt die optimale Losung eines Navigationsproblems zwangsweise zu einem Stau,
wenn zu viele Verkehrsteilnehmer gleichzeitig diese Route verwenden wollen, und
eine weniger guter Route wire unter Umstinden trotz allem giinstiger gewesen. Ne-
ben der Linge eines Weges spielt dann auch dessen Kapazitit eine Rolle, d.h. wir
kommen zu Grafen, die Eckenbewertungen (die Anzahl der Nutzer) und eine bis
mehrere Kantenbewertungen (Kapazitit, Lange) enthalten.
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7.5.1 Fliisse in Netzwerken

Netzwerke zum Transport irgendwelcher Groen (Datenverkehr, Giiterverkehr,
usw) enthalten Quellen und Senken fiir dieses Groflen, was durch die Eckenbewer-
tung angezeigt wird. Die Kantenbewertung gibt die Transportkapazitit der Kanten
an. Typische Fragestellungen in solchen Netzwerken sind:

e Welche Menge kann maximal von Quelle A zu Senke B transportiert werden?

e Welche Reserven sind noch vorhanden (kann die Quellen- oder Senkenkapazitét
erhoht werden, konnen zusitzliche Quellen/Senken in das System implementiert
werden?

e Wie sind die Transportkapazititen zu erweitern, um bestimmte Gesamtfliisse zu
erreichen.

Ein Algorithmus zur Bestimmung des Flusses ist mit Hilfe des Wegalgorithmus fiir
beliebige Wege implementierbar und fllt erstaunlich kurz aus:

A. Suche den maximalen Weg von einer Quelle zu einer Senke. Ist kein Weg mehr
zu finden, gebe den Gesamtfluss aus und beende den Algorithmus.

B. Bestimme die Kante mit der geringsten Kapazitit auf diesem Weg. Vergleiche
die Kapazitit mit den Eckenbewertungen von Quelle und Senke. Unterscheide:

I. Die Kantenbewertung ist kleiner als die (Absolutwerte) der Eckenbewertun-
gen. Subtrahiere die Kantenbewertung von den Eckenbewertungen (bei der
Senke addieren) und allen Kanten des Weges. Addiere die Bewertung zum
Gesamtfluss. Fahre fort bei A.

II. Die Kantenbewertung ist grofler als das Minimum der (Absolutwerte) der
Eckenbewertungen. Subtrahiere das Minimum von den Eckenbewertungen
und den Kantenbewertungen des Weges, addiere es zum Gesamtfluss und
beende den Algorithmus.

Der Algorithmus passt bei jedem Durchlauf die Kapazititen der Kanten gemif der
auf dem gefundenen Weg maximal transportierbaren Menge an und entfernt ,.er-
schopfte* Kanten. Weiter Wege, die gefunden werden, sind mithin andere Wege. In
der Implementation greifen wir auf die entsprechenden Vorarbeiten zurtick.

unsigned int flux_with_reduction(unsigned int el,
unsigned int e2,
GrafType& graf) {
int fluss=0; int red;
GrafType: :kantenliste klist;
GrafType: :kantenliste::iterator kit;

while (graf.get_ecke(el)>0&&graf.get_ecke(e2)<0){
klist=find_max_path(el,e2,graf);
if(klist.empty()) break;
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kit=min_element (klist.begin (), klist.end(),
Less (graf)) ;
red=min (graf.get_ecke(el),
min (-graf.get_ecke (e2),graf.get_kante (*kit)));
graf.set_ecke(el,graf.get_ecke(el)-red) ;
graf.set_ecke(e2,graf.get_ecke(e2)+red) ;
for(kit=klist.begin() ;kit!=klist.end () ;kit++)
graf.set_kante (*kit,
graf.get_kante (*kit)-red) ;
fluss+=red;
}//endwhile
return fluss;
}//end function

Sind mehrere Quellen oder Senken vorhanden, kann nach erschopfender Untersu-
chung eines Paares (es ldsst sich kein weiterer Weg mehr finden oder die Kapazitit
einer Ecke ist erschopft) ein weiteres Paar untersucht werden, bis alle Kombina-
tionen von Ecken erschopft sind. Der Algorithmus gibt so Auskunft iiber mogliche
Fliisse zwischen jedem Quellen/Senkenpaar.

Das Ergebnis kann abhiéngig sein von der Reihenfolge der Paarungen: versorgt
eine Quelle zwei Senken, besitzt jedoch nicht die Kapazitit, beide Senken zu fiillen,
so wird bei einem Wechsel der Reihenfolge der Senken auch die voll bediente Senke
ausgetauscht (entsprechende Kantenkapazititen vorausgesetzt).

Aufgabe. Anstelle des tatsichlichen Flusses, den der beschriebene Algorithmus
liefert, kann auch der theoretisch maximal mogliche Fluss zwischen zwei Ecken
bestimmt werden. Entwerfen Sie eine Modifikation, die dies macht.

7.5.2 Fliisse mit Nebenbedingungen

Bei Transportproblemen besteht hiufig die Nebenbedingung, nicht nur eine be-
stimmte Menge von der Quelle zur Senke zu transportieren, sondern dazu auch die
glinstigsten Wege zu verwenden. Da beim ersten Algorithmus die Wegeauswahl zu-
fillig erfolgt, kann es passieren, dass ein ungiinstiger Weg vollstindig ausgelastet
ist, wihrend ein giinstiger Weg noch Kapazitit frei hat.

Zur Losung dieses Problem sind im Rahmen dieser Implementation zwei Grafen
mit identischer Eckenbelegung zu konstruieren, von denen einer die Kapazititsbe-
wertung, der andere die Wegbewertung enthilt. Der Algorithmus erhilt folgende
Modifikation:

A. Suche den kiirzesten Weg im zweiten Grafen
B. Fahre fort, wie im ersten Algorithmus beschrieben, 16sche ,,verbrauchte* Kanten
auch im zweiten Grafen
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unsigned int flux_red_cond(unsigned int el,

unsigned int e2,
GrafType& gf,
GrafType& gw,
Wegliste& wl) {

unsigned int fluss=0; unsigned int red;

GrafType: :kantenliste klist;

GrafType: :kantenliste::iterator kit;

if (gf.get_kantenliste () !=gw.get_kantenliste())

return 0;

while(gf.get_ecke(el) !=0 && gf.get_ecke(e2) !=0){
klist=find_min_path(el,e2,gw) ;
if(klist.empty()) break;
kit=min_element (klist.begin (), klist.end(),
Less(gf));
red=min( (int)gf.get_ecke(el),
min((int)gf.get_ecke(e2),gf.get_kante (*kit)));
gf.set_ecke(el,gf.get_ecke(el)-red);
gf.set_ecke(e2,gf.get_ecke(e2)-red);
for (kit=klist.begin() ;kit!=klist.end () ;kit++) {
gf.set_kante (*kit,gf.get_kante (*kit)-red);
if (gf.get_kante (*kit)==0) gw.del_kante(*kit);
}//endfor
fluss+=red;
wl.push_back (Weg(red,klist)) ;
}//endwhile
return fluss;
}//end function

Die Algorithmen liefern auch die ermittelten Wege und deren Kapazititen. Als
Nebenbedingung wird iiberpriift, ob die beiden iibergebenen Grafen identische
Kantenlisten aufweisen.

7.5.3 Belegungsprobleme

Ein anderes Problem ist das Buchbinderproblem, das jedoch dhnlich hart ist wie
das Handlungsreisendenproblem und daher nur der Vollstindigkeit halber genannt
werden soll. Es besteht darin, dass ein Produkt (ein Buch) mehrere Stationen eines
Produktionsprozesses (Drucken, Schneiden, Binden) durchlaufen muss und fiir je-
de Station mehrere Maschinen unterschiedlicher Kapazitit zur Verfiigung stehen.
Liegen nun mehrere verschiedene Auftrige vor, so kann fiir jede Station die Zeit
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berechnet werden, die fiir die Durchfiihrung benétigt wird.® Wie sind die verschie-
denen Auftrige auf die einzelnen Maschinen zu verteilen, damit die Auslastung der
Maschinen optimal ist?

Aufgabe. Eine Strategie besteht in der Suche nach einem Weg, auf dem mog-
lichst keine Zwischenlager entstehen. Das System startet mit einem Auftrag, der
nach der Zeit a ! die erste und a; + b;die zweite Maschine verlisst. Der zweite
Auftrag steht nach der Zeit a; + a> an der zweiten Maschinen zur Verfiigung,
die dann moglichst schon fertig sein sollte, also a; + a» > aj + by. Der zweite
Auftrag ist in diesem Fall nach a; + a» + by Zeiteinheiten abgeschlossen, im
anderen erst nach aj + b1 + b, . Versuchen Sie sich an einer Formulierung eines
solchen Algorithmus und an einer Implementation.

8 Dabei besteht in der Regel kein linearer Zusammenhang zwischen Auftragsgrofe und Maschi-
nenkapazitit, denn neben der reinen Auftragsabwicklung sind auch Einrichtungszeiten usw. zu
beriicksichtigen. Dadurch gewinnen solche Probleme u.U. an zusétzlicher Dynamik.
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