Kapitel 15
Z.ahlendarstellungen

Das Thema des letzten Kapitels — ASN.1-kodierte Datenstrome — wird meist in
Verbindung mit ,,gesicherter* Dateniibertragung bendtigt, wobei mit ,,gesichert*
nicht nur ,,verschliisselt* gemeint ist. Die Sicherung von Daten ist in vielen Fil-
len mit der Handhabung grofler ganzer Zahlen verbunden, wobei ,,grof3 fiir ,,nicht
systemunterstiitzt“ steht.! Grund genug, sich einmal mit der Software fiir solche
Zahlen zu beschiftigen. Da neben den ganze Zahlen in der Technik die reellen Zah-
len (die komplexen Zahlen betrachte ich mal als Ableger der reellen, obwohl das
technisch natiirlich nicht ganz so trivial ist) eine noch grofiere Rolle spielen, neh-
men wir diese beziehungsweise ihre Pendants auf den Rechnern gleich mit in unsere
Betrachtungen auf.

Fiir die Durchfiihrung von Berechnungen stellt ein Rechnersystem in der Regel
zwei Zahlenklassen zur Verfiigung:

e Ganzzahlige Typen unterschiedlicher Breite, typischerweise mit 8, 16 oder 32
(gegebenenfalls auch 64) Bit mit oder ohne Vorzeichen
e FlieBkommazahlen mit 32, 64, 80 oder 128 Bit Breite.

Ganzzahlige Datentypen erlauben grundsitzlich exaktes fehlerfreies Rechnen, wih-
rend FlieBkommazahlen dies meist nicht erlauben, und das nicht nur, weil reelle
Werte mit einer endlichen Linge dargestellt werden miissen, sondern aus viel
elementareren Griinden, wie wir sehen werden.

1Einige Java—Spezies werden an dieser Stelle moglicherweise widersprechen, da Java doch Zah-
len beliebiger Linge bereitstellt (was dann obendrein noch als Argument verwendet wird, Java
als die technisch einzig sinnvolle Sprache darzustellen, da nur sie alles beinhaltet). Dem kann
ich zwei Sachen entgegenhalten: (A) Eine sehr grofle Zahl von derzeitigen und zukiinftigen Bi-
bliotheksfunktionen existiert nur, weil einige der verspotteten ,,Dummkopfe die entsprechenden
Anwendungen in C oder etwas dhnlichem programmiert und in das Java—System eingebunden ha-
ben. (B) Wie ich in den letzten Kapiteln zeigen werde, sind viele Rechenergebnisse unbrauchbar,
wenn der Anwender die Technik einfach nur nutzt, ohne ihre Eigenschaften zu verstehen. Gera-
de da muss man einigen Java—Argumentatoren entgegenhalten, dass sie nicht verstanden haben,
worum es eigentlich geht. In dem Sinne werden Sie das Rechnen mit Zahlen nach den nichsten
beiden Kapiteln vermutlich etwas anders betrachten.
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Neben diesen vom System angebotenen Datentypen werden aber oft weitere
benotigt:

e Lange ganze Zahlen mit mehreren tausend Bit Breite werden in Verschliisse-
lungsalgorithmen benétigt.

e Fiir exakte Rechnungen mit nicht ganzzahligen Werten konnen unter bestimmten

Randbedingungen echte rationale Datentypen eingesetzt werden, die aus zwei
ganzen Zahlen bestehen (Zdhler und Nenner eines echten Bruchs).
Die Randbedingungen sind dabei schnell aufzuzihlen: Die Ausgangsdaten miis-
sen echte rationale Zahlen sein, und wihrend der Rechnung diirfen nur Funktio-
nen zum Einsatz kommen, deren Funktionswerte ebenfalls rational sind. Damit
scheiden Wurzeln, trigonometrische Funktionen, Logarithmen usw. aus. Die
Einsatzfelder solcher Zahlen sind also recht beschrénkt.

e Lingere FlieBkommazahlen erlauben die Verkleinerung von Rechenfehlern. Sie
sind sinnvoll einsetzbar,

e wenn die Rechenfehler mit den Standard—FlieBkommazahlen die erforder-
liche Genauigkeit iibersteigen (zum Thema ,,Rechenfehler werden wir im
ndchsten Kapitel umfangreiche Untersuchungen anstellen) und gleichzeitig
der Rechenaufwand begrenzt bleibt, weil beim Ubergang von miiBig genauen
hardwareunterstiitzten Zahlenmodellen zu hochgenauen softwaregetriebenen
Modellen natiirlich mit gréeren Zeiteinbuflen zu rechnen ist;

e wenn durch Intervallrechnung der Vertrauensbereich von Ergebnissen gepriift
oder Ergebnisse auf ein grundsitzlich andere Art genauer ermittelt werden
sollen (siehe Kap. 13);

e wenn spezielle Rechenalgorithmen fiir die Verrechnung ganzer Zahlen hoch-
genaue FlieBkommazwischendaten erfordern.

e Spezielle mehrkomponentige Typen, beispielsweise komplexe Zahlen, Quater-
nionen, Polynome usw.

Fiir die Losung einer gestellten Aufgabe geniigt es nicht, einen (anscheinend)
passenden Standarddatentyp auszuwihlen und ein so berechnetes Ergebnis dem
Auftraggeber in die Hand zu driicken. Jeder einigermallen seriose Auftraggeber
wird verlangen, dass gewissen Garantien fiir die Qualitit des Ergebnisses eingehal-
ten werden; eine Aufgabe, die man nur dann erfiillen kann, wenn die Eigenschaften
der Zahlensysteme bekannt sind.

Bei den Eigenschaften der Zahlentypen kann zwischen algebraischen (durch die
mathematische Klassifizierung festgelegten) und systemabhéngigen Eigenschaften
differenziert werden. Die systemabhingigen Eigenschaften werden durch die spe-
zielle Implementation bestimmt, und zur Ermittlung der Eigenschaften zur Laufzeit
stellt die Standardbibliothek eine Vorlagenklasse zur Verfiigung, die eine Tabelle
der wichtigsten Kenndaten enthilt und vom Programmierer neuer Datentypen zu
spezialisieren ist:

template <class T> numeric_limits { ... };
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Sie enthilt beispielsweise Angaben iiber den Wertebereich oder die Genauigkeit ei-
nes Datentyps. Der grofite darstellbare Wert des Typs int ldsst sich beispielsweise
durch die Abfrage

numeric_limits<int>::max()
ermitteln. Fiir eigene Erweiterungen implementieren wir die Klasse

template <class T>
class algebra: public numeric_limits<T> { ... };

Die Grundprinzipien wurden bereits in Kap. 6.2.3 dargestellt, so dass wir uns hier
auf weitere spezielle Fille und Details konzentrieren konnen.

15.1 Ganze Zahlen

Software fiir den Umgang mit langen ganzen Zahlen ist Voraussetzung fiir viele
heutige Verschliisselungssysteme. Allerdings sollte diese Feststellung nicht iiber-
strapaziert werden: In den meisten Sicherheitsprotokollen dienen Verfahren auf der
Basis langer ganzer Zahlen nur fiir die Initialisierung, wihrend der verschliisselte
Datenverkehr wihrend des Grofiteils einer Sitzung mit schnellen anderen Verfah-
ren abgewickelt wird. Natiirlich ist hochste Effizienz auf diesem Gebiet nur mit
Assembler—Treibern zu erreichen, aber auch gute Routinen in Hochsprache zeigen
schon beeindruckende Leistungen.

Wir werden im weiteren fiir jede der vier Grundrechenarten bis zu drei Algo-
rithmen présentieren. Ein Grund hierfiir ist, dass in verschiedenen Programmierum-
gebungen nicht unbedingt alle Rechenoptionen zur Verfiigung stehen, ein anderer
Grund ist der Aufwand, den man bei einer Implementation bereit ist zu erbringen.
Das lédsst sich am Thema ,,Assembler—Programmierung®™ gut verdeutlichen, trifft
aber genauso auf die komplexeren vorgestellten Algorithmen zu:

Assembler—Routinen sind meist in der Lage, die Operationen erheblich schneller
auszufithren, da weniger Befehle zum Einsatz kommen und das Hin- und Her-
schieben von Daten zwischen der CPU und dem Speicher vermindert wird. Der
Effizienzgewinn hat aber einen Haken: Zunichst einmal sind zusitzlich gute Hard-
warekenntnisse tiber die verwendete Maschine notwendig. Welche Register bietet
der Prozessor an, welche Eigenschaften haben sie und wie werden sie bedient?
Mit einer Assembler—Routine ldsst man sich damit zunédchst auf einen bestimm-
ten Maschinentyp ein und die entwickelten Routinen miissen auf einem anderen
Maschinentyp grundsitzlich neu iiberdacht werden.”

2In den meisten Fillen wird vermutlich eine PC-éhnliche Maschine mit einem Intel-Pentium-
Prozessor oder einem kompatiblen Prozessor zum Einsatz kommen, was die Auswahl natiirlich
einschriankt. Andere Maschinen mit RISC-Prozessoren sind unter Umstidnden anders anzufassen.
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Mit der Festlegung auf einen bestimmten Maschinentyp ist aber noch nicht alles

erledigt. Der Kern der Implementierung liegt zwar nun fest, aber die Routine soll
ja in eine Hochsprachenumgebung und ein Betriebssystem eingebunden werden.
Zusitzlich ist daher noch zu kldren, wie die Schnittstellendefinitionen des verwen-
deten Systems aussehen (das heifit wo und wie man sich die Adressen der Variablen
abholen kann) und in welcher Form das Entwicklungssystem die Einbindung von
Assembler—Befehlen erlaubt.
Fazit. Assembler-Implementationen miissen auf das jeweilige System angepasst
werden, was schlimmstenfalls ebenso viele verschiedene Implementation bedeutet,
wie Systeme mit der Software bedient werden sollen. Da damit immer noch nicht
auszuschlieBen ist, dass ein Einsatz auf einem noch nicht getesteten System erfolgen
soll,? bilden die Hochsprachenversionen einen Methodenkern, auf den man sich im
Zweifelsfall immer zuriickziehen kann.*

15.1.1 Basisalgorithmen

Fiir die Implementation langer ganzer Zahlen legen wir folgendes fest:

(a) Die Zahlen werden ziffernweise auf Feldern eines ganzzahligen Grunddaten-
typs gespeichert. Die Felder haben jeweils die Kapazitit n Bit, auf jedem Feld
wird eine Ziffer der Zahl zur Basis

gespeichert. Um das nicht so trocken stehen zu lassen, hier ein Beispiel: Den-
ken Sie an die Darstellung einer Zahl in hexadezimaler Schreibweise, also mit
Hilfe der Ziffern 0. .F . Wenn der Datentyp char verwendet werden, gilt
m = 4, sn = 8. Wir nutzen also nur die Hilfte der Bitkapazitit fiir die Speiche-
rung einer Ziffer. Wollen wir die volle Kapazitit nutzen, so benétigen wir 256
Ziffern, beispielsweise 0x00 . . 0xFF.

(b) Gespeichert werden grundsitzlich positive Werte. Eine negative Zahl wird als
positiver Betrag und Vorzeichen gespeichert.

(c) Die Linge der Zahlen ist offen, die Darstellung selbst ist lingennormiert, das
heif3t

laenge =k <& z[k] #0,Vr>k:[r]=0

3Das kann beispielsweise schon eine weiterentwickelte Version eines getesteten System sein.

“In diesem Zusammenhang werden dem Leser sicher auch die ,,Test suites” hochperformanter
Bibliotheken in den Sinn kommen, die nach Erstellen der Systembibliothek Tests gegen bekannte
Ergebnisse fahren. Kommt nicht das Erwartete heraus, so sind entweder Assembler-Routinen in
der Umgebung nicht brauchbar oder, noch schlimmer, die verwendeten ,,Sprachstandarts* gelten
auf der untersuchten Maschine nicht.



15.1 Ganze Zahlen 681

Die Festlegungen (b) und (c) ergénzen einander: bei der Darstellung negativer Zah-
len durch ein Aquivalent zum Zweierkomplement der Binirdarstellung miisste die
Darstellungslidnge auf einen bestimmten Wert festgelegt werden (und alle negati-
ven Zahlen hdtten genau die maximale Darstellungslinge). Fiir den Grunddatentyp
bleiben verschiedene Moglichkeiten offen, die in den Algorithmen beriicksichtigt
werden miissen:

e Der Grunddatentyp kann vorzeichenbehaftet oder vorzeichenlos sein.

e Die Basis kann mit n = m oder m < n imlpementiert werden.
Im ersten Fall sind alle Bits eines Datenwortes vollstindig genutzt, die Zahl wird
also so kompakt wie moglich gespeichert. Fiir diesen Speichertyp sind nur vorzei-
chenlose Grunddatentypen zuldssig, die Algorithmen konnen unter Umstédnden
nicht in jedem Fall implementiert werden.”
Im zweiten Fall hat mehr als eine Ziffer auf einem Datenspeicher platz. Diese
Reserve kann fiir die Rechenalgorithmen genutzt werden.

Wir werden im weiteren fiir die Rechnung nur vorzeichenlose Datentypen verwen-
den. Fiir die Speicherung einer Zahl definieren wir die Datenstruktur

struct b_feld{

uchar * buf; // unsigned char
int len;

int reserved;

bool negativ;

};//end struct

Der Pufferbereich wird jeweils in bestimmten Inkrementen vergrofert, sobald er
fiir die Aufnahme einer Zahl unzureichend ist, das heif3t bei der Abspeicherung
eines Ergebnisses der Fall len > reserved eintritt. Fiir die Rechnung mit ganzen
Zahlen definieren wir die Klasse GanzeZahl, die ein Referenzobjekt auf einen
solchen Datenpuffer hilt. Das Prinzip ist in Kap. 8.5 ausfiihrlich diskutiert worden
und kann hier iibernommen werden. Wir halten lediglich den Grundaufbau einer
solchen Klasse noch einmal fest:

class GanzezZahl {
public:
GanzeZahl () ;
GanzeZahl (const GanzeZahl& gz);
GanzeZahl& operator=(const GanzeZahl& gz) ;

SDiese Bemerkung trifft nicht auf C-Implementationen zu, die immer die notwendige Freiheit
gewihren. In Pascal oder Fortran ist das jedoch nicht unbedingt so, da die Sprachsyntax weiter von
der Maschinenebene entfernt ist als die von C und Uberlaufsicherungen einschlief3t.
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GanzeZahl& operator=(int gz);
GanzeZahl& operator+=(const GanzeZahl& gz);
GanzeZahl operator+(const GanzeZahl& gz) const;

bool operator==(const GanzeZahl& gz) const;
bool operator< (const GanzeZahl& gz) const;

GanzeZahl operator-()const;

protected:
b _feld * data;
};//end class

Das interne Datenobjekt b_feld " data wird mit einer Referenzzihlung ge-
mal Kap. 9.3 verwaltet. Auf Details der Implementation der Klasse werden wir
im weiteren nicht eingehen, sondern uns auf die reinen Rechenalgorithmen be-
schrinken, da die Prinzipien bereits mehrfach zum Einsatz gekommen sind. Denken
Sie bei der Implementation daran, dass Sie viele Operatoren mit bestimmten Kom-
binationen von Operanden mit Hilfe einfacher inline- Funktionen auf wenige
Grundfunktionen zuriickfiihren konnen (im Kap. 4.1 finden Sie die Vereinbarungen
fiir Vergleichsoperatoren).

Aufgabe. Stellen Sie die komplette Schnittstelle der Klasse bereit. Rechnungen
sollten zwischen zwei groen Zahlen oder zwischen einer Maschinen—Integer
und einer groflen Zahl (in beliebiger Reihenfolge) moglich sein. Die Methoden
konnen auch weitgehend als inline deklariert werden, um Rechnungen mit
kleinen Zahlen zu beschleunigen.

Die Rechenalgorithmen erfordern auch jeweils einige Vorbereitungen. Sehen wir
uns dazu die Aufgabe a + b an. Fiir die Fille

a@a>=0Ab<0)V@a<0Ab=<0)

handelt es sich um eine Addition und die Aufgabe ist klar. Haben die Zahlen je-
doch unterschiedliches Vorzeichen, so miissen wir eine Subtraktion durchfiihren,
wobei die groere Zahl von der kleineren abgezogen werden muss. Dazu verwen-
den wir zweckmifigerweise die implementierte normale Subtraktionsmethode. Bei
der miissen wir aber dhnliche Priifungen durchfiihren und eventuell Sogar die Ad-
ditionsmethode aufrufen. Das darf natiirlich nicht zu einem zyklischen Verhalten
fithren.

Aufgabe. Stellen Sie die Regeln fiir die Addition/Subtraktion mit unterschiedli-
chen Vorzeichen zusammen und entwerfen Sie Algorithmen dazu.

Die Methoden miissen natiirlich robust gegen Eigenbeziige sein, das heilt bei der
Implementation miissen wir sicherstellen, dass auch Anweisungen wie
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korrekt bearbeitet werden.

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen zu Konstruktion der Klasse kom-
men wir nun zu den Algorithmen.0Wenig Kommentierung bediirfen folgende
Operationen:

e Arithmetische UND- oder ODER-Operationen (Ausfiihrung Wort fiir Wort),
e Schiebeoperationen (nach Links schieben beginnt beim hochsten Wort, nach
Rechts schieben beim ersten Wort),

e Vergleiche (bei gleicher Linge und gleichem Vorzeichen beginnen beim hochsten
Wort).

In einem fritheren Kapitel haben wir bereits allgemein nutzbare Vorlagenklassen
eingefiihrt, die solche Operationen durchfiihren konnen. Noch fehlende Methoden
konnen bei Bedarf ergiinzt werden. Fiir die meisten Zwecke wird eine Anpassung
der Methoden length(..) und data(..) geniigen; fiir Schiebeoperationen
ist je nach Schieberichtung eine Vor- oder Nachbearbeitung der Linge notwen-
dig. Linksschieben innerhalb einer Methode kann damit folgendermaf3en realisiert
werden:

zref = RefAllocator<GanzeZahl>::
allocator.Copy (zref) ;

zref->Resize (neue_laenge) ;

bit_shl (anzahl_bits) ;

// mit

int length(const GanzeZahl& gz) {
return gz.zref->len;
}//end function

char * data(const GanzeZahl& gz) {
return gz.zref->buf;
}//end function

Fiir die Ein- und Ausgabe werden Algorithmen fiir die Umwandlung in Strings be-
notigt. Trivial ist hier die Umwandlung in das Hexadezimalformat (beginnen beim
hochsten Wort) oder das Lesen vom Hexadezimalformat (um vier Bit nach Links
schieben und die gewandelte ndchste Ziffer an die unterste Position schreiben).
Ahnlich lisst sich auch das Einlesen von einem Dezimalstring erledigen: Das Le-
sen erfolgt von Links nach Rechts. Vor jedem Lesen wird das Zwischenergebnis
mit Zehn multipliziert und anschliefend die in einen Bindrwert gewandelte Ziffer
addiert.

template <>
bool fromString(GanzeZahl& gz, string s){
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neg = s.find("-") == 0;

if (s[0l=="+ || s[0]l=='-")
s.erase(0,1);

string help = "0123456789";

for (i=0 ; i<s.length() ; 1i++) {

ziffer= help.find(s.substr(i,1));
if (ziffer!=-1){
gz *= 10;
gz +=ziffer;
} else {
gz=0;
return false;
};//endif
}; /¥ endfor */
if (neg)
gz=-d9z;
return true;
}//end function

Fiir die Umwandlung einer Zahl in einen Ziffernstring lisst sich leicht der Algorith-
mus ermitteln, wenn der Ziffernstring als Polynom formuliert wird:

Zne 222120 S Zp k10" 71 % 107 4 b2 % 10+ 20

Offenbar erhilt man zpals Divisionsrest bei Teilen der Zahl durch 10, z; als Divisi-
onsrest bei Teilen des ganzzahligen Divisionsergebnisses der Zahl mit 10 durch 10
USW.:

template <>
string toString(GanzeZahl const& gz) {
do{
ch=(char)Abs ((gz%10) .Long()) ;
ch+='0";
s=ch+s;
gz/=10;
}while (b_not_equal(gz,0));
if (is_neg)
s="-"+s;
return s;
};//end function
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15.1.1.1 Additionsalgorithmen

Die Ein-/Ausgabeoperationen lassen sich also mit Hilfe der Rechenalgorithmen
erledigen, die wir nun genauer untersuchen® (das kann auch negativ formuliert
werden: Um Ein- und Ausgaben lingerer Zahlen machen zu konnen, miissen die
Rechenroutinen funktionieren. Das hat einigen Einfluss auf die Testsystematik,
da verschiedene Methoden gleichzeitig getestet werden). Die technisch gesehen
einfachste Rechenoperation ist die Addition zweier Zahlen, womit die echte vor-
zeichenunabhingige Addition der Inhalte der Datenpuffer gemeint. Eine echte
Addition findet bei

(a.negativ && b.negativ) ||
(la.negativ && !b.negativ)

statt, das heif3t wenn beide Operanden das gleiche Vorzeichen besitzen. Das Vor-
zeichen des Ergebnisses dndert sich bei der Operation nicht. Wir konnen nun nach
Speichertyp unterscheiden:

Ziffern mit Reserve

Bei einer Addition kénnen Ziffern—Uberldufe auftreten, die auf die nichste Posi-
tion zu tibertragen sind. Das maximale Ergebnis einer Ziffernaddition mit davor
stattgefundenem Uberlauf bei der Addition zweier Zahlen ist

B-1D+B-1)+1<2xB

Es kann also nur eine Eins als Ubertrag auftreten. Werden r Zahlen gleichzeitig
addiert, so kann fiir jeden Summanden ein Ubertrag auftreten, sofern die Anzahl der
Summanden kleiner als die Basis bleibt. Zwischen Basis, Anzahl der Summanden
und Reserve bei der Zifferndarstellung gilt dann

INT_MAX + 1

r

<

und wir erhalten den Algorithmus (Speicherung auf der Variablen , res*, Summan-
den in den Variablen z_1..z_r von Zahlen, Basis B )

s=0;

for(i=0;i<res.len;++1i) {
res.buf[i]l=s+z_1.bufl[il+z_2.bufl[i]l+ ... + z_r.buflil];
s=res.buf[i]/B;
res.buf[i]%=B;

Im weiteren Fallen kaum konkrete Aufgaben an, da ansonsten meiner Meinung nach die Dis-
kussion doch zu sehr zerrissen wird. Arbeiten Sie den Code deshalb bitte ohne ausdriickliche
Aufforderung parallel zur Theorie/zu den Beispielen auf.
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}//endfor

if(s!=0){
res.buf[il=s;
++res.len;

}//endif

Ziffern ohne Reserve

Ohne Reserve ist natiirlich auch kein Speicherplatz fiir den Ubertrag vorhanden (wir
setzen die Verwendung des grofiten zur Verfiigung stehenden Datentyps voraus).
Vorausgesetzt, das System reagiert nicht ungehalten durch eine Programmabbruch
auf einen Uberlauf und wir verwenden vorzeichenlose Grunddatentypen, ist das
Vorliegen eines Ubertrags aber leicht festzustellen. Einschrinken miissen wir die
Anzahl der Uberliufe auf einen moglichen beschriinken, weshalb die gleichzeitige
Addition von mehr als zwei Zahlen nicht mehr moglich ist.

Fiir die Durchfiihrung verwenden wir soweit moglich den grofiten zur Verfii-
gung stehenden ganzzahligen Standarddatentyp ohne Vorzeichen. Ist die Linge der
Datenblocke beispielsweise 26 Byte, so konnen sechs Additionen mit dem Daten-
typ ulong durchgefiihrt werden, zwei weitere mit dem Datentyp uchar schliefen
die Aktion ab.” EinschlieBlich Ubertragskontrolle berechnen wir (der Ergebnispuf-
fer a.bufist mit den Werten eines Operanden vorinitialisiert, was der Operation
+=-entspricht.Der Ergebnispuffer muss mindestens die Linge des Puffers des zwei-
ten Operanden aufweisen. Dazu wird gegebenenfalls der Uberhang vorab kopiert,
da die Addition der einzelnen Worte der Puffer nur bis zur kleineren der beiden
Léingen durchgefiihrt wird.)

for(i=0,o0ov=0;i<b.len;++1i) {
ov=(temp=Db.buf [i]+0V)<0oV;
ov=((a.buf[il+=temp)<temp) | |ov;
}//endfor

Addieren wir namlich zwei vorzeichenlose ganze Zahlen fester Breite und findet
dabei ein Uberlauf statt, so ist das Ergebnis kleiner als die beiden Summanden, weil
das tiberlaufende Bit fortfillt (zweite Rechenzeile ohne das logische ODER). Hat in
der davor liegenden Operation bereits ein Uberlauf stattgefunden, so miissen wir das
Uberlaufbit dazu addieren, wobei bei dieser Operation natiirlich auch ein Uberlauf
stattfinden kann und das Ergebnis anschlieBend Null ist (erste Rechenzeile). Fiir die
korrekte Beriicksichtigung beider moglicher Uberliufe sind zwei Vergleiche not-
wendig (vergewissern Sie sich durch konstruierte Beispiele, dass nichts eingespart
werden kann). Die Zusammenfassung aus beiden Operationen (logisches ODER
der zweiten Rechenzeile) ist der Vortrag fiir die nichste Addition, wobei insgesamt

7Man kann natiirlich immer mit der Breite ulong arbeiten und gegebenenfalls einige Nullbytes am
Zahlenende in Kauf nehmen. Die byteweise Vorgehensweise hingt mit den Algorithmen fiir die
Multiplikation zusammen.
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maximal ein Bit iiberlaufen kann. Bleibt am Ende ein Uberlaufbit tibrig, so miissen
weitere Bytes im Ergebnis inkrementiert werden:

while (ov)
ov=++a.buf [i++]==0;

Gegebenenfalls ist die verwendete Linge des Datenpuffers unter Auffiillen mit
Nullwerten anzupassen. In dhnlicher Weise sind die Inkrementoperatoren imple-
mentierbar.

Assembler-Implementierung

Zumindest bei einer Operation sei einmal der Vergleich mit einer Assemblerpro-
grammierung durchgefiihrt, um Effizienzvergleiche anstellen zu konnen Bei einer
Assembler-Imlementation ist ebenfalls m = n, das Vorzeichen spielt keine Rolle,
da die CPU sich nicht besonders darum kiimmert, aber mit dem Carry—Bit eine au-
tomatische Uberlaufkennung bereitstellt, die komplexere Priifungen obsolet mach.
Mit einem hypothetischen Assembler konnen wir die Addition so formulieren:

mov R1, [z1] // Adresse zl

mov R2, [z2]

mov R3,11 // Anzahl worte

clc // Carry loschen

loop: mov A, [R1] // Wort 1 laden

adc A, [R2] // Wort 2 mit Carry
// addieren

mov [R1],A // speichern

inc R1 // Zéhlregister
// bearbeiten

inc R2

dec R3

jnz loop

adc A,0 // Uberz&dhliges Carry
// sichern

mov [R1],A

Das entspricht der oben notierten Hochsprachenversion des Algorithmus, das
heifit die Kontrolle der Puffergrofien, gegebenenfalls die Erweiterung und Kopie-
ren/Auffiillen mit Werten kommt natiirlich noch separat hinzu. Im Vergleich zum
reinen Assemblerkode liefert die Hochsprachenversion den Code (nicht optimiert):

for(1i=0;i<11;i++){

mov dword ptr [ebp-14 h],O0
jmp _add+3Fh (00448d7f)

mov eax,dword ptr [ebp-14 h]
add eax, 1l

mov dword ptr [ebp-14 h],eax
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mov
cmp
jae

ecx, dword
ecx, dword
_add+0BCh

ov=(temp=ull[i]+oVv)<oV;

ptr [ebp-14 h]
ptr [ebp-18 h]
(00448dfc)

mov edx,dword ptr [ebp-1Ch]

and edx, OFFh

mov eax,dword ptr [ebp-14 h]

mov ecx,dword ptr [ebp-8]

mov eax,dword ptr [ecx+eax®4]

add eax, edx

mov dword ptr [ebp-0Ch],eax

mov ecx,dword ptr [ebp-1Ch]

and ecx, OFFh

cmp dword ptr [ebp-0Ch],ecx

sbb edx, edx

neg edx

mov byte ptr [ebp-1Ch],dl
ov=((uld[i]+=temp)<temp) | |ov;

mov eax,dword ptr [ebp-14 h]

mov ecx,dword ptr [ebp-4]

mov edx, dword ptr [ecx+eax’4]

add edx,dword ptr [ebp-0Ch]

mov eax,dword ptr [ebp-14 h]

mov ecx,dword ptr [ebp-4]

mov dword ptr [ecx+eax™4],edx

mov edx,dword ptr [ebp-14 h]

mov eax,dword ptr [ebp-4]

mov ecx,dword ptr [eax+edx*4]

cmp ecx,dword ptr [ebp-0Ch]

jb _add+0AAh (00448dea)

mov edx,dword ptr [ebp-1Ch]

and edx, OFFh

test edx, edx

jne _add+0AAh (00448dea)

mov dword ptr [ebp-20 h],0

Jjmp _add+0Blh (00448df1l)

mov dword ptr [ebp-20 h],1

mov al,byte ptr [ebp-20 h]

mov byte ptr [ebp-1Ch],al
}//endfor

Jjmp _add+36 h (00448d76)

Zahlendarstellungen

So kompakt der Hochsprachenkode auch aussehen mag — im Vergleich mit einer
Assemblersequenz ist er sehr teuer, aber dafiir eben universell einsetzbar. Ahnliches
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gilt natiirlich auch fiir die Vorbereitung oder die anderen Algorithmen, die in
Assembler ebenfalls wesentlich kompakter werden.

15.1.1.2 Subtraktionsalgorithmen

Die Implementierung der Subtraktion (womit eine echte Subtraktion gemeint ist,
also zum Beispiel auch die Addition einer positiven und einer negativen Zahl) erfolgt
dhnlich.

Ziffern mit Reserve

Hier konnen wir wieder mehrere Zahlen simultan bearbeiten, falls der Grundda-
tentyp vorzeichenbehaftet ist (andernfalls konnen wir aber mit einer tempordren
Variablen gleicher Wortbreite rechnen).

s=0;
for(i=0;i<a.len;++1) {
a.buf[il-=(b.buf[il+s);
if(a.buf[1]1<0) {
a.buf[i]+=B;
s=1;
}//endif
}//endfor

Der Algorithmus setzt in dieser Form a > b voraus, das heif3t die Zahlen sind vor
Durchfiihren der Subtraktion zu sortieren. Bei unterschiedlichen Léngen ist dies
kein Problem, bei gleichen Lingen kann der Priifaufwand aber schlimmstenfalls
genauso aufwendig sein wie die Subtraktion selbst.

Ziffern ohne Reserve

Hierbei gilt es diesmal, einen Unterlauf zu erkennen. Ohne vorhergehendes Un-
terlaufbit ist das Ergebnis grofler ist als der Ausgangswert. Das Unterlaufbit der
vorhergehenden Operation berticksichtigen wir separat:

for(i=0,ov=false;i<b.len;i++){
ovh= (temp=a.buf[i]-ov)>a.buf[i];
ov=((a.buf[il=temp-b.buf[i])>temp) | |ovh;
}//endfor

Ist a.len>b. len (wir stellen vor Durchfiihrung des Algorithmus sicher, dass zu-
mindest bei ungleichen Pufferlingen diese Sortierung vorliegt) und bleibt am Ende
der Subtraktionsfolge ein Unterlauf iibrig, so miissen die weiteren Datenworte des
Ergebnisses dekrementiert werden, bis kein Unterlauf mehr eingetreten ist (verglei-
che Inkrementieren). Bei gleich langen Zahlen ist das natiirlich nur dann méoglich,
wenn die betragskleinere von der betragsgroeren Zahl abgezogen wird, also eine
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Vorsortierung erfolgt, wie wir sie bereits angesprochen haben. Erfolgt keine Vor-
sortierung, so kann nach Abschluss der Subtraktion eine negative Zahlenkodierung
vorliegen, das heil3t es bleibt ein nicht beseitigtes Unterlaufbit tibrig. Es niitzt in die-
sem Fall nichts, die Zahlenlinge zu vergréBern, da jede vorne angefiigte Ziffer den
Wert (B — 1) (das heifst OxFF fiir Bytes) aufweist. Eine negative Zahl kann nur durch
Bildung des Zweierkomplements wieder in eine positive Zahl iiberfiihren werden.
Auf Byteebene lautet der Algorithmus:

for(i=0;i<b.len;++1)
a.buf[i] "= OxFF;

1=0;
do

ov=++a.buf[i++]==0;
while (ov) ;

Aufgabe. Welche der beiden Implementierungen — Vorsortierung oder Zweier-
komplementbildung — ist vorzuziehen?

Assembler-Implementierung

Den Code erhilt man aus der Addition durch Austausch des Befehls adc durch
sbc.

15.1.1.3 Multiplikationsalgorithmen

Addition und Subtraktion sind hinsichtlich des Rechenaufwands bei steigender Zah-
lengroBe unkritische Anwendungen, da der Aufwand nur mit der Ordnung O(n)
wichst. Kritischer ist der Aufwand bei der Multiplikation, die wir zunéchst ,,schul-
miBig* mit dem Aufwand O(n?) erledigen, wobei jede Ziffer der einen Zahl mit
jeder Ziffer der anderen Zahl multipliziert wird und die Ergebnisse addiert werden.

z1[0]1*z2[0]

z1[1]1*z2([0]
z1[0]*z2[1]

21[2]*z2[0]
z1[1]*z2[1]
z1[0]*z2([2]

Z1[31*z2[0]
z1[2]*z2[1]
Z1[1]1*z2[2]
z1[0]*z2[3]
R[4] R[3] R[2] R[1] R[O]
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Dabei ist jedes Produkt zweier Ziffern maximale zwei Ziffern grof3. Das folgende
Schema gibt einen Uberblick iiber die entstehenden Faktoren und ihre Addition. Die
Puffergrofle des Ergebnisses, die bei der Addition/Subtraktion den Wert (res.len <
max(a.len,b.len)+ 1) aufweist, liegt nun bei dem Wert (res.len = a.len+ b.len), und
Rechnungen ohne Hilfspuffer, wie sie bei a+=b moglich sind, sind nun ebenfalls
nicht mehr durchfiihrbar.

Ziffern mit Reserve

Hier kann man durch geschickte Zusammenfassung der Ziffernprodukte alle fiir
eine Ergebnisposition auftretenden Ubertriige in einem Durchlauf mit berech-
nen (der Gesamtaufwand O(n?) bleibt davon allerdings unberiihrt). Anstatt die
Schleifenvariablen beider Zahlen unabhiingig laufen zu lassen, berechnen wir je-
weils alle Summanden fiir eine Ergebnisposition und iibernehmen den Uberlauf in
die nédchste Position. Dazu muss allerdings ein geniigend grofler Datentyp fiir die
Zwischenergebnisse zur Verfiigung stehen. Wie Sie anhand des Schemas nachvoll-
ziehen konnen, kann einschlieBlich des Ubertrags ein Zwischenergebnis die GroBe

r«(B—17+B-1)=rxB>—(—1)xB+(r—1)

erreichen, wobei r = min(a.len,b.len) die Anzahl der Summanden pro Ergebniszif-
fer ist. Bei 32-Bit Grunddatentypen stehen somit im Prinzip nur 8-Bit—Ziffern zur
Verfiigung, um ausreichende Reserven fiir die Addition zu haben. Der Algorithmus
besitzt zwei Schleifen. Die duflere durchliuft alle Ziffernpositionen des Ergebnisses,
die innere umfasst alle zu dieser Position vorhandenen Ziffern—Positionssummen
der Faktoren:

s=0;
for (i=0;i<a.len+b.len;++) {
temp=0;
for (k=max(0,i-b.len) ;k<=max(i,a.len) ;++k)
temp=temp+a.buf [k] *b.buf [i-k];
temp=temp+s;
res[i]=temp%B;
s=temp/B;
}//endfor

Ziffern ohne Reserve

Hier verzichten wir auf die Sortierung und bilden Produkte mit vorzeichenlosen
Grunddatentypen der halben maximalen Breite. Die entstehenden Produkte der ma-
ximalen Breite werden auf die entsprechenden Ergebnispositionen addiert und die
Ubertriige fortgeschrieben. Das folgende Implementationsbeispiel verwendet Zeiger
anstelle der Feldvariablen mit Indizes (vergleiche die Anmerkungen in Kap. 5.1)
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* * *

ushort *ul, *u2, *uel, *ue2, *ud, *udd;
ulong *11,temp;

bool ov;

ud= (ushort™) zd

ul= (ushort™®)zl;

u2=(ushort®)z2

uel=&ul[(11l)/sizeof (ushort)];
12)

ue2=&u?2 [ ( /sizeof (ushort) ];

for (;ul!=uel;++ul, ++ud) {
if (*ul!=0){
for (u2= (ushort™) z2,udd=ud;u2!'=ue2; ++u2, ++udd) {
if (Fu2!=0){
temp= (ulong) *ul
ll=(ulong*)udd;
ov=(*ll+=temp)<temp;

* (ulong) *u2;

while (ov)
ov=++*++11==0;
}//endif
}//endfor
}//endif
}//endfor

Assembler-Implementierung

Diese kann auf eine dhnliche Weise erstellt werden. Auf einem n-Bit—Prozessor
bendtigen wir dazu zunichst zwei (n/2)-Bitregister fiir die Faktoren und ein n—
Bitregister fiir das Ergebnis. In den meisten Prozessoren ist es moglich, zwei
Halbregister fiir die Multiplikation zusammen zu schalten, so dass nur ein Re-
gister belegt wird. Dazu kommen drei Adressregister und zwei Zihlregister, also
insgesamt sechs Register. Der C—Code fiir ,,Ziffern ohne Reserve kann fiir den
Assembler—Code iibernommen werden, wobei die Inkrement—Schleife fiir den
Ubertrag auf hohere Ziffernpositionen des Ergebnisses durch Zwischensichern der
Zieladresse auf dem Stack realisiert werden kann:

push res // res = Register mit der
1lp: add res, WORDLEN // Zieladresse

inc [res]

jnc 1p

pop res
Quadratbildung

Es ist sinnvoll, die Quadratbildunga = a * a bei der Multiplikation als Spezialfall
zu behandeln. Zunichst einmal taucht sie ndmlich sehr hédufig in Anwendungen auf:
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In der Verschliisselungstechnik miissen hohere Potenzen grofler Zahlen ermittelt
werden, worunter man sich etwa folgendes vorstellen kann.

872.93829.73239.84785.7381 33349.83283.89798.27238.94894.72834

Die Zahlen sind zwar noch eine gute Grolenordnung unter dem, mit was man es
wirklich zu tun hat, aber es ist wohl unzweifelhaft, das das 3349.83283.89798.
27238.94894.72834-malige Muliplizieren der Zahl 872.93829.73239.84785.73813
mit sich selbst wenig Aussicht auf Erfolg hat.® Durch fortgesetzte Quadrierung lisst
sich die Aufgabe allerdings problemlos 16sen:

// Berechne: result = a " b;
result=1;
sqg=a;
for(i=0;i<bit_high(a);i++) {
if( (bit_test(a,i))
result*=sq;
sq*=sq;
}//endfor

Die Schleife lduft iiber die Anzahl der Bits der Zahl b . In jedem Schritt wird
quadriert, so dass sg die Werte

a, a2, a4, a8,...

annimmt. Ist das k-te Bit in b gesetzt, wird die aufgelaufene Zweierpotenz zum
Ergebnis multipliziert. Falls IThnen die Methode noch nicht bekennt gewesen sein
sollte, verifizieren Sie, dass der Exponent auf diese Weise als Polynom in Potenzen
von Zwei rekonstruiert wird und jede beliebige Potenz mit dem Aufwand O(ld(2))an
Multiplikationen zu ermitteln ist.

Zuriick zum Quadrieren: Hier taucht im Produkt jedes Ziffernprodukt

Zikzk , L £k

aufgrund der Symmetrie zweimal auf. In den Algorithmen kann daher etwa die
Halfte der Schleifendurchlidufe eingespart werden, symbolisch:

for (i=0;i<len;i++) {
sql2*i]+=b[i]*b[i];
for (3=0;j<i;j++)
sqli+j1+=2"b[i]1*bI[]];
}//endfor

8 Auch die Darstellung in den gebrduchlichen 3er-Schritten ist sinnlos, da hierfiir keine Be-
griffe wie ,super-Mega-Giga-Protz-...“ vorhanden sind. Zum Abzéhlen sind dann Ser- oder
10er-Unterteilungen sinnvoller.
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Aufgabe. Dabei ist jedoch Vorsicht geboten, zumindest bei Ziffernspeicherung
ohne Reserve! Der Term b[i]*b[j] nimmt bereits die ganze zur Verfiigung
stehende Datenwortbreite ein, kann also nicht noch mit Zwei multipliziert wer-
den (was einem Schieben nach Links um eine Position entspricht). Bei der
zweimaligen Addition zum Ergebnis konnen aber auch zwei Uberliufe anstel-
le eines Uberlaufs eintreten. Implementieren Sie einen Algorithmus, der dies
beriicksichtigt.

15.1.1.4 Divisionsalgorithmen

Die Division ist mit Abstand die aufwendigste Operation. Sie ist stets eine Divi-
sion mit Rest, das heifit die Ausfiihrung liefert gleichzeitig den Faktor und den
Divisionsrest:

b=gxa+r , 0=<Ir| <lal
Die Definition ist so noch nicht ganz eindeutig. Beispielsweise konnen wir
—17=-3%54+(—2) oder —17=—-4%5+3

als Losung im Negativen ansehen. Im Rahmen einer Modulrechnung sind beide
Losungen dquivalent, fiir die Praxis muss aber klar sein, was die Rechenfunktion
liefert. Mathematisch gilt die Konvention: Das Produkt ist die betragsméBig grofite
Zahl, die kleiner als der Betrag des Dividenden bleibt, der Rest ist der betragsmiflig
kleinste mogliche Rest (das heifit die Rechenmethoden liefern die linke Losung).

Ziffern mit Reserve

Die Division fiihren wir dhnlich einer Schuldivision durch: wir dividieren die zwei
hochsten Ziffern des Dividenden durch die hochste Ziffer des Divisors und erhal-
ten ein bis zwei Ziffern des Ergebnisses an der dem Abstand der Ziffernpositionen
(Dividend-Divisor) entsprechenden Stelle. Das Ergebnis wird zu den vorhandenen
Ziffern addiert. Der Divisor wird mit den Ergebnisziffern multipliziert und das Pro-
dukt vom Dividenden abgezogen. Je nach Strategie kann die Ziffer des Divisors
auch erhoht werden, um negative Zwischenergebnisse zu vermeiden. Ein einfacher
Algorithmus unter Ausnutzung der bereits entwickelten Methoden ist

// a.len >= 2 !
res=0;
while (a>b) {
ls=(a.bufla.len-1]%B+
a.bufla.len-2])/b.buf[b.len-1];
pos=a.len-b.len-2;
sa=0;
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salpl=1s%B;
salp+l]l=1s/B;
res=res+sa;
a=a-b*sa;
}//endwhile

Ziffern ohne Reserve

Hier kommt ein vergleichbarer Algorithmus zum Einsatz: aus dem Dividenden wer-
den so viele Bits verwendet, dass der grofite ganzzahlige Datentyp des Systems
gefiillt ist; fiir den Divisor wird der zweitgrof3te Datentyp verwendet.

ulong *ul; ushort * us, divisor;
us= (ushort*)&b.buf [b.len-sizeof (ushort)];
divisor=*us+1;

ul=(ulong™)&a.buf[a.len-sizeof (ulong)];
while (a>b) {

Das Prinzip lédsst sich am besten an einem Beispiel verstehen: Auf das Dezimalsy-
stem {ibertragen, reprisentieren wir den Dividenden und den Divisor durch

172819274923789347928793874982738947
12890992839109192839010 ====>

172819270000000000000000000000000000 :
12900000000000000000000 ====>

17281927 : 1290 ( * 1000000000 )

Das Ergebnis der Division der Reprisentatoren, die mit Maschinenmitteln durchge-
flihrt werden kann, verwenden wir als Multiplikator fiir den Divisor und ziehen das
Ergebnis vom Dividenden ab:

17281927 : 1290 = 13396

13396 = 1000000000 %= 12890992839109192839010 =
172687740072706747271377960000000000

172819274923789347928793874982738947 -
172687740072706747271377960000000000 =
131534851082600657415914982738947

Fiir diese Operationen stehen uns die notwendigen Algorithmen bereits zur Verfii-
gung. Der Rest ist nun maximal um die Linge (in Zehnerpotenzen) des Divisorrepri-
sentanten verkiirzt. Bei der Subtraktion sind negative Ergebnisse zu vermeiden. Dies
erreichen wir durch Addition einer Eins zum Divisorreprdsentanten. Der Reprisen-
tator des Dividenden ist nicht grofer als der Dividend selbst, der Reprisentator
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des Divisors grofler, der Quotient aus beiden damit so beschaffen, dass negative
Ergebnisse nicht eintreten konnen.

Im néchsten Schritt wird nun der Dividendrepridsentant neu bestimmt und
der neue Quotient(enreprdsentant) an die korrespondierende kleinere Position
im Ergebnis addiert. Nach Abschluss der Division (der Dividend ist nach einer
Subtraktion kleiner als der Divisor) enthilt der Dividend den Divisionsrest.

Die Implementation ist im Grunde relativ einfach, da die Algorithmen fiir Ad-
dition, Subtraktion und Multiplikation genutzt werden und lediglich die korrekte
Position im Ergebnis fiir die Addition des nédchsten Quotienten berechnet werden
muss. Der Code wird jedoch durch die Beriicksichtigung der Sonderfille

e die Zahlen sind nicht (wesentlich) groBer als die Reprisentatoren, so dass auf
Datenverkiirzungen und Inkremtentieren verzichtet werden kann (gegebenenfalls
kann eine komplette Rechnung mit Standardtypen durchgefiihrt werden),

e der Dividend ist kleiner als der Divisorreprisentant, aber groer oder gleich dem
eigentlichen Divisor (es kann eine zusdtzliche Subtraktion durchgefiihrt werden)

etwas langer.

Aufgabe. Implementieren Sie den Divisionsalgorithmus. Testfélle konnen Sie
mittels der Multiplikation und Addition konstruieren.

15.1.2 Anmerkungen zur Implementation

Wie Sie vermutlich schon lingst bemerkt haben, kdnnen Sie Algorithmen fiir das
Rechnen mit langen ganzen Zahlen recht schnell gewinnen, wenn Sie Algorithmen
fiir Polynome implementiert haben und diese ein wenig erweitern. Mathematisch
ist das zu erwarten, denn fiir Polynome mit Koeffizienten aus den rationalen
Zahlen (Kurzschreibweise Q[x]) gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir die
ganzen Zahlen Z selbst. Betrachten wir die Einschrinkung Z[x] C Q[x] und set-
zen x — z mit irgendeiner ganzen Zahl z, so werden die Polynome auf ganze
Zahlen abgebildet. Die Abbildung ist surjektiv — verschiedene Polynome erzeu-
gen bei dieser Einsetzung die gleiche ganze Zahl — und mathematisch daher ein
Homomorphismus.
Die Erweiterungsregeln sind recht einfach:

(a) Fihre die Rechnung mittels der fiir Polynome zur Verfiigung stehenden Algo-
rithmen durch.

(b) Lege das Vorzeichen anhand des Vorzeichens des hochsten Koeffizienten fest.

(c) Fiihre eine Ziffernreduktion unter Beachtung des ermittelten Gesamtvorzei-
chens durch. Die Ziffernreduktion besteht aus

e ciner modulo-Division durch z und Ubertrag des Divisionsergebnisses auf
die nichste Stelle,

e ggf. Addition oder Subtraktion von z zum Einstellen des richtigen Vorzei-
chens und erneuten Ubertrag + einer Einheit.



15.1 Ganze Zahlen 697

Lediglich die Division erfordert eine genauere Untersuchung. Wie man leicht tiber-
priift, gilt der kleine, aber entscheidende Unterschied bei der division mit Rest
zwischen den verschiedenen Ringen

Z,Qlx]l: a=kxb+r , |r| <|bl , grad(b)
Z[x]: a=kxb+r , grad(r) < grad(a)

Auf Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten sind die hochsten Ziffern somit
nicht in jedem Fall erfolgreich so durcheinander teilbar, dass die hochste Potenz
verschwindet. Das Problem ist aber auf eine einfache Art zu beseitigen, die oben
bereits beschrieben wurde und die wir auch bei der Division auf dem Papier verwen-
den: wir nutzen die Surjektivitit von v:Z[x] — Z aus und fiihren die Division statt
mit dem vorgelegten Polynom mit einem anderen aus, das einen um 1 verminderten
Grad aufweist:

Py(x) = Qn_1(X) , gu—1 =pn—1+2%pu, gk =Pk

Das dndert zwar nichts am grundsitzlichen Unterschied der Division mit Rest,
sorgt jedoch dafiir, dass der Divisionsrest < zist und daher kein Zifferniiber-
trag mehr stattfindet. Damit ist in einem Schritt tatsdchlich die hochste Stelle des
Dividendenpolynoms beseitigt. Die weitere Aufarbeitung erfolgt wie beschrieben.

15.1.3 Verbesserung der Effizienz

Angesichts des Aufwands bei der Multiplikation stellt sich die Frage, ob nicht
Algorithmen mit einer geringeren Abhéngigkeit als der quadratischen von der Fak-
torengroB3e zu finden sind. Die Antworten (es sind sogar zwei bekannt) lauten ,,ja*.
Die Antworten auf die Folgefragen, ob das anwendungstechnische Auswirkungen
hat, sind allerdings ,,derzeit wohl nur bescheidene® beziehungsweise ,,vielleicht
in Zukunft“. Da die Algorithmen technisch recht interessant und lehrreich sind,
schauen wir sie uns trotzdem an:

15.1.3.1 Karatsuba — Multiplikationsalgorithmus

Fiir die erste Moglichkeit spalten wir groe Zahlen in zwei Teile auf (wir zerlegen
sie sozusagen in jeweils zwei anfangs sehr grofie Ziffern) und multiplizieren die
Teile aus:
z1*xn=@+bxK)x(c+dx*xK)=
axc+@xd+bxc)xK+bxdxK>

Formal haben wir damit zunichst nichts gewonnen. Der mittlere Term ldsst sich
aber durch einen anderen substituieren:

axd+bxc=axc+bxd+(a—>b)*x(d—rc)
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Setzen wir dies in die vorhergehende Gleichung ein und zéhlen die Operationen ab,
so stellen wir (maoglicherweise tiberrascht) fest, dass eine der aufwendigen Multi-
plikationen durch drei relativ preiswerte Additionen ersetzt worden sind. Ab einer
bestimmten Zahlengrofle ist das sicherlich giinstiger als die reine Multiplikation,
aber wirklich gewonnen haben wir offenbar eigentlich noch nichts. Interessant wird
der Algorithmus erst bei rekursiver Anwendung, indem die drei verbleibenden Mul-
tiplikationen dem gleichen Rechenschema unterworfen werden, nun aber mit halber
Wortbreite. Die Aufwandsabschitzung bei Rekursion lautet unter Beriicksichtigung
der Additionsteile

OMUL[m]) = 3 « OMUL[m/2]) + kggq * m

Durch Einsetzen und unter Vernachldssigung der linearen Terme erhidlt man daraus
den folgenden Zusammenhang zwischen Aufwand und Faktorengrof3e:

OMUL[m]) = O(m" )

Anstelle der quadratisch mit der Zahlenldnge steigenden Ordnung fiihrt die auf den
ersten Blick unscheinbare Modifikation nun auf den Exponenten 1,58. Ab irgend-
einer Zahlengrof3e ist das Rechnen nach diesem Algorithmus dann keine Frage des
Snobismus, sondern ein Muss, auch wenn er bei kleineren Zahlen vielleicht noch
ungiinstig ist. Wo der Ubergang zu einem giinstigeren Laufzeitverhalten liegt, kann
durch Versuche festgestellt werden.

Bei einer Implementation wird man vielleicht zunéchst auf den Gedanken kom-
men, die Linge einer Zahl (in Bit oder Byte) zunichst auf die nichste Potenz der
Zahl Zwei zu erweitern, um rekursiv in jedem Schritt die Linge bequem halbieren
zu konnen. Eine Zahl mit 51 Byte Linge wird also auf 64 Byte erweitert, aller-
dings genauso eine Zahl von 34 Byte. Im Laufe der Rekursion wird man dann
zwar feststellen, dass in einigen Bereichen nichts mehr zu tun ist, weil ohnehin
Null als Ergebnis herauskommt, und dadurch die Verluste aus der Aufblihung
im Rahmen halten konnen; besonders befriedigend finde ich das allerdings nicht.
Wir diskutieren deshalb hier einen Algorithmus, der auf solche Erweiterungen
verzichtet.

Um das System nicht laufend mit Speicheranforderungen wihrend der Rekursion
zu belasten, reservieren wir zunéchst fiir die Speicherung der Zwischenergebnisse
einen statischen Puffer der zehnfachen Linge der Faktoren (3 Produkte der Lange
m, 2 Summen der Linge m/2, in den weiteren Rekursionsschritten davon jeweils
//2, ’/4, usw., was insgesamt den Faktor Zwei ausmacht, zuziiglich ein wenig Re-
serve. Die Bruchteile der urspriinglichen Ldnge geniigen jeweils, da der fiir die
Berechnung des ersten Produktes wihrend der Rekursion notwendige Speicher an-
schlief3end nicht mehr benotigt wird und fiir die Berechnung des zweiten Produkts
zur Verfiigung gestellt werden kann). An die Rekursionsfunktion iibergeben wir je-
weils Zeiger auf die beiden Faktoren, ihre Langen, den Startindex im Puffer fiir die
Zwischenrechnung sowie die Linge des erwarteten Ergebnisses:
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void karatsuba (ulong st, //Puffer Start
ulong len, //Lénge Ergebnis
const uchar® z1, ulong 11, //1l. Faktor
const uchar® z2, ulong 12) //2. Faktor

Der Pufferbereich wird folgendermaf3en organisiert:

a*c b*d a-b d-c (a-b) * (d-c)

+ b*d +/- a*c

+/-

z1*z2

Die Produkte a * ¢ und b * d werden hintereinander gespeichert, so dass durch
Addition/Subtraktion der drei weiteren Werte direkt das Ergebnis entsteht. Nach
Berechnung des dritten Produkts wird

axc+(a—>b)x(d—rc)

berechnet und diese Summe nach Addition von b * d in der Mitte des Ergebnis-
werte ebenfalls dort addiert. Dabei miissen die Vorzeichen bei den Subtraktionen
beriicksichtigt werden. Sind beide Differenzen positiv oder negativ, so konnen al-
le Zahlen addiert werden. Besitzt das dritte Produkt ein negatives Vorzeichen, so
sind die Produkte a * ¢ und b * d zunéchst von diesem zu subtrahieren und dieses
Zwischenergebnis je nach dabei auftretendem Vorzeichen vom Zentralbereich des
Gesamtergebnisses zu addieren oder zu subtrahieren.

Im Detail: Der Algorithmus arbeitet mit beliebigen Wortldngen. In jedem Schritt
wird die Wortlidnge der Teilung durch

nlen = max(11,12);
nlen=(nlen+1)/2;

berechnet. Ist die Linge der Zahlen kein vielfaches von Zwei, so ist die Teilungs-
linge etwas groBer als die halbe Zahlenlinge (weshalb in den Uberlegungen zur
Pufferdimensionierung eine grof3ziigige Reserve beriicksichtigt wurde). Fiir die Teil-
produkte werden die Startbereiche und Liangen im Hilfspuffer festgelegt und die
Rekursion aufgerufen:

// Berechnung a*c

ac=st;

karatsuba (ac,nlen*2,z1,min(11,nlen),
z2,min(12,nlen)) ;

// Berechnung b*d
bd=ac+2*nlen;
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if(ll>nlen && 12>nlen) {
karatsuba (bd,nlen*2, &zl [nlen],11-
nlen, &z2[nlen],12-nlen);
telse{
memset (&kfeld[bd]l,0,2*nlen) ;
}//endif

Da auf dem letzten Produkt noch Additionen auszufiihren sind, bei denen Uberldufe
entstehen konnen, wird das Differenzenprodukt mit einem breiteren Speicher aus-
gestattet (-> Reserve). Die Lingen sind dabei von den arithmetischen Funktionen
genau einzuhalten, weshalb wir oben bei der Addition die Unterteilung in Bereiche,
in denen mit dem Typ ulong gearbeitet wird und solche, in denen uchar verwen-
det wird, vorgenommen haben. AbschlieBend wird das Ergebnis ermittelt (vzxy
ist true, wenn die zugehorende Zahl negativ ist; die Subtraktionsfunktion gibt bei
negativen Ergebnissen das positive Zweierkomplement aus):

// Berechnung der Summen
if ((vzab&&vzde) || !(Vzab||vzdc)){
_add(&kfeld[rs],2*nlen+1, &kfeld[ac],2*nlen);
_add (skfeld[rs],2*nlen+1,&kfeld[bd],2*nlen) ;
_add (&kfeld[ac+nlen],3*nlen,
skfeld[rs],2*nlen+1) ;
telse{
vzab=_sub (&kfeld[rs],2*nlen, &kfeld[ac],2*nlen) ;
if (!vzab) {
vzab=_sub (&kfeld[rs],2*nlen,
skfeld[bd],2*nlen) ;
if (!vzab) {
_sub(&kfeld[ac+nlen],3*nlen,
&kfeld[rs],2*nlen) ;
telse{
_add (s&kfeld[ac+nlen],3*nlen,
skfeld[rs],2*nlen) ;
}//endif
telse{
_add(&kfeld[rs],2*nlen+1,
skfeld[bd],2*nlen) ;
_add (skfeldlac+nlen],3*nlen,
skfeld[rs],2*nlen+l );
}//endif
}//endif

Kommen wir nun zur Abschitzung der praktischen Bedeutung: Im Gegenzug
zur geringeren Ordnung ist das Verfahren mit einigem Verwaltungsaufwand und
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zusitzlichen Additionen verbunden. Es sollte daher erst ab einer bestimmten
Schwellenldnge der Zahlen wirklich effizienter als die Schulmultiplikation sein.
Vergleichsmessungen zeigen, dass erst ab einer Zahlenldnge von 80 Byte (= 640
Bit) ein Gleichstand zwischen beiden Verfahren (in dieser Implementation) erreicht
wird, wobei unterhalb von 40 Byte die Rekursion beendet und die Zwischenergeb-
nisse auf herkommliche Art berechnet werden sollten. Der Unterschied zwischen
beiden Methoden wichst nur langsam: Erst bei einer Zahlenldnge von etwa 6.500
Byte wird ein Laufzeitverhiltnis von 5:1 erreicht.

Verschliisselungsverfahren auf der Basis groler Zahlen werden heute mit Zah-
lenlédngen zwischen 1.024 Bit beim RSA—Verfahren und 2.048 Bit beim Diffie—
Hellman—Verfahren abgewickelt, entsprechend 128 beziehungsweise 256 Byte.
Auf einem 700 MHz-Pentium—Prozessor lassen sich mit den Hochsprachenversio-
nen ohne Reserve 33.000/37.000 beziehungsweise 10.200/14.600 Multiplikationen
durchfiihren, entsprechend einer Durchsatzsteigerung von 12% beziehungsweise
43%. Der Gewinn ist praktisch zwar bescheiden, trotzdem sollte fiir Rechnungen mit
groBeren Zahlen der Algorithmus zur Standardausriistung einer Bibliothek gehoren,
wenn auf reinen Assemblerkode oder spezielle Hardware verzichtet wird.

Auch von diesem Algorithmus lésst sich eine spezielle Version fiir Quadrierun-
gen angeben. Aus der allgemeinen Gleichung wird in diesem Fall

(a+bxK)x(a+b*K)=a*>+b*x«K>+2ab* K

Zu vereinfachen ist an diesem Ausdruck nichts. Erst bei rekursiver Ausfiihrung
ergeben sich Vorteile, da der dritte Term durch eine gewohnliche Karatsuba—
Multiplikation ausgewertet werden kann (die ersten beiden sind wiederum Qua-
drate, die jeweils in zwei weitere kleinere Quadrate und ein normales Produkt
zerfallen).

Aufgabe. Implementieren Sie alles und fiihren Sie Effizienzmessungen fiir die
Quadrierung durch.

15.1.3.2 Multiplikation mittels Fouriertransformation

Wie oben angedeutet, existiert noch eine weitere Methode mit geringerer Auf-
wandsordnung. Dazu muss allerdings etwas tiefer in die mathematische Trickkiste
gegriffen werden.

Wir betrachten noch einmal das Multiplikationsschema. Die Berechnung einer
bestimmten Ziffer des Ergebnisses konnen wir folgendermalien formulieren:

N

ZN = Zza,k * Zp, N—k (15.1)
k=0
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Hierbei handelt es sich natiirlich zunichst um ein Zwischen- und Rohergebnis, denn
fiir das endgiiltige Ergebnis ist die Berechnung aller Ziffern sowie ein Zifferniiber-
trag notwendig. Wir wollen (15.1) denn auch nur benutzen, um einem weiteren
Verfahren auf die Spur zu kommen.

Diese Art der Summierung in (15.1) wird in der Mathematik als diskrete Fal-
tung (der beiden Ziffernreihen Z,, Zp,) bezeichnet. Der Begriff Faltung wiederum ist
hiufig mit den Begriffen Fouriertransformation und Reihenentwicklung verbunden.
Wir gehen diesen Begriffen nun ein wenig auf den Grund.

Funktionen werden bekanntermafen auf Rechnern gerne in geniherter Form als
interpolierende Polynome implementiert. Sind Stiitzpunkte im Intervall [0, 2] ge-
geben — was man durch eine einfache Koordinatentransformation immer erreichen
kann, kann das interpolierende Polynom auch als trigonometrisches Polynom for-
muliert werden, wobei wir hier der Bequemlichkeit und Klarheit halber gleich die
komplexe Schreibweise verwenden:”

N—-1
fO =) mot, o=e" (15.2)
k=0

Fiir die Stiitzpunkte 0 < xg < x1 < ... < x,—1 < 27 wihlen wir aus Griinden, die
gleich klar werden, die spezielle Bedingung

xk=21k/N, k=0,...N—1, wp =™ (15.3)
Mit (15.3) gilt ndmlich
N—1

wp=of . Y wlo =Ny (15.4)
k=0

Die erste Beziehung ist trivial, fiir die Priifung der zweiten ist zu beachten, dass
jedes wy Nullstelle des Polynoms (" — 1) ist.!” Wegen

N —1=@—-D" "+ 2+, 4+ 1) (15.5)

ist aber wy = w—; = 1, was fiir / = j erfiillt ist, oder

N—-1 N—-1 N—-1

N T =Nl —
Yo=Y o =) ww] =0 (15.6)
k= k=0 k=0

9Hiiuﬁg schrecken Leute vor komplexen Zahlen zuiick wie der Teufel vor dem Weihwasser.
Machen Sie sich aber einfach einmal klar, dass komplexe Zahlen wie rationale Zahlen einfach
nur aus zwei Komponenten bestehen. Aufler den anderen Rechenvorschriften sind sie also nicht
komplizierter als rationale Zahlen.

10Die Stiitzstellen (15.3) sind ja nichts anderes als die N-ten komplexen Einheitswurzeln, wie man
sich leicht iiberzeugt.
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In der Sprache der linearen Algebra bilden die a)]l( also eine Matrix aus orthogonalen
Spaltenvektoren. Dies werden wir bei der Formulierung der Faltung (15.1) nach der
Transformation noch benotigen.

Wir betrachten nun die Ziffern unserer Zahlen als Funktionswerte, die wir zur
Berechnung der Koeffizienten «; verwenden. Diese erhalten wir einfach durch

1 _
%= Z Zjw; k (15.7)

Setzen wir ndmlich (15.2) mit den zugehorenden Indizes in die rechte Seite von
(15.7) ein und beachten die Orthogonalititsbeziehungen (15.6), so bleibt die linke
Seite iibrig. (15.7) und (15.2) sind somit unsere Basisformeln fiir die Fouriertrans-
formation und Riicktransformation von Ziffern. Fassen wir das etwas iibersichtlicher
zusammen. Im Besitz der Matrix

Q=1 oV o (15.8)
Cw? L .
-1
Wy _j
gilt
Z=| ... |=a.a=| ... |=Q7'Z (15.9)
ZN_1 ON—1
mit
Q-1=0T (15.10)

Wir konnen fiir die Praxis also zunichst auf Bekanntes aus Kap. 6 zuriickgreifen.
Um nun wieder die Verbindung zur Multilpikation herzustellen, setzen wir die
Transformierten in die Schulmultiplikation ein:

N—-1N-1
2= Zui*Zvxk
i=0 k=0
N—1 ) N—1
-3 (Lot} () as1
ik \j=0 =0

=Y By W), = > B
Jil ik i
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Dabei haben wir wieder die Bedingungen (15.4) sowie die Zyklizitit oy = k47N
verwendet,!! um die Summe iiber die verschiedenen w-Terme auszuwerten. Anstatt
N? Multiplikationen durchfiihren zu miissen, geniigen nach der Transformation N
Multiplikationen, um das Ergebnis zu erhalten.

Bleibt die Frage nach dem Aufwand fiir die (diskrete) Fouriertransformation.
Hier stellen wir aber zunéchst fest: wir haben noch nichts gewonnen, denn die Trans-
formation bendtigt als Matrixmultiplikation wieder N> Multiplikationen, d.h. die
Ordnung des Algorithmus hat sich noch nicht gedndert. Also alles umsonst? Nein,
denn die schnelle diskreten Fouriertransformation erlaubt die Transformation von
Zahlen mit N=2" Ziffern mit dem Aufwand

O(FFT) ~ O(N % ld(N) % ld(Id(N)))

Dies ist die asymptotische Fiihrungsgrofle, da der Multiplikationsaufwand selbst li-
near mit der Anzahl der Ziffern steigt, und sie ist nochmals besser als diejenige fiir
die Karatsuba—Multiplikation. Die Proportionalititsfaktoren sind bei (zwei) Fourier-
transformationen allerdings recht hoch, so dass wir auch hier erst ab recht grofen
Zahlen oder bei Einsatz spezieller Hardware mit einem echten Vorteil rechnen kon-
nen. Hinzu kommt als weiterer Effekt aus dem Transformationsalgorithmus, dass
die Anzahl der Ziffern in der Rechnung Potenzen von Zwei seien sollten, das heifit
die optimale Zahlengrofle dndert sich in recht grolen Spriingen bzw. bei nur gerin-
gem Uberschreiten einer Zweipotenz gelangt man schnell wieder in einen Bereich,
in dem einer der anderen Algorithmen giinstiger lduft. Alles das trigt dazu bei, dass
sinnvolle technische Anwendungen dieses Algorithmus derzeit wohl kaum vorhan-
den sind. Algorithmen fiir die technisch noch nicht realisierten Quantencomputer
nutzen jedoch dieses Verfahren, so dass sich die Bedeutung in Zukunft durchaus
auch anders darstellen konnte.

Sehen wir uns nochmals (15.6) und (15.7) an. Mit M = N/2'? lassen sich aus
der Symmetrie der trigonometrischen Funktion zunichst folgende Beziehungen
zwischen den Exponentialtermen ableiten:

W = (d]’v‘)z = ol =1 (15.12)

Mit Hilfe dieser Eigenschaften lassen sich die geraden und die ungeraden Terme des
Polynoms durch Summen mit halber Lange ausdriicken:

Fiir den Nachweis kann man wie in (15.6) vorgehen und bei festgehaltenem Index i nur iiber k
summieren. Der dabei auftretende Doppelindex ij wird aufgrund der Zyklizitit eindeutig auf einen

anderen Index abgebildet, so dass man letztendlich wfw,,/c = ¢ * §;xd;, erhdlt.
12Wegen N=2"n sind die Werte immer ganzahlig.
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N—1 M—1
NBow = Y zad® 3 (zk + zsm) @l

=, 0 _ (15.13)
(2h+1)k k hk
NBony1 = D awy = > ((@ — 2m) oF ) o)y
k=0 k=0

Die beiden reduzierten Summenterme besitzen wiederum die gleichen Eigenschaf-
ten wie die urspriingliche Summe, so dass der Prozess der Zerlegung in kiirzere
Summen rekursiv fortgesetzt werden kann. Verwenden wir die Indizes

e m=mn,n—1,n—2,...0zur Kennzeichnung des Reduktionsschrittes,

M = 2"~ fiir die Anzahl der im betreffenden Reduktionsschritt pro Summe
vorhandenen Summanden,

r=0,1,2,..R — 1, R = 2"7" fiir die Anzahl und Kennzeichnung der Summen,
e j=0,1,...2M—1 zur Indizierung der verschiedenen Gleichungen einer Gruppe,

so lassen sich die Summen allgemein durch folgenden Ausdruck angeben

2M—1
NBiger= . 2" % wif (15.14)
k=0

wobei die Terme z(rmk) Summen jeweils zweier Koeffizienten der vorhergehenden
Summenformel darstellen. Ausgehend von den Startwerten

2 = (15.15)
erhalten wir iiber die Iteration
(m—1) __ _(m) (m)
Zr,k - Zr,k + Zr, k+M
m-1) _ (lm) (m) k (15.16)
Zr+R,k - Zr,k - Zr,k—&-M Wy
schlieBlich die Losungen
[0)
Br = ~Z (15.17)

Wihrend fiir die Auswertung der urspriinglichen Summen O(N?) Rechenschritte
notwendig waren, sind dies jetzt nur noch O(N log N) Schritte. Da pro Schritt je zwei
Werte zu zwei neuen Werten verdichtet werden, die die vorhandenen ersetzen, wird
wihrend der Rechnung kein zusétzlicher Speicherplatz benétigt, sondern die Daten
konnen auf in der weiteren Rechnung nicht mehr bendtigten Positionen abgelegt
werden. Wir ersetzen nach der Summation jeweils

(m) m=1) __(m) (m=1)
Lk = Lk ZkaM = LRk (15.18)
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Dies fiihrt zu einer etwas verwickelten Indexabbildung, das heif3t die der Ursprungs-
position i entsprechende Zielposition ist eine andere Zahl k . Die geraden Terme
eines Reduktionsschrittes werden im vorderen Bereich des Feldes angeordnet, die
ungeraden im hinteren. Bei rekursiver Durchfiihrung des Algorithmus ergibt sich
daraus folgende Transposition der Indizes, an einem Beispiel mit acht Ziffern
dargestellt:

0 1 2 3 4 5 6 7
0 2 4 6 1 3 5 7
0 4 2 6 1 5 3 7
0 4 2 6 1 5 3 7

Das Transpositionsmuster wird leicht verstidndlich, wenn man das Bitmuster der
Indexpositionen betrachtet. Die Schlusspositionen bestehen aus dem inversen Bit-
muster der Startpositionen:

ani_128 = a2k . k=0.n—1 (15.19)

Da bei der Riicktransformation auf diese Indizes zugegriffen werden muss, emp-
fiehlt sich die Anlage einer Tabelle. Die Invertierung erfolgt durch versetztes
Schieben auf zwei Variablen, das in Hochsprache relativ mithsam aussieht und in
Assembler deutlich eleganter 16sbar ist.

for (1=0;i<N;i++) {
ii=i;
res=0;
for (j=0;3j<n;j++) {
res<<=1;
if(ii&l)
res|=1;
ii»=1;
}//endfor;
index[i]=res;
}//endfor

// Assemblersequenz

mov R1,N
mov R2,1
mov R3,0
lp: rrc R2
rlc R3
dec R1
jnz 1p

mov [index+1],R3
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So weit wir den Algorithmus bis hier bearbeitet haben, miissen wir drei Transfor-
mationen durchfiihren, ndmlich die Transformationen der beiden Faktoren und die
Riicktransformation des Ergebnisses. Von diesen drei Transformationen kann eine
eingespart werden, wenn wir von vornherein mit komplexen GréBen arbeiten und
weitere Symmetrieeigenschaften der Fouriertransformation berticksichtigt werden.
Da wir auf jeden Fall mit komplexen Grof3en arbeiten miissen, konnen wir ndmlich
auch den Startvektor komplex machen, wobei folgende Symmetrie gilt:

Ausgangswerte Spektrum

Reell Konjugiert komplex
Reell und ungerade Imagindr und ungerade
Reell und gerade Reell und gerade
Imagindr und gerade Imagindr und gerade
Imagindr und ungerade Reell und ungerade
Konjugiert komplex Reell

Die Begriffe ,,gerade* und ,,ungerade* beziehen sich dabei auf die Symmetrie der
Daten. Die Daten mit den Indizes O und N/2 werden isoliert von den anderen
betrachtet, fiir die restlichen Indizes folgt

gerade: x[k] = x[N — k] ; ungerade: x[k] = —x[N — k]
Ein beliebiges Signal ldsst sich durch

xXglkl = % % (x[k] + x[N — k)

xulkl = 5 * (x[k] — x[N — k]) (1520
in einen geraden und einen ungeraden Anteil zerlegen. Die Riicktransformation,
wenn gerade und ungerade Anteile bekannt sind, ist damit auch geklirt. Wir nutzen
diese Eigenschaften nun zur Einsparung einer Transformation aus, in dem wir eine
Variable (den ersten Faktor unserer Multiplikationsaufgabe) auf den Realteil des
komplexen Puffers laden, die andere auf den Imaginarteil:

z[k] = zl[k] + i * z2[k]

= (zlg[k] + z1,[K]) + i % (22¢[k] + 22,[k]) (15.21)

Mit Hilfe der Symmetrietabelle erhalten wir die Transformierten von z/ und z2
durch

Zlplk] = ZF, real, g[k] + ik ZF, imag, ulk]

. 15.22
2rlk] = ZF, imag, g[k] +ix* ZF, real, ulk] ( )

Die geraden und ungeraden Anteilen berechnen wir wie oben beschrieben. Fassen
wir nun alles zu einem Algorithmus zusammen. Die Linge des Produkts der beiden
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Faktoren ist maximal die Summe der Langen der Faktoren. Der Transformationspuf-
fer muss mindestens diese Grof3e aufweisen, das heillt die obere Hilfte des Feldes
z[ k] ist normalerweise Null. Da die schnelle Fouriertransformation in der diskutier-
ten Version'? eine Pufferlinge von einer Potenz von zwei verlangt, vergroBern wir
N auf den nichsten in Frage kommenden Wert und stellen die Anzahl der Indexbits
fest:

l=zl.len+z2.len;

N=1;
while (N<1)
N<<=1;
for (n=0;n<32;n++)
1f ((N&((long)l<<n)) !=0)

break;

Welches Zahlenmodell ist bei der Transformation zu verwenden? Fiir die Fourier-
transformation wird ein Feld komplexer Zahlen bereitgestellt, das im Realteil die
Ziffern eines Faktors aufnimmt, im Imaginirteil die Ziffern des anderen.'* Nach
Ablauf des Algorithmus enthalten Realteile die Ziffern des Ergebnisses, und zwar
zunichst noch einschlieBlich der Uberldufe, die in einem weiteren Rechenschritt auf
die Folgepositionen iibertragen werden miissen. Im Laufe der Rechnung miissen wir
mit Rundungsfehlern rechnen, die das Ergebnis natiirlich nicht beeinflussen diirfen.
Haben die ganzen Zahlen Ziffern mit N, Bit Gro8e und bestehen die Zahlen aus n;
Ziffern, so muss eine FlieBkommavariable

Ny =2 1ld(n2) * N2 + Nyypa (15.23)

Bit Genauigkeit aufweisen. Verwenden wir den Datentyp double, so konnen
nur Ziffern mit zwei Byte Breite verarbeitet werden, bei ganzen Zahlen mit mehr
als zwei KB Speichergrofie muss die Verarbeitung sogar auf ein Byte reduziert
werden.

Die Fouriertransformation wird nun wie beschrieben umgesetzt. Fiir die Hintrans-
formation erhalten wir den Algorithmus

Complex<T> e,u,Vv;
vector<Complex<T> >::iterator itl;

Bpie VergroBerung des Rechenpuffers verdndert natiirlich die Aufwandsabschétzungen etwas und
die Verdopplung der Puffergrofe fiihrt zu deutlichen Spriingen in der Ausfiithrungszeit. Es exi-
stiert auch eine Version des FFT—Algorithmus, die die Verdopplung der Puffergroe und damit die
Spriinge vermeidet; wir gehen hierauf jedoch nicht weiter ein.

14Dje Implementation von komplexen Zahlen kann schon fast als ,,Fingeriibung* betrachtet wer-
den. In der C++ — Standardbibliothek ist ebenfalls eine Vorlagenklasse vorhanden, auf die auch
zuriickgegriffen werden kann.

15 Auch das fiihrt natiirlich dazu, dass die Multiplikation mittels der Fouriertransformation nicht
ganz so schnell zur klassischen oder Karatsuba—Multiplikation aufschlief3t.
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FFT_Map<T> fm;
fm.BitSize (BigFloat () .precision()) ;
T tmp; int m,k,r,M;

for (m=n;m>0;m--) {
M= (1l<<m) ;
for (k=0;k<M/2;k++) {
e.real=fm.fcos (M, k) ;
e.imag=-fm.fsin (M, k) ;
for (r=0;r<N;r+=M) {
u=dat[r+k]; v=dat[r+k+M/2];
dat [r+k]=u+v;
dat [r+k+M/2]=(u-v) *e;
}//endfor
}//endfor
}//endfor
convert (tmp, N) ;
for(itl=dat.begin();itl!=dat.end() ;++1itl)
*itl/=tmp;

Der Algorithmus ist hier in einer Version fiir lange FlieBkommatypen angegeben,
die wir jedoch erst im néchsten Kapitel entwickeln werden. Fiir das Verstdndnis
hier ist das Objekt fm zur Berechnung der Sinus- und Kosinuswerte zu erldutern.
Die Funktionswerte werden sowohl fiir die Hin- als auch fiir die Riicktransformati-
on bendtigt, und wegen der VergroBBerung der Pufferbreite durch Verdopplung sind
die Parameter meist fiir eine ganze Reihe von Multiplikationen unveréndert einsetz-
bar. Wenn die Berechnung der Funktionswerte einen nicht zu vernachldssigenden
Aufwand darstellt — was bei double meist nicht der Fall ist, aber auf jeden Fall bei
anderen softwaregestiitzten Typen — ist es sinnvoll, berechnete Werte zu speichern
und wieder zu verwenden. Wir deklarieren dazu einen Container vom Typ map mit
den beiden Schleifenvariablen als Schliissel (die Variablen werden auf einen String
kopiert).

typedef map<string,BigFloat> BFCosMap;
static BFCosMap msin, mcos;

BigFloat FFT cos (BFCosMap& mp, int M, int k,
bool cosinus) {
BFCosMap: :iterator it; BigFloat bf;
if (M%k==0){ M/=k; k=1; }//endif
_ms.resize(2¥sizeof (int));
memcpy (_ms.begin (), &M, sizeof (int)) ;
memcpy (_ms.begin()+sizeof (int), &k, sizeof (int));
it=mp.find(_ms) ;
if(it!=mp.end()) {
return it->second;



710 15 Zahlendarstellungen

telse{
bf=algebra<BigFloat>::pi();
bf*=k; bf/=M; bf*=2;
bf=cos (bf) ;
mp.insert (pair<string,BigFloat>(_ms,bf)) ;
return bf;

}//endif

}//end function

In einer Gesamtstrategie ist noch zu beriicksichtigen, welche Genauigkeit die
gespeicherten Daten aufweisen miissen (hochgenaue Werte sind natiirlich bei
Verminderung der Genauigkeit weiterhin nutzbar, wihrend der Ubergang zu ge-
naueren Werten eine Neuberechnung erfordert) und ob Teile der Berechnung bei
Anderung der Parameter weiter verwendbar sind (bei einer Verdopplung der Stiitz-
stellen konnen die bereits berechneten Werte weiter verwendet werden, was die
Schliisselanpassung zu Beginn der Containerbefragung erfordert).

Mit Hilfe der zuvor berechneten Indextranspositionen werden die transformier-
ten Anteile beiden Zahlen getrennt und das Ergebnis durch komponentenweise
Multiplikation berechnet:

for(i=1;i<N/2;1i++) {
tmpl.real=hlb* (dat[index[1i]].imag
+ dat[index[N-i]].imag) ;
tmpl.imag=-hlb* (dat[index[i]].real
- dat[index[N-1i]].real);
tmp2.real=hlb”* (dat[index[i]] .real
+ dat[index[N-1i]].real);
tmp2.1imag=hlb* (dat[index[1i]].imag
- dat[index[N-i]].imag) ;
res[index[i]]=tmpl*tmp2;
tmpl.imag=-tmpl.imag;
tmp2.imag=-tmp2.imag;
res[index[N-i]]=tmpl*tmp2;
}//endfor
res[index[0]]=dat[index[0]].imag”
dat[index[0]] .real;
res[index[N/2]]=dat [index[N/2]] .imag”*
dat[index[N/2]] .real;

Die anschlieBende Riicktransformation unterscheidet sich kaum von der Hintrans-
formation, berticksichtigt aber ebenfalls die Indextransposition:

for (m=n;m>0;m--) {
M= (1l<<m) ;
for (k=0;k<M/2;k++) {
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e.real=fm.fcos (M, k) ;

e.imag=fm.fsin (M, k) ;

for (r=0; r<N; r+=M) {
il=index[r+k];
i2=index[r+k+M/2];
u=dat[il]; v=dat[i2];
dat[il]l=u+v;
dat[i2]=(u-v) *e;

}//endfor

}//endfor
}//endfor

Abschliefend werden die ganzzahligen Anteile der riicktransformierten Werte auf
die Ziffern der ganzen Zahl riickiibertragen und dabei die Uberliufe iibertragen. Im
folgenden Beispielkode ist mit der Ziffernbreite ,,Byte gearbeitet worden, so dass
fiir die korrekte Ubertragung der Uberliufe mit dem Datentyp unsigned long
gearbeitet werden kann. Haben Sie andere Ziffernbreiten verwendet, so miissen Sie
den Algorithmus entsprechend anpassen.

ulong 11, *pl;

for(1i=0;i<1l;i++){
ll=floor(dat[i].real()+0.5);
pl=(ulong®)&buf[i];
*pl+e=11;

}//endfor

Damit haben wir die Multiplikation mittels einer Fouriertransformation abgeschlos-
sen. Der Galopp durch die Theorie war natiirlich extrem schnell, und selbst sehr
komprimiert geschriebene Biicher {iber numerische Mathematik benotigen mehr
Raum, um die Theorie hinter den Algorithmen zu kldren. Ich halte es aber fiir gut
moglich, dass der verfolgte Weg — mehr oder weniger Komprimierung der Theo-
rie auf Ausgangsbedingungen und Ergebnis und Umsetzung in einen Algorithmus
und optional Nachbearbeiten der Theorie mit einem Buch der numerischen Mathe-
matik — Thnen sogar einen leichteren Zugang verschafft, da schneller Ergebnisse zu
sehen sind.

Welche Vorteile bringt nun diese Version der Multiplikation? Einige Probeldufe
mit dieser Implementation iiberzeugen davon, dass ein Gewinn bei technisch in-
teressanten Zahlengréfen nicht zu erwarten ist. Moglicherweise sieht das anders
aus, wenn eine Beschleunigung der Transformation durch spezielle FFT-Hardware
moglich ist; allerdings kann ich da aus eigener Erfahrung nichts beisteuern. Wie
weit Zahlentheoretiker in Bereiche vorstofien, in denen der Algorithmus grundsétz-
lich interessant ist, kann auch nur eine Analyse der Spezialliteratur beantworten.
Projektiert sind Anwendungen bei den derzeit noch nicht existierenden Quan-
tencomputern, beispielsweise in Algorithmen zur Faktorisierung groBer Zahlen.
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Weitere Beispiele — allerdings wohl auch mehr von theoretischem Interesse —
diskutieren wir bei den grof3en FlieBkommazahlen.

15.2 Quotientenkorper

Die Algebra kennt im wesentlichen zwei Methoden, (bestimmte) Ringe in Korper!'®
zu Uberfithren. Bei unendlichen Ringen sind dies Quotientenkorper, bei endli-
chen Ringen Restklassenkorper. Fiir Details zu diesen Begriffen verweise ich auf
einfithrende Lehrbiicher iiber Algebra.

Das bekannteste Beispiel eines Quotientenkorpers ist sicherlich der Korper der
rationalen Zahlen, der aus dem Ring der ganzen Zahlen entsteht, wenn die dort
bestehenden Probleme der Umkehrung der Multiplikation beseitigt werden. Eine ra-
tionale Zahl lésst sich durch ein Paar ganzer Zahlen darstellen, und das Rechnen mit
rationalen Zahlen hat gegeniiber FlieBkommazahlen den Vorteil, exakt durchgefiihrt
werden zu konnen (solange auf den Aufruf von Funktionen mit irrationalen Ergeb-
nissen verzichtet werden kann). Vorzugsweise zur Losung theoretisch begriindeter
Probleme, bei denen es schon einen wesentlichen Unterschied bedeuten kann, ob
ein Ergebnis exakt 1/3 oder irgendwie 0,33333333...77? ist, wird man sich rationaler
Zahlen als Rechengrofien bedienen.

Ein in technischen Anwendungen héufiger auftretender Quotientenkorper ist der
der rationalen Funktionen, dessen Elemente sich dhnlich wie bei den rationalen
Zahlen als Quotienten von Polynomen darstellen lassen.

Eine einfache, alle Fille umfassende Implementation ist

template <class T> class Rational {

protected:
T zaehler, nenner;
};//end class

Die Implementation von Rechen- und Vergleichsoperatoren entspricht den gewthn-
lichen Rechenregeln mit rationalen Zahlen, also

21 %22 Z1 % np + 22 % mp
q1 *q2 = s it =——"—"7"—"
ni % np ni * np

Bei allen Rechenvorgingen werden Zihler und Nenner dabei recht schnell sehr
groB3, so dass regelmiflig gekiirzt werden sollte. Hierfiir ist der grote gemeinsame

16Kurzerl'aluterung: ,~Ringe* sind algebraische Gebilde, in denen Addition, Subtraktion und Multi-
plikation vollstindig erklért sind, die Division aber nicht immer 16sbar ist. In ,, Kérpern® ist auch
die Divisionsaufgabe eindeutig 16sbar. Als Beispiel betrachte man die Aufgabe 5/2. In Z findet man
keinen Faktor, der mit 2 multipliziert 5 ergibt, in R ist der Faktor durch 2,5 wohldefiniert.
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Teiler von Zihler und Nenner festzustellen, was mit Hilfe des euklidischer Algo-
rithmus bewerkstelligt wird. Dazu stellen wir den Bruch Z/N als Division mit Rest
dar, wobei der Rest immer positiv ist:

Z=N=xf+ry ; r <|N|
5/2—->5=2%2+1, =5/2—- -5=(—-3)x2+1

Dieses ,,Ordnungsschema“ einer Division mit Rest ist Voraussetzung dafiir, dass wir
den Ring, dem Zéhler und Nenner entstammen, iberhaupt zu einem Quotientenkor-
per erweitern diirfen. Fiir die ganzen Zahlen ist dies durch Einfithrung des Betrages
einer Zahl unmittelbar klar, fiir Polynome ist fiir die Ordnungsrelation anstelle des
Betrages der Grad des Polynoms heranzuziehen, das heifit die hochste Potenz, deren
Koeffizient von Null verschieden ist (vergleiche Kap. 9.5 fiir weitere Details):

r1(x) < N(x) & grad(ry) < grad(N)

Ein gemeinsamer Teiler von Z und N ist sicher auch Teiler des Restes, so dass wir
den Prozess iterativ fortsetzen konnen:

n=ri*xf +nr
ri=roxf +ry...

Da die Reste dem diskreten Ring entstammen und immer kleiner werden, aber die
Null nicht unterschreiten konnen bricht die Iteration irgendwann ab mit 7,41 = 0,
und r, = ggT(z,n) ist der gesuchte Teiler, durch den Zihler und Nenner gekiirzt
werden konnen.

Aufgabe. Implementieren Sie, falls in Kap. 4.1 oder 9.5 noch nicht erfolgt,
anhand der Beschreibung den ggT—Algorithmus.

Das Kiirzen eines ,,Bruches* kann nun nach beliebigen Kriterien vorgenommen
werden:

(a) Manuell, was aber eine permanente Kontrolle in der Anwendung bedeutet;

(b) Am Ende einer Anweisungszeile, bei a=b+c+d also beim Abspeichern der
Summe auf der Variablen a ;

(c) Bei Uberschreiten einer vorgegebenen GroBe der Datenpuffer fiir Zihler oder
Nenner.

Sie konnen nun die Vorlagenklasse Rational vollstindig mit Kiirzung imple-
mentieren und fiir die Arbeit mit ganzen Zahlen oder Polynomen einsetzen. Im
allgemeinen Fall sind wir damit bereits am Ende der Betrachtungen angelangt. Wir
betrachten als Ergéinzung speziell fiir die rationalen Zahlen aber noch eine Methode,
bei Rechnungen mit Ndherungswerten anstelle der exakten Werte die Fehlergrofie
der Rechnung zu kontrollieren. Uberschreitet die Linge der Zahlen trotz Kiirzens ei-
ne vorgegebene Schwelle (oder sind irrationale Zahlen zu verarbeiten, zum Beispiel
Wurzeln, Logarithmen, usw), so kann eine Reduktion auf eine Zahl vorgegebener
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Linge und minimalem Abstand zum echten Wert durchgefiihrt werden, das heift
gesucht wird die Zahl, fiir die

Ry = {r:max(Z.len, N.len) < M}
Topt € Ry:Nryy € Ry # ropr: ‘r — r(,p,’ < |r—ryl

Fiir eine vorgegebene maximale Zahlenldnge M ist dies durch eine Kettenbruchent-
wicklung von Zihler und Nenner zu erreichen. Dazu entwickeln wir

a __ ro_ 1 _ 1 _
E—V0+3—V0+I—V0+m—

r |

1
=V +

0 vi+ 11
AT —
n—
tn,1+%

Bei endlichen Briichen bricht diese Entwicklung wie beim ggT schlieBlich ab.!7
Ein Bruch ldsst sich dann auch durch die Teiler v; darstellen, beispielsweise

1355
946
Lassen wir die hinteren Glieder fort und setzen aus dem verbleibenden Kettenbruch

wieder einen normalen Bruch zusammen, so erhalten wir kiirzere Briiche in der
Nihe des Originals:

=[1,2,3,5,8,3]

53 1355 353 1
[1529355] === _ <
37 346 37 10,000
Es ldsst sich zeigen, dass Kettenbriiche die besten Niaherungen fiir die Originalbrii-

che sind und in der k-ten Néherung die Qualitit

1
<_
2

by

a ay

b by
besitzen. Es ldsst sich somit sowohl eine Optimierung zu bestimmten Léngen als
auch zu bestimmten Genauigkeiten durchfiihren. Fiir eine vorgewihlte Genauigkeit
lautet der Algorithmus

GanzeZahl zz(rz.zaehler),nn(rz.nenner) ;
GanzeZahl A0, Al(DivideR(zz,nn)), A2(1);
GanzeZahl BO, B1(1l), B2, Dbk;
_swap(zz,nn) ;

RationaleZahl res(Al,Bl),t;

while ((zz!=0) && (_abs((res-rz)) > diff)){

7Waurzeln lassen sich auf unendliche periodische Kettenbriiche zuriickfiihren. Kettenbriiche lassen
sich daher auch zur optimalen Approximation von Wurzeln einsetzen.
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bk = DivideR(zz,nn);

_swap(zz,nn) ;

A0=bk*Al1+A2;

BO=bk*B1+B2;

_swap (AQ,Al); _swap(AOQ0,A2);

_swap(B0,Bl); _swap(B0,B2);

res.zaehler=Al;

res.nenner=B1;
};/*endwhile*/

DivideR ist eine Kombination aus /= und %= und liefert als Riickgabewert den
Faktor sowie im ersten Parameter den Divisionsrest.

Die gleiche Entwicklung ldsst sich natiirlich auch fiir rationale Funktionen durch-
fiihren. Allerdings muss man hierbei genau wissen, was man damit bezwecken will.
Betrachten wir beispielsweise die Funktion

(x — 0.5) % (x — 0.6) % (x — 0.7)
(x — 0.4) % (x — 0.65) * (x — 0.75)  (x — 0.85)

q(x) =
so erhalten wir nach einer Kettenbruchentwicklung und Abbruch nach drei Glieder

die Niherung

(x—0.491...) % (x —0636...)
(x—0398.. )% (x—0.727... )% (x— 852...)

q3(x) =

Ohne dass man hier prophetische Gaben besitzen muss, lésst sich feststellen, dass
die Funktionen in der Nihe der (meisten) Nullstellen von Zihler und Nenner we-
nig miteinander zu tun haben. Eine generelle Nidherung wie bei rationalen Zahlen
kommt also bei rationalen Funktionen nicht in Frage.

Alles in allem wird deutlich, dass Rechnungen in Quotientenkdrpern mit einem
recht groen Aufwand verbunden sind. Multiplikationen und Divisionen bediirfen je
zweier ganzzahliger Multiplikationen, Additionen und Subtraktionen jeweils dreier
Multiplikationen und einer Addition, von mehr oder minder hiufigen Kiirzungs-
versuchen einmal abgesehen. Da selbst Additionen zu einem schnellen Anwachsen
der Zahlengrofe fiihren, die auch mit der Kettenbruchtechnik nur wieder sehr
miihsam unter Verlust der Genauigkeit gezihmt werden kann, sind rationale Zah-
len kein geeignetes Mittel fiir hochgenaue (aber nicht absolut genaue) technische
Rechnungen.

15.3 Restklassenkorper

15.3.1 Theoretische Grundlagen

Die Konstruktion eines Korpers aus einem endlichen Ring fiihrt zu einem Restklas-
senkorper. Die folgenden theoretischen Ausfithrungen sind noch knapper gehalten
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als an anderen Stellen. Ich gehe davon aus, dass Sie sich im Gegensatz zu den
anderen Algorithmen an diesen Problemkreis erst dann begeben, wenn Sie sich mit
den moglichen Anwendungen und ihrer Theorie vertraut gemacht haben (bei den
anderen Algorithmen ist beziiglich der Anwendungen meist sehr viel mehr allge-
mein bekannt). Wenn auch mehr als Rekapitulation gedacht, bieten die folgenden
Ausfithrungen natiirlich auch wieder eine Basis fiir einen experimentellen Einstieg
mit nachfolgender theoretischer Auseinandersetzung.

Ausgangspunkt sind wieder euklidische Ringe (eindeutige Division mit Rest), nur
fixieren wir nun N auf eine Primzahl p und fassen alle Z, die den gleichen Rest erge-
ben, zu einer Menge, der Restklasse » zusammen. Zu jeder Zahl N existieren dann N
verschiedene Restklassen, und mathematisch kennzeichnet man die Zugehorigkeit
einer Zahl zu einer bestimmten Restklasse durch

z=rmodN

und nennt N das Modul einer Restklassenmenge. Einfache Uberlegungen und Ver-
suche zeigen, dass unter der Nebenbedingung N = p mit beliebigen Vertretern von
Restklassen gerechnet werden darf:

Zyv+Zr=ri+r=rmodp
ZixZy=r|*rp, =rmodp

Stellt man sich eine Multiplikationstabelle zusammen, so wird auch schnell klar,
dass die Division immer moglich ist, das heifit zu gegebenen a,b immer ein x exi-
stiert, so dass a = b x xmod p gilt. Der euklidische Algorithmus fiir den ggT ldsst
sich sogar zu einer Form erweitern, die eine direkte Berechnung des x erlaubt. Dazu
halten wir zunichst fest, dass fiir alle Restklassen # Null gg7(r,p) = 1 gilt. Die
letzte Gleichung im ggT-Algorithmus konnen wir nun auch so formulieren:

L= ) *rn+qn*rp—1

Setzen wir r,, rekursiv in den ggT—Algorithmus ein, bis die erste Gleichung erreicht
ist, so erhalten wir

l=uxr+vxp =
l=uxrmodp wegen vxpmodP =0

Dieser Algorithmus liefert uns somit das Inverse zu einer Restklasse r und die
Division ist nun durch

a/r =axumodp
ohne Hilfe einer Tabelle 16sbar.

I Aufgabe. Fiihren Sie den rekursiven Beweis vollstindig durch.
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Aus der Rekursion ldsst sich folgender Algorithmus fiir die Berechnung des
Zahlenpaars u,v konstruieren: Wir deklarieren zwei Vektoren

— —

a
Wo=11 , Wi=10 , b>a
0 1

und berechnen iterativ
ar = Wi1.1/Wial s Wip1 = Wit — qi % Wi

Bei gx = 1 (der grofite gemeinsame Teiler) ist das Ende erreicht und es gilt
(allgemein, das heif3it auch bei ggT(a,b) # 1)

g8T(ab)y =Wy =bxWyo+axW,3

| Aufgabe. Setzen Sie den Algorithmus in ein Programm um.

15.3.2 Implementation der Restklasse

Damit haben wir nun alle Requisiten fiir die Implementation einer Vorlagenklasse
fiir Restklassenrechnungen bereitgestellt. Innerhalb eines Problemkreises beziehen
sich alle Rechnungen immer auf ein Modul, jedoch sind in Anwendungen die
Problemkreise hdufiger zu wechseln. Meist ist das mit einem Funktionsaufruf ver-
bunden, wobei innerhalb der Funktion ein anderes Modul verwendet wird als in
der rufenden Funktion, beim Riicksprung das urspriingliche Modul jedoch wieder
herzustellen ist. Wir tragen dieser Systematik Rechnung und legen das Modul des-
halb in Form einer statischen Stackvariablen an. Dabei machen wir Gebrauch von
unseren Untersuchungsergebnissen zu den Ankerobjekten interner Referenzen und
implementieren den Stack so, dass externe statische Variable nicht deklariert werden
miissen.

template <class T> class Restklasse {

inline const T& Modul ()const {
if (MStack() .empty())
return algebra<T>::eins();
return MStack() .top () ;
};//end function

typedef stack<T> MODUL;

static inline MODUL& MStack () {
static MODUL modul;
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return modul;
};//end function

T value;
};//end class

Der restliche Aufbau ist dhnlich trivial wie bei der Klasse Rational, so dass ich
mich hier auf das Beispiel ,,Division* beschrianke

inline Restklasse<T>& operator/=(const T& m) {
T opl,op2;
if (Euklid (Modul () ,m,opl,op2) !=1) {
*this=algebra<T>::null () ;
telse{
value*=op2;
reduce() ;
}//endif
return *this;
};//end function

inline void reduce () {
if (modul.empty ())
return;
value$=modul.top() ;
if (value<0) {
value+=modul.top () ;
}Y//endif
};//end function

| Aufgabe. Implementieren Sie die Vorlagenklasse vollstidndig.

Als Besonderheit gegeniiber den anderen Klassen ist anzumerken, dass die Imple-
mentation der Vergleichsoperators bool operator<(..) keinen Sinn macht.
Denken Sie dariiber nach, warum!

In der gleichen Weise wie auf dem Ring der ganzen Zahlen lésst sich die Rest-
klassenrechnung auch auf einem Ring von Polynomen durchfiihren. Wihrend der
Begriff ,,Primzahl* im allgemeinen Verstindnis gut verankert ist (wenn es auch nicht
ganz einfach ist, grofie Primzahlen zu finden), ist der dquivalente Begriff ,,Primpo-
lynom* etwas diffiziler. Wir wollen darauf jedoch nicht weiter eingehen: Wenn in
Rechnungen ausschlielich Multiplikationen verwendet werden, geniigt auch die
Einschrinkung, dass nur zum Modul teilerfremde Restklassen eingesetzt werden,
um alle Rechnungen eindeutig zu machen. Fiir tiefergehende Detail verweise ich
Sie auf die Theorie.
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15.4 Fliesskommazahlen

15.4.1 Grundlagen

Da die Grundkonstruktion der FlieBkommazahlen oder ,,floating point values* Ge-
genstand der einfiihrenden Veranstaltungen in der Informatik ist, frische ich hier
nur kurz das Gedichtnis aus: FlieBkommazahlen besitzen eine fest eingestellte
Genauigkeit von m Bit und werden symbolisch durch das Polynom

m
Z =vzx* sz * BEK
k=1

mit negativen Potenzen dargestellt. Der Faktor BE schiebt bei Zahlen beliebiger Gro-
e das Komma der Ziffernfolge auf eine beliebige Position, wobei der Exponent E
eine vorzeichenbehaftete ganze Zahl ist. z; sind die Ziffern der Potenzreihe, vz ist
das Vorzeichen der Zahl. Der Wertebereich des Exponenten E gibt den Zahlenbe-
reich an, der mit dem Zahlentyp darstellbar ist, die Anzahl der Ziffern (die Mantisse)
die Genauigkeit, mit der eine Zahl gespeichert werden kann.

Der Standarddatentyp double besteht beispielsweise aus 64 Bit, von denen 53 auf
die Mantisse, 1 auf das Vorzeichen und 11 auf den Exponenten entfallen.!® Damit
lassen sich Zahlen im Bereich

107308 <zl < 10308

mit etwa 16 Stellen Genauigkeit darstellen.

Die Potenzreihe enthilt je nach darzustellender Zahl positive und negative Po-
tenzen. Ganze Zahlen lassen sich unter der Voraussetzung, dass die Anzahl der zur
Verfiigung stehenden Bits grof3 genug ist, auch mit diesem Datentyp exakt darstel-
len. Das gilt nicht mehr fiir Zahlen mit gebrochenen Anteilen: Im Gegensatz zu den
rationalen Zahlen lassen sich ndmlich bereits die meisten Eingabewerte nicht mehr
exakt darstellen, egal wieviele Stellen verwendet werden. Soll beispielsweise eine
Zahl 0,xxx4 zur Basis A in eine Zahl zu Basis B umgewandelt werden, so ldsst sich
dies mit dem (ganzzahlig zu betreibenden! ) Algorithmus

vector<ulong> k,Z;
k.push_back (xxx) ;
do {

temp=k.back () *B;

7 .push_back (temp/A"3) ;

18Das ist kein Schreibfehler: Die Zahlen werden mittels des Exponenten immer so normiert, dass
das hochste Bit=1 ist. Wenn man das weiss, braucht man dieses Bit aber nicht mehr zu speichern.
Auf diesen Trick ist man auch bei der Definition des Typs double gekommen, so dass auf 64 Bit
insgesamt 65 Bit dargestellt werden..
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k.push_back (temp%A~3) ;
}while (k.back () '=0 &&
find(k.begin(), k.back(),k.back() !=k.back());

durchfiihren. Das Feld Z enthilt die Ziffernfolge in der neuen Basis (pro Feldpositi-
on eine Ziffer), die sich meist als periodisch erweist, das heif3t das letzte Element von
k wird nicht Null, sondern nimmt nach einiger Zeit einen bereits angenommenen
Wert wieder an.

Aufgabe. Alle GroBien im Algorithmus miissen dabei ganze Zahlen sein. Begriin-
den Sie, warum dies so sein muss und nicht mit FlieBkommazahlen gerechnet
werden darf.

Die Perioden konnen erstaunlich lang ausfallen, zum Beispiel

0,23419 = 0,18 560507534121727024363

Da wir normalerweise im Dezimalsystem rechnen und Zahlen in dieser Form in den
Rechner eingeben, Zahlen in Rechnersystemen aber im Binédrformat verarbeitet wer-
den, ist bereits der Eingabeschritt in den meisten Féllen nicht fehlerfrei. Die meisten
Zahlen miissen bei der Speicherung auf die Maximalzahl der Ziffern gekiirzt werden
(der o.g. Algorithmus eignet sich mit Begrenzung auf eine bestimmte Stellenanzahl
zum Einlesen von Zahlenwerten). Bei der Begrenzung ist ein Rundungsverfahren
festzulegen, das auch bei den Rechenoperationen zum Einsatz kommt. Fiir die mei-
sten Rundungsverfahren ist eine Besetzungsanalyse von ,,Zusatzbits®, die bei der
Operation abgeschnitten werden, durchzufiihren. Wir konnen folgende Arten der
Rundung unterscheiden:

(a) Betragskleinster Wert: unabhingig vom Inhalt werden die Zusatzbits abge-
schnitten;

(b) Betragsgrofiter Wert: sind Positionen in den Zusatzbits gesetzt, wird grundsitz-
lich auf die nichste darstellbare Grofie inkrementiert;

(c) Rundung nach +oco: Entspricht im Positiven der Rundungsart ,,betragsgrofiter
Wert®, im Negativen der Rundungsart ,,betragskleinster Wert*;

(d) Rundung nach —oo: Entspricht im Negativen der Rundungsart ,,betragsgrofiter
Wert“, im Positiven der Rundungsart ,,betragskleinster Wert*;

(e) kaufminnische Rundung (4/5-Rundung): Ist das erste wegfallende Bit gesetzt,
wird nach +00 gerundet, ist es unbesetzt, nach —oo.

Je nach Problemstellung kann die Rundungsvorschrift auch zwischen einzelnen
Rechenvorgingen gewechselt werden (wir werden dies im ndichsten Kapitel unter-
suchen).
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15.4.2 Klassenkonstruktion

Damit konnen wir zur Konstruktion einer Klasse BigFloat kommen. Da in Rech-
nungen die Exponenten weitgehend getrennt von den Mantissen behandelt werden
konnen, konnen wir sowohl hinsichtlich der Datenstrukturen als auch der Algo-
rithmen kriftige Anleihen bei den ganzen Zahl titigen. Fiir den Datenteil folgt
somit.

struct _ bfloat: Z_buf {
int exponent;
int precision;
int rd_method;

Y

class BigFloat{

__bloat * dat;
};//end class

Das Attribut precision enthilt die maximale Pufferlinge des Datenteils. Nach
Rechenoperationen wird die Mantisse jeweils auf diese Grofe unter Durchfiihrung
eines Rundungsvorgangs verkiirzt, sofern sie iiberschritten wird. Um die Rundung
implementieren zu konnen, sind noch einige Festlegungen notwendig:

e Das Attribut exponent legt fest, an welcher Bitposition relativ zum Pufferbe-
ginn der Nullpunkt der Zahl liegt. Der Wert acht gibt dann beispielsweise an, dass
die ersten acht Bit Nachkommastellen kodieren, die hoheren Bit einen ganzzah-
ligen Anteil; ein negativer Wert kennzeichnet die Kodierung einer grolen Zahl,
deren ganzzahliger Anteil bereits nicht mehr durch die Mantissenbits vollstindig
kodiert werden kann.

e Es gilt = 0mod 8, das heifit Zahlen werden byteweise und nicht bitweise kodiert.
Kommt am gréBeren Ende ein Bit hinzu, so fallen bei der Rundung am unteren
Ende acht Bits fort. Es werden somit nicht alle Bits zur Kodierung genutzt wie
beim maschineninternen Typ double, jedoch spielt der verlorene Anteil bei der
Gesamtgrofle der Zahlen nur eine untergeordnete Rolle und wir sparen einigen
Rechenaufwand, der bei bitweiser Verschiebung entstehen wiirde.

e Die Zahlen werden mit voller Lange gespeichert, das heif3t kiirzere Kodierungen
werden jeweils wieder auf die Gesamtlinge aufgefiillt.'?

9Das ist nicht unbedingt notwendig. Es kann auch mit der Bitanzahl gearbeitet werden, die je-
weils giiltig definiert ist. Ob die Verkiirzung zu besseren Laufzeiten fiihrt, hdngt davon ab, welcher
Anteil von Zahlen in einer lingeren Rechnung tatsidchlich weniger giiltige Bits als die maxima-
le Anzahl aufweisen. Voraussichtlich reicht das meist nicht, aber wenn Sie gegenteilige Meinung
sind, miissen Sie in den Algorithmen entsprechende Anpassungen vornehmen.
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Bei der Rundung muss der Exponent entsprechend angepasst werden. Die ver-
schiedenen Rundungsmethoden erfordern eine Reihe von Fallunterscheidungen,
der Rundungsvorgang muss bei einer Aufrundung auch gegebenenfalls auftreten-
de Uberliufe beriicksichtigen. Die Methode wird mit dem ersten fortfallenden Byte
(oder Null, falls keines vorliegt) aufgerufen. Ergénzen Sie die folgende Methode
auch fiir VergroBBerung des Puffers.

inline void Round (uchar val) {

if (dat->1len > dat->precision) {
li=dat->len - dat->precision;
val=dat->buf[1li-1];
memmove (dat->buf, &dat->buf[1i],
dat->precision) ;
dat->len-=11;
dat->exponent -= (8%11i);
}//endif
if (dat->rd_method==0 && val>=0x80) {
do{
_inc(static_cast<Z _buf*>(dat));
if (dat->len <= dat->precision) {
return;
}//end
val=dat->buf[0];
memmove (dat->buf, &dat->buf[1],
dat->precision) ;
--dat->len;
dat->exponent+=8;
}while (val>=0x80) ;
return;
}//endif

};//end function

Die Rundungsmethode ist zum Abschluss jeder arithmetischen Operation aufzu-
rufen. Fiir die arithmetischen Operationen nutzen wir die bei den ganzen Zahlen
entwickelten Algorithmen. Am leichtesten ist wohl die Multiplikation umzusetzen,
bei der die Mantissen wie ganze Zahlen miteinander multipliziert und die Exponen-
ten addiert werden. Die bei der Multiplikation entstehende Ergebnismantisse besitzt
die doppelte Breite einer normalen Mantisse, und nach Durchfiihrung der Rundung
wird die hintere Hilfte einfach entfernt.

| Aufgabe. Implementieren Sie eine Methode zur Multiplikation zweier Zahlen.
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15.4.3 Addition und Subtraktion

Bei Additionen oder Subtraktionen sind die Operanden zunichst auf den gleichen
Exponenten zu normieren (in dieser Darstellung stehen links die Bits mit kleinen
negativen Exponenten, rechts die mit dem grofsten):

KXXXXXXXXXXXXXXXXXXX BE +e (1) +
VYYYYYYYYYYYYYYYYYYY E +e(l)-3) —-=>
KAXXXXXXXKXXXXXXXXXXX B +e (1) +

000YYYYYYYYYYYYYYYYYYYY E +e (1)

Die betragsmiBig kleinere Zahl wird so weit nach rechts verschoben (und der Ex-
ponent dabei vergrofiert), bis die Exponenten iibereinstimmen. Dabei rutschen eine
Anzahl von Bits in den abzuschneidenden Bereich und werden nach Rundung auf
die letzte verbleibende Stelle geloscht. Kritisch hinsichtlich der Anzahl der giiltigen
Bits ist die Subtraktionen gleich grofer Zahlen:

abcdefghjiklxxx E +e -
abcdefghijklyyy E +e —-——>

000000000000zzz E +e -—>
zzz000000000000 E +e-12

Auch dieses Zahl wird nach der Berechnung wieder normiert, das heiflt so weit
nach links verschoben, dass die ersten Bitpositionen besetzt sind. Die hinteren sind
jetzt natiirlich Null, wobei man den Zahlen natiirlich nicht ansieht, dass die Nul-
len ,.erdichtet” sind. Wiren die Daten in einer Darstellung mit groferer Mantisse
beispielsweise

abcdefghjiklxxx111101011001 E +e -
abcdefghijklyyy000100001000 E +e -—>

zzz111001010001 E +e

gewesen, so iiberzeugt das erste Ergebnis natiirlich nicht sonderlich. Je lidn-
ger die Ziffernfolgen einer Zahl sind, desto weniger Probleme wird man mit
solchen Effekten haben, da gleiche Ziffernfolgen (aufler wenn sie theoretisch ge-
fordert sind, aber dann sind rationale Zahlen geeigneter) mit steigender Linge
weniger wahrscheinlich werden und der Rechner dadurch natiirlich weniger Ge-
legenheit bekommt, sich den groften Teil einer Zahl selbst auszudenken. Wie
man mit solchen Fehlern quantitativ umgehen kann, untersuchen wir im néchsten
Kapitel.
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Aufgabe. Implementieren Sie nun auch Addition und Subtraktion. Unterscheiden
Sie die verschiedenen Vorzeichenfille und die Exponentenfille e; < ez,e; =
ey,e1 > ep. Eine Verschiebung der Mantissen ist nicht notwendig, wenn Sie
Hilfsobjekte deklarieren, die iibergebene Adressen und Lingen auf Z_buf ab-
bilden. Definieren Sie dazu eine Struktur Z_ temp, die von Z_buf erbt und auf
die Erzeugung eigenen Speichers verzichtet, sowie statische Variablen fiir die
Arbeit.

15.4.4 Division i

Es bleibt noch die Division zu implementieren, und hierfiir wollen wir drei Algo-
rithmen angeben. Zunéchst modifizieren wir den Algorithmus fiir die ganzzahlige
Division fiir den Einsatz bei FlieBkommazahlen: Indem wir den Dividenden (ge-
nauer die Mantisse; die Exponenten miissen dhnlich wie bei der Multiplikation nur
voneinander subtrahiert werden) vor der Durchfiihrung der Division um eine volle
Pufferbreite nach links schieben, erhalten wir ein Ergebnis einer ganzzahligen Divi-
sion, das die volle Mantissenbreite unserer Zahlen aufweist. Gilt rest > divisor/2,
so ist das Ergebnis noch aufzurunden:

1234 : 4321 -->
1234 0000 : 4321 = 2855 Rest 3545 = 2856

15.4.5 Division ii

Eine Division ist somit mit einem relativ hohen Aufwand verbunden. Einen alter-
nativen Algorithmus fiir sehr gro3e Mantissen erhalten wir, wenn wir dhnlich der
Karatsuba—Multiplikation die Zahl in zwei Hilften zerlegen und den Quotienten
umformen, um die Aufgabe auf Zahlen mit weniger vielen signifikanten Ziffern zu
reduzieren:

uh+B*u1_uh+B*uz 1
v+ Bxv; Vi

- 1+ B x (vi/vy)

Der Index & gibt das betragsméBig hohere Halbwort an, das heilit die Koeffizienten
von 2_1,2_2,... B = 2~WORDLEN/2 gt der Faktor fiir die halbe Wortbreite. Ent-
wickelt man den Klammerausdruck in eine Tailorreihe nach B * (v;/vj), so erhilt
man

u_ untBruw (1 —Bx(v/vp) + B2 (vi/vp)? — .. )

v Vi
Aufgrund unserer Vereinbarung iiber die Darstellung der Zahlen gilt (v;/vj,) < 28,
und die Terme in der Reihenentwicklung werden schnell kleiner, so dass nur der
erste ausgewertet werden muss. Sehen wir uns den Aufwand fiir diesen Algorithmus
an (die Additionen lassen wir als unerheblich fort):
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e Der Divisor besitzt nur noch die halbe Mantissengrofle der Zahlen.

e Es sind zwei Divisionen durchzufiihren, bei denen der Dividend die volle
Mantissengrof3e besitzt.

e Es ist eine Division durchzufiihren, in der der Dividend die 1,5—fache Mantissen-
grofle besitzt.

e Es ist eine normale Multiplikation durchzufiihren.

Es miissen zwar mehr Einzeloperationen ausgefiihrt werden, aber der Aufwand
steigt bei zunehmender Mantissengrofle deutlich weniger stark an, so dass dieser
Algorithmus ab einer bestimmten Mantissengrofle giinstiger wird als der einfache
Algorithmus. Wie bei der Karatsuba—Multiplikation kann die Division wieder re-
kursiv durchgefiihrt werden, bis die Grenze fiir die Durchfiihrung mit dem normalen
ganzzahligen Divisionsalgorithmus erreicht ist. Da wir es immer mit der gleichen
Mantissengrofie wihrend einer Rechnung zu tun haben, kann der Wert fest einge-
stellt werden. Der Ablauf sei an einem Zahlenbeispiel demonstriert. Bei vierstelliger
Dezimalrechnung ohne Beriicksichtigung der Exponenten erhalten wir:

0. direkte Rechnung:
22 31 : 15 29 = 14 59

1. Term:
22 00 : 15 = 14 67
31 : 15 = 21 , Summe 14 88

2. Klammer mit einem Entwicklungsglied
10 00 - 29 : 15 = 98 06

3. Produkt und Ergebnis
14 88 * 98 06 = 14 59

Aufgabe. Implementieren Sie die Algorithmen. Die Rekursion im zweiten Algo-
rithmus ldsst sich bis zur Ausnutzung der (ganzzahligen) Hardwaredivision der
Maschine ausnutzen, so dass auf die Algorithmen fiir die ganzzahlige Division
sogar verzichtet werden kann. Bestimmen Sie die Ordnungen der Algorith-
men und legen Sie fiir verschiedene Rechengenauigkeiten jeweils die optimalen
Algorithmen fest.

Hinweis. Hier konnen Sie sich grofziigig auf einige Fille beschrinken. Der ,,Stan-
dard® fiir Berechnungen mit FlieBkommazahlen liegt bei acht Byte Zahlenbreite
uber alles, also einschlielich Exponent und Vorzeichen. Von vielen Maschinen
oder Sprachen unterstiitzt wird noch real%16, womit Sie anfangen konnen. Wenn
Sie dann noch real*32, realx64 und real*128 untersuchen, haben Sie ge-
niigend Datenpunkte fiir die Losung der Aufgabe und vermutlich schon grofere
Zahlen, als man je brauchen kann. Kleinere Stufungen sind allerdings relativ sinn-
los. Wenn man wirklich mit einem Format an die Grenze der Rechnungen stoft, ist
weniger als eine Verdoppelung der Mantissengrofle meist wenig sinnvoll.
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15.4.6 Division iii

In einem dritten Algorithmus vermeiden wir die Division vollstindig, indem wir sie
durch eine Multiplikation mit dem Inversen ersetzen und dieses iterativ ermitteln.

a/b—>a>|<b_1 ; bxb ' =1

Fiir die Iterationsfunktion fiir die Berechnung des Inversen nach dem Newtonver-
fahren findet man nach einigen Versuchen:

=551
Cb(x):x—f/(—x)=2*x—b*x2
S

Sie enthilt wunschgemiB keine Division mehr und konvergiert, wenn man sich von
kleineren Werten her dem Inversen nihert:

b = 2.345 --> x[0] = 0.2345
x[1]=0.3400478637 x[2]=0.4089373986
x[3]=0.4257209256

x[4]1=0.4264380225 x[5]=0.4264392325

x[6]1=0.4264392324

==> x[o0o]=x[5]

Die Iteration ist beendet, wenn der neue Wert nicht groBer als der alte ist. Bei jedem
Iterationsschritt verdoppelt sich, wie beim Newton—Verfahren bei einfachen Null-
stellen iiblich, die Anzahl der signifikanten Stellen, so dass bei guten Startwerten
nur wenige Schritte ausreichen.

Aufgabe. Implementieren und Testen Sie diesen Algorithmus. Achten Sie bei
den Startwerten darauf, dass dieser stets kleiner sein muss als der Fixpunkt!
Testen Sie das Verfahren im Vergleich mit den anderen Algorithmen. Da der
Algorithmus bei Uberschreiten des Fixpunktes fortliuft, kann bei Instabilititen
auch das Rundungsmodell gedndert werden.

15.4.7 Relationen

Bei Vergleichen treten eine ganze Reihe von Fallunterscheidungen auf, im Fall der
Priifung auf Gleichheit

inline bool operator==(const BigFloat& bl,
const BigFloat& b2) {
if (bl.dat->neg != b2.dat->neg)

return false;
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if (bl.dat->exponent !=Db2.dat->exponent)
return false;
if(bl.dat->len != b2.dat->len)
return false;
if(bl.dat->1en>0)
return memcmp (bl.dat->buf,b2.dat->buf,
bl.dat->1len)==0;
else
return true;
}//end function

Implementieren Sie entsprechend bool operator<(..). Auch die Implemen-
tierung der Methoden bool is_less(..), bool is_null(..) nebstden
notwendigen Konstanten iiberlasse ich Thnen.

Die Verrechnung der langen FlieBkommazahlen mit ganzen Zahlen ist problem-
los zu 16sen, da beide Zahlenmodelle die gleichen Datenstrukturen verwenden.
Werte des Maschinentyps double oder anderer Maschinentypen konnen mit Hilfe
zweier Funktionen der C—Bibliothek auf lange FlieBkommawerte {ibertragen wer-
den. Der folgende Algorithmus iibertragt die Daten bitweise und ist deshalb nicht
unbedingt innerhalb von Schleifen einzusetzen.?"

BigFloat& BigFloat::operator=(const double& d) {
uchar mant; int exp; double r(d);
// Initialisierung
r=frexp (r, &dat->exponent) ;
exp=0;
while(r!=0 && dat->len < dat->precision) {
exp++;
r=1ldexp(r,1);
mant=static_cast<uchar>(r) ;
r-=mant;
if (dat->1len>0)
_shl(static_cast<Z buf*>(dat),1);

else{ ... }//endif
dat->buf[0] |=mant;
}//end

dat->exponent=exp - dat->exponent;
// Normierung auf volle Mantissenlédnge
return *this;
}//end function

20Man kann natiirlich auch mehr als ein Bit pro Durchlauf anfordern, muss dann aber kontrollieren,
wie viele tatsdchlich ankommen. Bei genauer Kenntnis der Maschinenimplementation ist natiirlich
auch ein direkte moglich, aber dann fiir jeden Maschinentyp getrennt.
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Fiir die Konvertierung eines Strings in eine lange FlieBkommazahl wird zunéchst
die Ziffernfolge in eine ganze Zahl {ibersetzt und diese auf eine FlieBkommavariable
tibertragen. Mit dem Absolutbetrag des Exponenten oder der Position des Kommas
wird anschlieBend 10/¢! berechnet und je nach Vorzeichen die gespeicherte ganze
Zahl mit dem Wert multipliziert oder durch den Wert dividiert. Die Ausfiihrung
tiberlasse ich Thnen.

Bei der Konvertierung einer langen FlieBkommazahl in einen String ist zwischen
dem ganzzahligen und dem gebrochenen Anteil zu unterscheiden. Der ganzzahli-
ge Anteil ldsst sich nach Verschieben der Mantissenbits auf eine ganze Zahl und
gegebenenfalls Linksschieben entsprechend des Exponenten durch den Konvertie-
rungsalgorithmus der ganzen Zahlen berechnen. Auch fiir den gebrochenen Anteil
konnen ganze Zahlen zum Einsatz kommen, in dem Potenzen von fiinf berechnet
und nach Linksschieben der kleineren Potenzen addiert werden:

template <> string toString(const BigFloat& n) {
GanzeZahl z5,z;

z=1; z5=1;
for (i=n.dat->exponent-1;i>=0;--1) {
z=2z%10;
z5%=5;
if(i >= 8*n.dat->len)
continue;
if (bit_test(*n.dat->buf,i)){
z+=2z5;
}i
}//endfor

u=val2str(z) ;

return s;
}//endfunction string

Die Verkniipfung mit dem ganzzahligen Anteil sowie die Schonungsarbeiten fiir die
Ausgabe seien wieder Ihnen iiberlassen.

15.4.8 Reelle Konstanten und Funktionen

Fiir die Arbeit mit dem neuen Zahlentyp sind nun noch einige Konstante sowie
Funktionen notwendig, die iiblicherweise in numerischen Anwendungen benotigt
werden. Diese miissen in der vollen Mantissenbreite bereitgestellt und koénnen
nicht einfach von den Maschinentypen iibernommen werden.?! Unverzichtbar sind

21Sofern es sich um iterative Algorithmen wie beispielsweise die Berechnung einer Wurzel han-
delt, konnen die maschinengenauen Daten als Startwerte fiir die Iteration verwendet werden. Die
Iterationen sind dann nach wenigen Schritten zu Ende.
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zunichst Werte fiir und e . Fiir lautet der aktuell wohl beste Algorithmus von Bailey,
Borwein und Pouffle:

°°< 4 2 1 1 ) (1)"
T=Y - - - « [ —
= 8xk+1 8xk+4 8xk+5 8xk+6 16

Fiir e wird zweckmiBigerweise die Taylorreihe von exp(x) verwendet:

k=0

x| =

Beide Reihen konvergieren recht schnell. Die Daten werden beim Start der An-
wendung oder bei VergroBerung der Mantisse berechnet und als ,, Konstante* in
statischen Variablen der Klasse Constant>BigFloat> gespeichert. Die Algo-
rithmen summieren gliedweise auf und brechen ab, wenn sich nach Hinzufiigen
eines weiteren Summengliedes nichts mehr geindert hat (Sie konnen als Ubung ma-
thematisch Uberpriifen, wie groff der maximale Fehler bei dieser Vorgehensweise
ist).

Wichtige Funktionen sind sin (x), cos (x), In (x), exp (x) und weitere damit ver-
wandte Funktionen. Aufgrund der wechselnden Mantissengrofie bleiben fiir die
Berechnung von Funktionswerten im Grunde nur die Taylorreihen, die nur dann
schnell konvergieren, wenn die Ordinate des gesuchten Punktes in der Néhe der
Entwicklungsstelle liegt. Das ldsst sich durch Ausnutzung von Symmetrieeigen-
schaften bei den trigonometrischen Funktionen leicht erreichen. Die Berechnung
kann nidmlich reduziert werden auf

sin (x) = sin (fj (x mod 7w /2,x mod 1)) * sign(x) * f>(x mod 2 x 1)
cos (x) = cos (fi(xmod /2, xmod 1)) * f3(x mod 2 * 1)

Die Sinusfunktion ist eine ungerade Funktion (sin (x) = — sin ( — x)), die Kosinus-
funktion eine gerade Funktion. Werte modulo einer reellen Zahl werden dhnlich wie
bei den ganzen Zahlen durch den Algorithmus

BigFloat fmod2 (BigFloat& f, const BigFloat& modul) {
BigFloat r;

r=(f/=mod) ;

if (f.dat->exponent >= 8*f.dat->len) {
£f=0;

lelse if (f.dat->exponent >= 0) {
f.dat=LFAlloc::allocator.Copy (f.dat) ;
memset (f.dat->buf, 0, f.dat->exponent/8) ;

}//endif

r-=f;

r*=mod; /**
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return r;
}//end function

berechnet, wobei die Anweisung /**/ vom gebrochene Teil der Division auf einen
,Divisionsrest transformiert. Fiir die Funktionen fi(a,b).f>(a),f3(a) verifiziert man
unschwer anhand der Funktionsgraphen

B a , be0,m/2)
Si(a,b) = nw/2—a ,be(w/2,m)

(1, ae@©m)
P@O=1_1" se@asm

1L ae©x/2)UB%m/2.2 % pi)
Bla=y_ ae(m/23%7/)2)

Aufgabe. Implementieren Sie die trigonometrischen Funktionen mit Hilfe der
Taylorreihenentwicklungen

. o 2k+1
sin(0) = > (= D« gy
k=0

= k, x2k
cos(x)=> (-1 * G
k=0

Die Iteration kann wie bei der Berechnung von und e fortgesetzt werden, bis der
Summenterm konstant bleibt. Weitere Funktionen kénnen Sie nach Bedarf im-
plementieren. Von den Umkehrfunktionen sind arcsin (x) und arccos (x)
ebenfalls mit Hilfe von Taylorreihenentwicklungen implementierbar (Definiti-
onsbereich [-1,1]), arctan (x) aber nicht mehr. Hier hilft eine Newtoniteration
weiter, wobei der Startwert mit der Standard—math—Bibliothek ermittelt wird.

Die zweite auf der Konstanten e basierende Funktionengruppe mit 1n (x) und
exp (x) ldsst sich auf dhnliche Art wir die trigonometrischen Funktionen berech-
nen. Die Taylorreihen lauten

o0 xk
X J—
¢ _Z k!
k=0
o0 2k
(x—1)
= ey e <!

k=0

Die Exponentialfunktion zerlegen wir in

[x] x mod 1

& =eMxe
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wobei mit [x] die nédchstkleinere ganze Zahl ist (Vorzeichen beachten!). Der erste
Term wird mit Hilfe der Funktion power (. .) ausgewertet, der zweite konver-
giert wegen 0<=x<1 bei der Reihenauswertung sehr schnell. Die gleiche Art
der Auswertung kann auf den Logarithmus angewandt werden: Mit Hilfe des
Algorithmus

if (algebra<BigFloat>::e()<=x) {
sf.push(algebra<BigFloat>::e());
xp=1;
while(sf.top()<x){
sf.push(sf.top() *sf.top());
xp*=zwei;
}//endwhile
sf.pop();
xXp/=zwei;
while(algebra<BigFloat>::e()<=x &&
lsf.empty()) {
x/=sf.top();
add+=xp;
st.pop();
xXp/=zwei;
}//endwhile
}else if (x<=inverse(algebra<BigFloat>::e())){

werden die ganzzahligen Potenzen von e im Argument entfernt (der zugehorende
Anteil von 1n (x) befindet sind in der Variablen add, setzen Sie den Algorithmen
fiir kleine x fort). Das verbleibende Restargument erfiillt die Konvergenzbedingun-
gen und der Logarithmus kann durch Iteration ermittelt werden.

15.4.9 Interpolation von Werten

Die Auswertung von Reihen zur Berechnung von Funktionswerten kann fiir die
praktische Anwendung schnell zu zeitaufwendig werden. Auf hinreichend kleinen
Intervallen lassen sich aber auch Polynome mit kleinen Graden verwenden. Fiir ei-
ne Reihe von Mantissengrofien kann man sich Sétze von Polynomen erzeugen, die
in den Anwendungen dann nur noch geladen werden miissen und eine schnellere
Auswertung der Standardfunktionen erlauben.

Um einen Satz von Niherungspolynomen zu erzeugen, ist zundchst eine mathe-
matische Untersuchung der auszuwertenden Funktion sinnvoll. Der Polynomgrad
kann namlich von Intervall zu Intervall variieren: Die Sinusfunktion ist beispiels-
weise in der Néhe der Null annéhernd linear und wird am Maximum néherungswei-
se durch eine Parabel beschrieben. Man kann also je nach Lage des Teilintervalls
unterschiedliche Polynomansétze machen.
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Nach Festlegen des Polynomgrades fiir einen bestimmten Bereich wird ein In-
tervall [a,b) fiir die Giiltigkeit eines Polynoms festgelegt und mittels der Reihen
hochgenaue Punkte im Intervall berechnet.

n
Polynom:  Pu(x) = Y ap » x*
k=0
Stiitzstellen: a < xg < X1 < ... <Xp_1 <X, <b

Punkte:  (x0,50),(X1,Y1)s - - - (Xn;Yn)

Die Koeffizienten des Polynoms P, (x) erhilt man am einfachsten durch Auswertung
von Lagrange—Polynomen:

— Xj)
P=> w|]| —5
Z ‘ ,1_£ (e — x)
J#k

Das so berechnete Polynom kann nun auf seine Qualitit {iberpriift werden, in dem
mit ihm ermittelte Funktionswerte mit hochgenauen Zwischenwerten verglichen
werden. Wird die erforderliche Qualitét nicht erreicht, konnen die Stiitzstellen ver-
schoben, das Intervall verkleinert oder der Polynomgrad (zusammen mit der Anzahl
der Stiitzstellen) erhoht werden, bis man mit dem Ergebnis zufrieden ist. Zweckma-
Bigerweise hangelt man sich sukzessive von einem Intervallrand zum anderen und
speichert die gefundenen Polynome in einer map ab.

typedef map<BigFloat, Polynom<BigFloat> > IMap;
IMap imap;
BigFloat a,b; Polynom<BigFloat> p;

imap.insert (IMap: :value_type(a,p));

Speicherung und Laden der Daten iiberlasse ist Thnen. In der Anwendung ist die
Berechnung eines Funktionswertes dann recht einfach:

BigFloat function(const BigFloat& x) {

return imap.lower_bound(x) () ;
}//end function

15.5 Die Korper Fam, Fpym

In der Verschliisselungstechnik werden neben Restklassenkorpern des Typs F), =
7/ p*Z auch solche des Typs Fm eingesetzt. Ist mit F), ein Korper der Charakteristik
Char(Fy) = p (das heif3t px1 = 0) und #F;‘ = p—1 gemeint, so gilt Char(F,m) = p
und #F[’,“m = p — 1. Die ausfiihrliche Theorie miissen wir Lehrbiichern der Algebra
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tiberlassen; wir werden uns hier nur um die Darstellung der Elemente solcher Korper
auf Rechnern annehmen.

Korper mit den gewiinschten Eigenschaften lassen sich als Vektorrdume iiber
dem Grundkorper F), konstruieren. Dazu wihlen wir ein iiberF), irreduzibles Po-
lynom Pp,(x)vom Grad n. Irreduzibel bedeutet, dass Py, (x) keine Nullstelle in F),
besitzt. Wir konnen nun eine iterierte Restklasse definieren, die die geforderten
Eigenschaften besitzt:

typedef Restklasse<GanzeZahl > Fp;
typedef Restklasse<Polynom<Fp> > Fpm;

Fp::ModulMonitor mp;
Fpm: :ModulMonitor mpm;

mp.set( /* p ¥/ );
mpm.set ( /% P_m(x) ¥/ );

Aufgabe. Verifizieren Sie: mit dieser Definition erhalten wir einen Korper mit
den gewiinschten Eigenschaften.

Eigentlich konnte man nun meinen, das Kapitel sei an dieser Stelle bereits beendet.
Es existieren jedoch einige Sonderfille, fiir die spezielle Implementationen sinnvoll
sind:

(a) Der Korper Fom wire mit dieser Implementation vollig tiberfrachtet, da sein
Grundkorper nur aus F» = {0,1} besteht. Fiir einen Koeffizienten des Polynoms
geniigt daher ein Bit. Korper mit dieser Charakteristik kommen dariibre hinaus
in der Praxis iiberaus oft zum Einsatz.

(b) Es existieren Darstellungen mit zyklischen Basen (ﬂ,,BZ,,B3, .. .,3’”) , bei de-
nen auf die Restklassendarstellung verzichtet werden kann. 8 ist dabei eine m-te
(komplexe) Einheitswurzel.

Beginnen wir mit b) im allgemeinen Fall p # 2. Wegen

,Bk * ,Bl — ﬂk+lm0dm+l

kann die Multiplikation auf einem Feld der Grof3e m durchgefiihrt werden (anstatt
2m im normalen Restklassenfall, bei dem ja erst das Produkte ermittelt werden
muss, bevor die Division mit Rest durchgefiihrt werden kann).

Aufgabe. Ermitteln Sie den Algorithmus, nach dem die Multiplikation durchge-
fiihrt wird. Die Implementation fiir einen solchen Korper fiihren Sie bitte anhand
der ausfiihrlichen Darstellung im néchsten Kap. 12.6 durch. Sie brauchen nur
D = 1 zu setzen. Fiir groe m wird die Implementation mit for-Schleifen, wie
im theoretischen Teil von Kap. 12.6 beschrieben, durchgefiihrt, fiir nicht zu grof3e
m wird im nidchsten Kapitel auch eine effizientere Implementationsmethode
vorgestellt.
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15.6 Metaprogramme und Korpererweiterungen

15.6.1 Theoretische Vorbemerkungen

Zufillig ausgewdhlte Polynome besitzen bekanntlich nur in Ausnahmefillen Null-
stellen im Korper der rationalen Zahlen, und man ist im allgemeinen Fall gezwun-
gen, auf den Korper der reellen Zahlen mit seiner Darstellung durch FlieSkomma-
zahlen auf Rechnern auszuweichen. In einigen Anwendungen ist es aber notwendig,
weiterhin exakt rechnen zu kénnen, wobei im Gegenzug nicht alle, sondern nur eini-
ge ausgewihlte Polynome Nullstellen im untersuchten Korper aufweisen miissen. In
der Algebra wird dieses Problem dadurch gelost, dass die Nullstellen nur formal an
den Korper Q der rationalen Zahlen adjungiert werden, aber keine niherungsweise
Darstellung verwendet wird.
Betrachten wir als Beispiel die Nullstellen des Polynoms

P(x)=x>—2

Es hat eine reelle und zwei (konjugiert) komplexe Nullstellen. Um Q zu einem
Korper zu erweitern, der die reelle Wurzel enthilt, konnen wir folgendermaf3en die
Zahlen dieses Korpers definieren:

Q(f/i)::{z=(a+b«3/§+6«3/z), a,b,ceQ}

Sollen alle Wurzeln des Polynoms im Erweiterungskorper enthalten sein, so ist der
Korper Q(~/2, i) zu bilden, in dem jede Zahl insgesamt 6 Komponenten aufweist
(drei Komponenten wie oben sowie der gleiche Satz noch einmal, jedoch mit der
imagindren Grofse i als zusdtzlichem Faktor).

Aufgabe. Weisen Sie durch direkte Rechnung nach, dass Q(+/2) ein Korper ist,
d.h. im Wesentlichen die vier Grundrechenarten definiert sind und die Ergebnisse
wieder in der Menge Q(~/2) liegen. Die Division ist dabei etwas aufwiindig, und
wir gehen weiter unten auf dieses Poblem genauer ein.

Priifen Sie ebenfalls direkt, dass Q(f/i, i) alle drei Wurzeln des Polynoms
enthalt.

Ohne dass wir uns nun weiter auf die algebraischen Zusammenhinge oder Algo-
rithmen einlassen, in denen solche Zahlenmodelle bendtigt werden, untersuchen
wir nun deren Implementationsmoglichkeiten. Anhand des Beispiels kdnnen wir
folgende Konstrutkionsprimzipien feststellen:

(a) Wenn eine Wurzel /D irgendeiner rationalen Zahl D im Erweiterungs-
korper vorhanden sein soll, so bendtigt das Zahlenmodell n» Komponenten,
nidmlich eine rationale Komponente sowie Komponenten mit den Wurzeln
ID, JD? ,...~/D"1 die bei einer Multiplikation von Zahlen entstehen.
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(b) Wenn zwei verschiedene Wurzeln YD, Y/E enthalten sein sollen, wird zunichst
eine Zahl mit » Komponenten wie in (a) definiert, die wiederum Darstellungs-
basis einer Zahl mit m Komponenten ist. Insgesamt enthélt die Zahl n * m
Komponenten.

Unsere Zahlenkonstruktion ist mithin

template <class T, int n>
class ZahlKoerper {

mit der Implementation

Zahlkoerper<
Zahlkoerper<
Rational<GanzeZahl>,3>,3>

fiir das Beispiel YD = «3/3, YE = 5 (wobei wir die Wurzelgrade als Integer-
Template-Parameter eingefiihrt haben und die Wurzelargumente selbst noch setzen
miissen).

Den Wurzelparameter setzen wir mit einem &dhnlichen Trick wie die Modu-
le bei den Restklassen, nur dass wir hier keinen Stack einfiihren (wenn solche
Korperdarstellungen benotigt werden, dann im Allgemeinen mit konstanten Parame-
tern. Falls komplexere Aufgaben auftauchen, konnen Sie ja den Stack-Mechanismus
nachtrdglich implementieren).

Aufgabe. Fiir den Wurzelparameter wird eine Klassenmethode des Typs
static inline mit einer Variable des Typs T static bendtigt. Der
Riickgabewert ist T&, damit Werte geladen und gelesen werden konnen. Im-
plementieren Sie dies und initialisieren Sie das obige Beispiel mit beiden
Wurzelparametern.

Als Datenstruktur bendtigen wir ein Feld von Werten des template-
Parametertyps T. Wie in den Zahlenklassen zuvor implementieren wir dies wieder
mit internen Datentrédgern, die leicht austauschbar sind.

RefAllocClass (Komp)
T al[stufe];

inline void init(){...}
inline Komp& operator=(Komp const& c){...}
}* komp;

Die Beriicksichtigung der weiteren aus dieser Definition erwachsenden Konsequen-
zen iiberlasse ich Thnen.

Die arithmetischen Operationen haben Sie ja bereits in der vorletzten Aufgabe
untersucht. Ich stelle die Ergebniss hier noch einmal dar:
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Addition. Die beiden Zahlen werden komponentenweise addiert.

(cosc1,...cn—1) = (ao.ai,...an—1) + (bo,b1,..bn—1) , c1 =ai+b;
Sonst ist hier weiter nichts zu bemerken.

Multiplikation. Wie iiblich wird jede Komponenten der einen Zahl mit jeder der
anderen multipliziert. Unter Beriicksichtigung der Wurzelargumente finden wir:

k n—1
k= Zaj*bk_j—i-D* Z aj* bpygy1—j
=0 j=k+1

wegen v DK x /D! = D~/ DK fiir k + 1 < nund

VDK x /D! = D/DU+D mod 1 fijp [ > p.
Division. Die Division ist fiir n = 2 mit Hilfe der konjugierten Erweiterung zu
16sen:

(ao,a1)  (ao,ai) . (bo, —b1) _ (ao,ai1) * (bo,b1)
(bo,b1)  (bo,b1)  (bo, — b1) b} — Db?

Das Prinzip ist aus der Arithmetik der komplexen Zahlen bekannt und bedarf daher
keiner weiteren Erlduterung.

Bei Korpern mit hoherer Stufe ist eine geschlossene Losung in dieser Form
nicht moglich, sondern man muss auf die Definition des inversen Elementes
zurilickgreifen:

a/b=axb"" mit bxb ' =1

Aus der 2. Formel erhalten wir fiir n = 4 das lineare Gleichungssystem (Sie konnen
dies sicher leicht auf den allgemeinen Fall verallgemeinern):

bo b3 xD by xD by x D X0 1
by by b3*xDbyxD x| _ |0
by by by b3xD * x| O
b3 bz b1 b() X3 0

Aufler fiir b = 0 hat dieses System immer eine Losung, die mittels des Gauss-
Verfahrens zu ermitteln ist.

15.6.2 Implementation der Algorithmen

Da unsere Konstruktion den allgemeinen Fall mit unbekanntem n abdecken soll,
wiirde eine schulmifige Implementation mit for-Schleifen arbeiten und den in
Kap. 6 implementierten Gauss-Algorithmus einsetzen. Da wir es aber mit relativ
kleinen n zu tun haben, ist diese Losung nicht besonders effizient.
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// Standardimplementation:
for (i=0;i<3;i++)
clil=alil*b[i];

// alternative Implementation
(* (c++) =" (a++) ) * =" (b++) ;
(*(c++) =" (a++) ) *=* (b++) ;
(*c:*a) *z*b;

Die durch geschickte Registernutzung oder durch Vermeidung temporirer Varia-
bler gegebenenfalls mogliche Kodeoptimierung einmal Auflen vorgelassen (auch
der Optimierer des Compilers soll ja etwas leisten, und wir haben ja schon einmal
festgestellt, dass es oft nicht sinnvoll ist, ihn iiberlisten zu wollen), haben wir zumin-
dest die Schleifenvariable vermieden, bei drei Rechenschritten rein formal 25% des
Gesamtaufwands (das stimmt natiirlich meist nicht, wenn in den Schleifenkorpern
eigene Datentypen zum Einsatz kommen).

Aufgrund des ,.freien* Parameters n in der template-Parameterliste konnen
solche effizienten Implementationen nur durch zur Compilezeit ablaufende Al-
gorithmen erzeugt werden. Solche Algorithmen, die zur Compilezeit dhnliches
bearbeiten wie Algorithmen zur Laufzeit, heien auch Metaprogramme. Die Kon-
struktion solcher Programme wird aus der alternativen Implementation bereits
ersichtlich: eine Template-Funktion mit dem Parameter n erzeugt eine Zeile des Al-
ternativprogramms und ruft sich anschliefend mit dem Parameter n—1 selbst wieder
auf. Damit dies nicht zu einer Endlosschleife fiihrt, existiert eine Spezialisierung
fir n = 0, die keinen weiteren Aufruf hat. In der Praxis sieht das fiir eine Funk-
tion, die alle Komponenten eines Feldes mit einem bestimmten Wert initialisiert,
folgendermal3en aus:

template <class T, int n>
struct FastOperation {
static inline T& set(T* t, T const& value) {
return *tzFastOperation<T,n—l>::
set (t+1l,value) ;
}//end function
};//end struct

template <class T>
struct FastOperation<T, 1> {
static inline T& set (T* t, T const& value) {
return *t=value;
}//end function
};//end class

template <int n, class T> inline
void fo_clear (T* t)
{ FastOperation<T,n>::set (t,null<T>()); }
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template <int n, class T> inline
void fo_set(T* t, T const& value)
{ FastOperation<T,n>::set(t,value);}

Im Programm aufgerufen wird eine der beiden Funktionen, z.B. durch
fo_set<5=(a,val). Rekursiv wird hierdurch die Zuweisungskette

=" (t+1)=" (t+2)=" (£t+3)=" (t+4)=value

erzeugt (aufgrund der besonderen Zuweisungsstruktur miissen wir diese Kette bei
n = 1 abbrechen lassen). Die Hilfsfunktionen erleichtern die Aufrufsyntax und
halten Offsetberechnungen zu Beginn des Algorithmus aus dem Hauptprogramm
heraus (siehe unten).

Aufgabe. Implementieren Sie auf dhnliche Weise Mate-Programme fiir die kom-
ponentenweise Addition von Feldern, das Kopieren der Inhalte eines Feldes auf
ein anderes sowie die Multiplikation mit einem konstanten Faktor. Die statischen
Methoden haben in diesem Fall natiirlich keinen Riickgabewert:

template <class T, int n>
struct FastOperation {
static inline void aradd(T* a, T const® b) {
* *
a+="b;
FastOperation<T,n-1>::aradd(++a, ++b) ;
}//end function

Etwas komplizierter ist die Multiplikation (siehe oben). Sie erfordert zwei ,,Ska-
larprodukte* sowie eine Multiplikation. Auf die Komponenten einer temporiren
Variablen werden zunichst die mit dem Wurzelfaktor D behafteten Skalarprodukte
summiert, diese mit D multipliziert und abschlieBend die unteren Skalarproduk-
te hinzugefiigt. Die ergibt eine minimale Anzahl von notwendigen tempordren
Speicherplitzen.

template <class T, int n> inline ZahlKoerper<T,n>&
ZahlKoerper<T,n>: :operator”=(ZahlKoerper<T,n>
const& z) {
ZahlKoerper<T,n> tmp;
fo_upsum<stufe> (tmp.komp->a, komp->a, z.komp->a) ;
fo_mul<stufe> (tmp.komp->a,wurzel () ) ;
fo_lowsum<stufe> (tmp.komp->a, komp->a,
z .komp->a, false) ;
*this=tmp;
return *this;
}//end function

Damit dies funktioniert, miissen wir bei den Skalarprodukten als zusitzliche Para-
metrierung vorsehen, ob die Summationsvariable initialisiert wird oder nicht. Wir
erhalten dann die Implementation
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// Rekursive Klasse
template <class T, int n>
struct FastOperation {
static inline
T& ipsum(T& c, T const® a, T const® b){
return FastOperation<T,n-1>::
ipsum(c,a+l,b-1)+=(*a * *b);
}//end function

static inline
void lowsum(T* ¢, T const®* a, T const® b){
FastOperation<T,n>::ipsum(*c,a,b);
FastOperation<T,n-1>::lowsum(--c,a, --b);
}//end funcion
};//end struct

// Abbruchspezialisierung
template <class T>
struct FastOperation<T, 1> {
static inline
T& ipsum(T& c, T const® a, T const® Db){
return c+=(*a * *b);
}//end function

static inline
void lowsum(T* ¢, T const®* a, T const® b){
FastOperation<T,1>::ipsum(*c,a,b);
}//end funcion
};//end class

// keine-Operation-Spezialisierung
template <class T>
struct FastOperation<T, 0> {
static inline
T& ipsum(T& c, T const®, T const®){return c;}
static inline
void lowsum(T*, T const®, T const™){}
};//end class

// Einsatzmethode
template <int n, class T> inline
void fo_lowsum(T* c,T const® a,T const® b,
bool clr=true) {
if(clr) {
fo_clear<n>(c);
}//end funcion
FastOperation<T,n>::lowsum(c+n-1,a,b+n-1);
}//end function
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In der Funktion fo_lowsum (. .) wird die Initialisierung des Zieles bei Bedarf
durchgefiihrt und die notwendigen Offsets der Zeiger berechnet. Die Klassenmetho-
de lowsum(..) ilibernimmt die Berechnung der Skalarprodukte fiir alle Felder,
die Klassenmethode ipsum(..) die Berechnung der einzelnen Skalarprodukte
mit gegenldufigen Indizes. Durch die Rekursion werden alle Summationen als auf-
einander folgende Einzelanweisungen implementiert und zwei Schleifenvariablen
eingespart. Durch Abbruchspezialisierung und ,.keine-Operation‘-Spezialisierung
muss bei der Implementation keine Nebenbedingung der Art (n > 1) beachtet
werden.

Aufgabe. Die Methoden sind sehr eng am beobachteten Problem ausgelegt, Sie
konnen die Klasse FastOperation aber leicht auch durch weitere Metho-
den fiir andere Probleme erweitern. Implementieren Sie nun zunichst die Klasse
ZahlKoerper einschlieBlich der Multiplikation.

Bliebe abschlieend noch die Division zu implementieren, die eine Implementation
des Gauss-Algorithmus verlangt. Die Matrix legen wir als Struktur an, so dass ein
doppelter Zeiger entsteht und kein intern strukturiertes Feld:

template <class T, int n>
struct ZL { T aln+l]l; };

template <class T, int n>
struct FastGauss {
ZL<T,n> zl[n];

Das Feld enthilt den Zielvektor, d.h. der gesamt Algorithmus ist entsprechend
seinem vorgesehenen Verwendungszweck darauf ausgelegt, eine Losung fiir ein Sy-
stem zu liefern. Fiir das Setzen des Zielvektors und der Matrixelemente konstruieren
wir wieder rekursive Klassenmethoden, die iiber die Zeilen iterieren:

// Setzen des Zielvektors
template <class T, int n, int 1> struct vc {
static inline void cp(ZL<T,n>* a, T const® b){
a->a[n]="b;
ve<T,n,i-1>::cp(++a, ++b) ;
}//end function
};//end struct

template <class T, int n> struct ve<T,n,1> {
static inline void cp(ZL<T,n>* a, T const® b){
a->a[n]l="b;
}//end function
};//end struct

Aus das Setzen der Matrixelemente besteht im Wesentlichen aus dem Kopieren
der Komponenten der zu invertierenden Zahl in umgekehrter Reihenfolge, wobei
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in jeder Zeile eine abnehmende Anzahl von Elementen mit der Wurzelbasis zu mul-
tiplizieren ist (siehe oben). Ist n die Anzahl der Zeilen und s die aktuell zu setzende
Zeile, so besteht die Kunst lediglich darin, die Indizes der verschiedenen Kopier-
und Multiplizieralgorithmen geschickt zu setzen.

// Setzen der Matrixelemente
template <class T, int n, int s> struct mv_fg{
static inline void cp(T* a, FastGauss<T,n>& fg,
T consté& 4d) {
fo_inv_copy-s>(fg.zl[s-1].a,a);
fo_inv_copy<n-s>(fg.zl[s-1].a+s,a+s);
fo_mul<n-s>(fg.zl[s-1].a+s,d);
mv_fg<T,n,s-1>::cp(a, fg,d);
}//end function
};//end struct

template <class T, int n> struct mv_fg<T,n, 0>{
static inline void cp (T const™,
FastGauss<T,n>&, T const&) {}
};//end struct

Sind die Matrixelemente einmal gesetzt, kann der Gausssche Algorithmus, beste-
hend aus Pivot-Sortierung und Spaltenelimination, durchgefiihrt werden. Hierzu be-
notigen wir einen weiteren int-template-Parameter, der die aktuell bearbeitete
Zeile mitzahlt:

template <class T, int n, int m> struct _elim {
static inline void f(ZL<T,n>* zl, T& tmp) {
_pivot<T,n,n-m,m-1>::£(zl);
_line_elim<T,n,n-m,m-1>::f(zl, tmp) ;
_elim<T,n,m-1>::f(zl1, tmp) ;
}//end function
};//end class

template <class T, int n> struct _elim<T,n,1> {
static inline void f(ZL<T,n>*,T&) {}
};//end class

Die Spaltenelimination umfasst die Zeilen 0 < m < n — 2, die jeweils zur Eliminie-
rung der Spalten m+1 < s < n—1 verwendet werden. Wir lassen den Arbeitszihler
m riickwirts laufen, um die Rekursion sauber abbrechen zu konnen, und setzen in-
tern auf die normalen Zeilennummern n» — m um, um nicht das Gaussschema neu
berechnen zu miissen. Programmiertechnisch macht dies nichts aus, da Ausdriicke
wie n — m + 1 zur Compilezeit ausgewertet werden und keinen Einfluss auf die
Laufzeit haben.

Die Pivot-Sortierung muss nur dafiir sorgen, dass in der Arbeitzeile im Dia-
gonalelement keine Null steht. Die Grofe der Werte ist unerheblich, da wie
bereits erwdhnt mit absolut genauen Zahlen gearbeitet wird. Die Rekursion wird
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in diesem Sinne normal aufgebaut (wieder mit Riickwdrtszdhlung), enthélt aber
laufzeitbedingte vorzeitige Abbriiche. Wir bendtigen nun noch einen weiteren
int-template-Parameter, um die Zeilen bis zum Matrixende zéhlen zu kon-
nen. Da sich der Offset in den Zeilen jeweils dndert, wenn die nichste Arbeitszeile
bearbeitet wird, konnen wir auf dieses aufwéndige Indexsystem nicht verzichten.

template <class T, int n, int m, int k>
struct _pivot {
static inline void f(ZL<T,n>* z1){
1if(zl[m].alml==null<T>()){
swap (z1l[m],zl[n-k]);
_pivot<T,n,m,k-1>::£f(zl);
}//endif
}//end function
};//end struct

template <class T, int n, int m>
struct _pivot<T,n,m, 0> {

static inline void f(ZL<T,n>* zl1){}
};//end struct

Der Austausch der Zeilen fillt durch das Doppelzeiger-System sehr leicht, da nur
Zeiger auf Felder getauscht werden.?
Zum Abschluss wird die Spaltenelimination nach dem gleichen Schema umgesetzt:

template <class T, int n, int m, int k>
struct _line_elim {
static inline void f(ZL<T,n>* zl, T& tmp) {
if(zl[n-k].a[m]!=null<T>()){
(tmp=z1l[m].a[m])/=z1l[n-k].a[m];
fo_mul<n-m+1>((zl[n-k].a)+m, tmp) ;
fo_ar_sub<n-m+1>((zl[n-k].a)+m,
(z1[m].a)+m) ;
}//endif
_line_elim<T,n,m,k-1>::f(zl, tmp) ;
}//end function
};//end struct

template <class T, int n, int m>
struct _line_elim<T,n,m, 0> {

22Man hitte natiirlich auch die Inhalte kopieren konnen und dafiir ein innenstrukturiertes Feld
(Feld mit Doppelindex) verwenden konnen, miisste dann aber auch die interne Indizierung bei
der auswahl der Algorithmen beachten. Mit dem Doppelzeigersystem erledigt sich diese Pro-
blem, und aufgrund des Aufbaus der Algorithmen entsteht auch kein Mehraufwand gegeniiber
einer Indexberechnung.
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static inline void f(ZL<T,n>*,T&) {}
};//end struct

Auch diese Aufgabe besteht wieder aus einer geschickten Berechnung der Indizes.

Aufgabe. Damit Sie auch einmal mit den Indizes herumexperimentieren kdnnen,
erhalten Sie nun die Aufgabe, die Riickwirtselimination durchzufiihren. Auch
hierfiir geniigt wieder ein weiter Zihlindex (Abb. 15.1).

Abb. 15.1 Laufzeitverhiltis 14 3
Standardalgorithmus/ ]
Metaprogramm als Funktion 12 ]
des Matrizengrades 10 ]
8
6
4 4 \
2
o ++—r—"—"r1———T—T T

2,5 5,0 7,5 100 125 150 17,5 20,0

Damit haben wir alle wesentlichen Implementationsteile diskutiert, und Sie kon-
nen die Klassendefinition nun abschliefen und das Ganze in Betrieb nehmen. Was
der Compiler hier erzeugt, kann recht umfangreich werden, weil entsprechend den
drei geschachtelten for-Schleifen der schulméfigen Implementationdes Gauss-
Algorithmus nun drei geschachtelte rekursive Compiler-Algorithmen zum Einsatz
kommen. Im Back-Engineering des fertigen Kodes haben wir eine Version vor uns,
die jemand schreiben wiirde, der nie etwas von Schleifen gehort hitte. Im Gegen-
zug ist dieser Code allerdings so effizient wie moglich geworden. Ein Vergleich mit
einer Standard-Gauss-Implementation weist folgende Verhiltnisse auf:

Bei kleinen Graden — und gerade die sind ja im Zusammenhang mit Zahlkor-
pern interessant — ist eine Effizienzverbesserung um den Faktor 10 erreichbar. Bei
zunehmendem Grad wird die Effizienzsteigerung erwartungsgemal geringer, weil
die Schleifen- und Adressverwaltung zunehmend einen verhdltnismifBig geringeren
Anteil an der Gesamtbelastung aufweist.
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