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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Operationen auf unscharfen Mengen (1)

A

A

Nun haben wir unscharfe Mengen, aber wozu dient das Ganze?

Was kann man mit unscharfen Mengen und der unscharfen
Logik machen, was man mit Cantor-Mengen und der klassischen
Logik nicht machen kann?

Wir bendtigen zunachst noch Kenntnisse dartiber, wie man un-
scharfe Mengen zueinander in Beziehung setzen und verknupfen
kann. Wie lassen sich etwa Durchschnitt, Vereinigung und Kom-
plementmengen geeignet definieren?

Wir bendtigen also eine geeignete Mengenalgebra.

Dr. N. Waleschkowski: Computational Intelligence Hochschule Darmstadt, FB Informatik SS 2010 VCI_03_Fuzzy_Sets_T2.ppt



oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Operationen auf unscharfen Sets nach Zadeh (1)

A

Zadeh hat fur Teilmengenbeziehungen, Komplementbildung
sowie Vereinigung und Durchschnitt Definitionen vorgeschlagen,
die sich in natlrlicher Weise ergeben:

Gegeben seien 2 Fuzzy-Mengen auf derselben Grundmenge G:
U={(X ux) | xeG, 0<py(x) <1}
V= { (XI HV(X)) | XGGI 0< uV(X) <1 }

Def.: Dann ist der Durchschnitt von U und V definiert als

UnV = { (XI uUmV(X)) I XEG, uUmV(X) = mln( HU(X)’ MV(X) )}

Die Durchschnittsbildung kann als logische UND-Verknupfung
aufgefasst werden.

Def.: Die Vereinigung zweier Fuzzy-Mengen ist definiert als

ULV = { (X, tyv(X)) | xeG, py v(x) = max( py(x), my(x) )}

Die Vereinigungsbildung kann als logische ODER-VerknlUpfung
aufgefasst werden.
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CI: Fuzzy Logik

Vereinigung und Durchschnitt nach Zadeh

A

Die aus der klassischen Mengenlehre bekannten Venn-Diagram-
me lassen sich nicht auf unscharfe Mengen Ubertragen. Ublich
ist die Visualisierung anhand der Zugehorigkeitsfunktionen.

Durchschnitt UnV={(X, (X)) [xeG, py-v(X)=min(uy(x),m,(x))*

1T /’_ N //_ _______
/! R
// mittel ) // hoch Iogisches
y UND
:,' : | | km:/h
100 140 180 230

A Vereinigung UuV={(X,uy (X)) IxeG, py y(x)=max(uy(x),m,(x))}

A
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hoch ODER

mittel
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Teil- und Komplementmengen nach Zadeh

Zum Begriff d ; - - ;
W ) A Die Teilmengenbeziehung ist be- R
Jimenge: _ : : o
ciner Fuzzy-Teilmenge, reits bekannt. Hier ein Beispiel: ;4
S\ einem bestimmeen Sei U die unscharfe Menge der
n . :
anderon Mengs. " ,hohen", V die unscharfe Menge toch / sehr hoch
der ,sehr hohen Geschwindig-
keiten". Es gilt VcU, denn , km/h
Hsehr hoch(X) < uhoch(x) VxeG 180 210 230
A | Def.: Unter der Komplementmenge einer unscharfen Menge
Die Komplementmenge U={xeG | py(x) = 0} verstehen wir die Menge U, mit
einer Menge U wird
auch oft mit U bezeich- UC={X€G | MUC(X):=1_HU(X)}'
net.
A Bsp.: Betrachte die Zugehorig- 4
keitsfunktion der Fuzzy Menge 1

~hohe Geschwindigkeiten" und
deren Komplement , nichthohe
Geschwindigkeiten™

Unicht hoch(X) = 1- Uhoch (X)

nicht hoch

km/h
180 230
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Aus der griechischen
Philosophie (Aristoteles)
stammt das Prinzip vom
ausgeschlossenen Drit-
ten [Tertium non datur.
(Ein Drittes ist nicht ge-
geben.); engl. law of
the excluded middle]. Es
besagt, dass von zwei
einander widerspre-
chenden Gegensatzen
mindestens einer zutref-
fen muss (A v —A). Da
man die ausgeschlosse-
ne dritte Moglichkeit in
der griech. Philosophie
mit einer raumlichen
Analogie als das Mittlere
bezeichnet, wird das
Prinzip auch Prinzip des
ausgeschlossenen Mitt-
leren oder ,Prinzip des
zwischen zwei kontra-
diktorischen Gegensat-
zen stehenden ausge-
schlossenen Dritten
oder Mittleren™ genannt.

Davon zu unterscheiden
ist das Prinzip der
Widerspruchsfreiheit
bzw. das Prinzip von der
Non-Kontradiktion (Prin-
cipium non contradictio-
nis) bzw. der Satz vom
ausgeschlossenen Wi-
derspruch (A A —A). Es
besagt, dass zwei ein-
ander widersprechende
Gegensatze nicht zu-
gleich zutreffen kdénnen.
Eine Aussage kann nicht
gleichzeitig mit ihrem
Gegenteil (ihrer Satz-
verneinung) zutreffen.

Rechenregeln

A Damit ergeben sich die bereits aus der klassischen Mengenlehre
bekannten Rechenregeln flir Mengen:

UV = Vuu UnV = Vnu Kommutativitat
Uu(Vuw) = (UUV)UW UNn(VAW) = (UnV)NW Assoziativitat
Uu(VNW)=(UuV)N(UuW) UN(VUW)=(UNV)u(UNW) Distributivitat
vuu(UnV) = U Un(UuVv) = U Absorption

Uuuu = U Unu = U Idempotenz
UcVcW=UcW Transitivitat

U= U dopp. Komplement
(UWV) = Ucn Vg (UNnV)e = UL Ve de Morgan

uugd = U Und = & neutrales Element
UuG =G UG = U

Do=G G, =0

A In der klassischen Mengenlehre gelten auBerdem die Regeln
Uu Ug,=G (Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten,

Un U =@ (Prinzip der Widerspruchsfreiheit),
die aber nicht fir unscharfe Mengen gelten.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Rechenregeln

A FUr unscharfe Mengen gilt i.a.:
Uu UC =G
Un UC *

A Ein einfaches Beispiel veranschaulicht den Sachverhalt:
Sei U die unscharfe Menge der ,hohen™ und U; die unscharfe

Komplementmenge der ,nichthohen Geschwindigkeiten®.

4

{hoch} n {nicht hoch} # & N {hoch} U {nicht hoch} + G

-
00}
o
N
(OV)
o

[y

m-\

o

N

w

o

v
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Fiir die Ahnlichkeit un-
scharfer Mengen gilt
stets: 0< sim(U,V) <1.
Im Falle der Gleichheit
von U und V gilt:
sim(U,V)=1.

Die Teilmengigkeit gibt
an, zu welchem Grade
bzw. Anteil eine un-
scharfe Menge U eine
Teilmenge von V ist.
Ist U eine Teilmenge
von V oder gleich V, so
ist sub(U,V)=1.

Ist UnV=J, so ist
sub(U,V)=0.

CI: Fuzzy Logik

Ahnlichkeit, Fuzzyness und Teilmengigkeit

A

FlUr endliche unscharfe Mengen machen folgende Fragen Sinn:
> Wie fuzzy ist eine unscharfe Menge?

2 Zu welchem Grad ist eine Menge Teilmenge einer anderen
unscharfen Menge?

2 Wie ahnlich sind sich zwei unscharfe Mengen?

Def.: Seien U und V zwei unscharfe Mengen #. Dann heilt
sim(U,V)=|UnV|/|UuV|
die Ahnlichkeit von U und V.

Def.: Sei U eine unscharfe Menge. Die Grdl3e
fuzz(U) = [UNU¢|/[ULU;]
heiBt Fuzzyness von U.

Die Fuzzyness ist nichts anderes als die Ahnlichkeit einer un-
scharfen Menge und ihrer Komplementmenge. Scharfe Mengen
haben stets die Fuzzyness 0.

Def.: Seien U#J und V zwei unscharfe Mengen. Dann heif3t
sub(U,V)=|UNV|/|U]
die Teilmengigkeit von U zu V.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Ein kleines Anwendungsbeispiel

Ein weiterer UND-Operator:
HyAv=Hy(X) - 1y(X)

Ein weiterer ODER-Operator:
Huov=Hy(X) + iy (X) =y (X) -y (X)

A

Wir untersuchen die Wirkungsweise der Mengenoperationen an
einem Beispiel. Es geht um eine Kaufentscheidung fir ein Haus,
das sowohl attraktiv sein als auch verkehrsginstig liegen soll.

Wir betrachten die unscharfen Mengen ,attraktive Hauser"™ und
~verkehrsgunstige Hauser". Alle Hauser seien gleich teuer.

attraktive verkehrsgunstige Hauser

Haus 1 0,4 0,4
Haus 2 0,9 0,3
Haus 3 0,7 0,3

Die formale Durchschnittsbildung fahrt zur Verwendung des
Minimum-Operators. Danach ware Haus 1 zu einem Grad von
0,4 ,attraktiv und verkehrsginstig® und Haus 2 nur zu einem
Grad von 0,3. Menschen wirden dagegen i.a. Haus 2 vorziehen.

Die folgende aus y; und pu, errechnete Zugehoérigkeitsfunktion
heif3t "“nCIUiStiSCheS UND". vy = 0, dann keine Kompensation.

. = . 1-v, + =Lt Yy =1, dann volle Kompensation.
Hingunp ((TTRYY) R (VYR VIV T ITRITRY)) v bestimmt den Grad der Kompensation.

Das linguistische UND entspricht eher einem kompensatorischen
UND. Eine GréBe kann bis zu einem gewissen Grade durch eine
andere kompensiert werden.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Verallgemeinerungen der Mengenoperationen

A Die Betrachtung des Anwendungsbeispiels hat gezeigt, dass es
sinnvoll sein kann, die Durchschnittsbildung - und wohl auch
andere Mengenoperationen - anders zu definieren, als Zadeh es
zunachst getan hat.

A Es wird aber stets verlangt, dass die Operationen auf unscharfen
Mengen mit den entsprechenden Operationen auf scharfen Men-
gen Ubereinstimmen, wenn man sich auf die charakteristischen
Funktionen bezieht.

A Weiter wird festgelegt, dass die Operationen elementweise aus-
zufihren sind, d.h. der Zugehorigkeitsgrad eines Elements, etwa
bei der Durchschnittsbildung, muss sich stets aus den Zugeho-
rigkeitsgraden der Elemente der zu schneidenden Mengen ermit-
teln lassen.

A Dadurch sowie durch weitere Bedingungen - etwa Kommutativi-
tat — werden diese Operationen jedoch nicht eindeutig festge-
legt. Daher betrachtet man Klassen von Operationen und zwar
2 zur Modellierung der Schnittmengenbildung und des ,logi-

schen UND" sog. t-Normen T (triangulare Normen),

2 zur Modellierung der Vereinigungsbildung und des ,logischen
ODER" sog. t-Conormen L (auch s-Normen genannt),

2 zur verallgemeinerten Komplementbildung sog. Negationen,

kompensatorische Operatoren zur Modellierung linguistischer
Logikkonzepte.

O
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Negationen (1)

A
A

Wir beginnen mit der Betrachtung von Negationen.

Def.: Eine Funktion =:[0,1] = [0,1] heit Negation bzw. Kom-
plementfunktion, wenn fur alle a,b €[0,1] gilt:

(i) =(0)=1und~=(1)=0

(i) a < b= =(a)=-(b)

Die Zadeh-Negation ist die von Zadeh vorgeschlagene Funktion
-, (a)=1-a. Fir eine unscharfe Menge U ergibt sich damit die
Komplementmenge

Up={ (%, ()| X€G und pry (x)= 1-1,()}.

Eine weitere Negation ist die drastische Negation:

_J1, fallsac<t
ar(d) = {O, fallsa > t

In vielen praktischen Anwendungen werden an Negationen noch
folgende Zusatzanforderungen gestellt:
(iii) Stetigkeit: - ist stetig
(iv) Involutivitat: - ist involutiv,
d.h. = (=(x))=x vxe[0,1]
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Negationen (2)

A

A

(1)

Def.: Eine Involution i(x) ist eine Funktion, die sich an der
Winkelhalbierenden spiegelt, d.h. i(i(x))=x.

Einige Beispiele fiir Negationen:

nicht stetig, nicht involutiv stetig und involutiv stetig, nicht involutiv

2 @ %, (3) 4

1

N )l 1 N
T 14 T T 14
1 1

1 ,falls 0<x<1 —3x+1, falls 0<x<
J(x)= 0 ,falls 1<x<1 —1x+4,falls $<x<I

f(X)={

Stetige Negationen - s. die Beispiele (2) und (3) - bilden offen-
sichtlich eine Unterklasse der Menge der Negationsfunktionen.

Innerhalb der Klasse der involutiven Negationsfunktionen gibt es
einige wichtige Unterklassen wie etwa die

2 Sugeno-Klasse und die
2 Yager-Klasse.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Negationen (3)
A | Def.: Die Menge der Funktionen

=, (X) = (1-x)/(1+ Ax) mit Ae(-1,00)
auf [0,1] heiBt Sugeno-Klasse.

Flr A=0 ergibt sich das
Zadeh-Komplement.

Flr A-> -1 schmiegen sich
die Kurven von unten/links
an die obere/rechte Seite
des Quadrats an (rote Kur-
ven).

Flr A->0c0 schmiegen sich

> die Kurven von rechts/oben
an die linke/untere Seite
des Quadrats an (blaue
Kurven) .
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Negationen (4)
A | Def.: Die Menge der Funktionen

—,(X) = (1-x®)Y© mit we(0,00)
auf [0,1] heiBt Yager-Klasse.

Flr =1 ergibt sich das
Zadeh-Komplement.

m—>00

Flir ®>0c0 schmiegen sich die
Kurven von unten/links an
die obere/rechte Seite des
Quadrats an (rote Kurven).

Fir ®>0 schmiegen sich die
Kurven von rechts/oben an
> die linke/untere Seite des
Quadrats an (blaue Kurven).

®»->0
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Negationen (5)

A

Alle stetigen Negationsfunktionen haben eine gemeinsame
Eigenschaft: Sie besitzen einen Fixpunkt bzw. ein Gleichgewicht.

Def.: Ein Punkt g aus [0,1] heiBt Fixpunkt bzw. Gleichgewicht
der Negation -, wenn gilt =(g)=g.

Dieser Fixpunkt g gibt den Zugehorigkeitsgrad an, zu dem g
sowohl zu einer unscharfen Menge U als auch zur Komplement-
menge U, gehort. Daher auch die Bezeichnung Gleichgewicht,

da g fur beide Mengen denselben Zugehdrigkeitsgrad besitzt.

Der Fixpunkt der Negation ist der Schnittpunkt von = mit der
Winkelhalbierenden. Es ist klar, dass es wegen der geforderten
Monotonie von = héchstens einen Fixpunkt geben kann. Wenn
— stetig ist, muss es einen Schnittpunkt geben. Daher gilt der
folgende Satz.

Eine Negationsfunktion hat hdéchstens einen Fixpunkt. Ist =
stetig, so besitzt = genau einen Fixpunkt.

Flr die Zadeh-Negation -(a)=1-a ist g=0,5.
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Negationen (6)
A An Negationen kdnnte man noch die folgende zusatzliche Anfor-

derung stellen:
(v) a+b=1= =(a)+ =(b)=1

A Man kann nun zeigen, dass alle Anforderungen (i)-(v) eine
Negation eindeutig kennzeichnen. Es gilt der folgende

Gaines, Brian R.: Foun-

gfrf;nfng;f]gztfgngfaso- A | Satz: Durch die Anforderungen (i)-(v) ist die ,natlrliche"
Journal of Man-Machine Zadeh-Negation —(a)=1-a eindeutig festgelegt.
Studies 8(6); pp. 623-

668, November, 1976
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t-Normen beschreiben
keine konkreten Funk-
tionen, sondern eine
Klasse von Funktionen.
Die Anforderungen, die
man an eine t-Norm
stellt, stellen die Min-
desteigenschaften dar,
die ein Operator zur
Durchschnittsbildung
erflillen muss. Die
Grenzbedingungen
7(0,0)=7(1,0)=7(0,1)
=0 & 7(1,1)=1 sowie
1(0,0)=0& 1=1(0,1)
=1(1,0)=1(1,1) mUs-
sen naturlich gelten.
Zadeh's min-Operator
ist eine spezielle t-
Norm. Entsprechendes
gilt fur t-Conormen als
Operatoren zur Vereini-
gung unscharfer Men-
gen. Zadeh's max-Ope-
rator ist eine spezielle
t-Conorm.

Die Forderung nach
Assoziativitat (i) wird
erhoben, da das Ergeb-
nis der Durchschnitts-
bildung von mehr als
zwei Mengen unabhan-
gig von der Klamme-
rung sein sollte. Wenn
also mehr als zwei Wer-
te verkntlpft werden, so
darf die Reihenfolge der
einzelnen Verknupfun-
gen keinen Einfluss auf
das Ergebnis haben.

Der Forderung nach
Monotonie (iv) liegt fol-
gende Idee zugrunde:
Je mehr ein Element
den zu schneidenden
Mengen angehort, desto
starker soll es dem
Durchschnitt angeh6-
ren.

Dr. N. Waleschkowski: Computational Intg
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t-Normen und t-Conormen (1)

A

Def.: Eine Funktion 7:[0,1]%2 = [0,1] heiBt t-Norm, wenn fir alle
a,b,c €[0,1] qilt:

(i) T(a,T(b,c))= T(7(a,b),c)
(i) T(a,b) = T(b,a)

(i) T(a,1) = a

(iv) a<b= T(a,c) < T1(b,C)

(Assoziativitat)
(Kommutativitat)
(neutrales Element)
(Monotonie)

Lemma 1: Fir alle a qilt: 7(0,a) =0

Bew.:a<1 :>(iV) T(a,O) < T(l,O) =(”) T(O,l) =(iii) 0= T(a,O) =0

Lemma 2: a<bac<d= T(a,c) < T(b,d)

Bew.: a <b =;,T(a,c) <T(b,c) =3,T(c,b) <y u. Ann. c<a T(d,D)
=(”)T(b,d) [ |

Def.: Eine Funktion L:[0,1]%2 = [0,1] heiBt t-Conorm, wenn fir
alle a,b,c €[0,1] qilt:

(i'y 41(a, L(b,c))= L(L(a,b),c) (Assoziativitat)

(i) L(a,b) = L(b,a) (Kommutativitat)
(i) 1(a,0) = a (neutrales Element)
(ivy a<b= 1(a,c) < L(b,c) (Monotonie)

Lemma: 1(a,1) = 1 va (Bew. &hnlich wie fir T (5.0.))

SS 2010 VCI_03_Fuzzy_Sets_T2.ppt Seite 18
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Die Idempotenz besagt,
dass die wiederholte

Anwendung der Opera-

tion stets zum gleichen

Ergebnis flihrt, also
f(f(x))=f(x) bzw.
(fof)(x) = f(x) bzw.
xfx =X.

Beispiele:

Folgende Funktionen

sind idempotent:

f(x) = ¢
f(x) = x
f(x)=Ix|

Bei bindren Operationen
heiBen Elemente idem-
potent, wenn sie mit
sich selbst verknlpft
wieder sich selbst
ergeben.

Beispiele:

0 und 1 sind bzgl. der
Multiplikation idempo-
tent, da mult(0,0)=0
und mult(1,1)=1.

w(wahr) und f(falsch)
sind bzgl. der UND-
sowie der ODER-Ver-
kntpfung idempotent:
UND(w,w)=0DER(w,w)
=w und UND(f,f)=
ODER(f,f)=f.

In der klassischen Men-
genlehre sind alle Men-
gen bzgl. Durchschnitt
und Vereinigung idem-
potent.

Frage: Warum fordert
man nicht die Idem-
potenz fir t-Normen?

Antwort: Bei unscharfen
Mengen kennt man vie-
le verschiedene Formen
der Mengenkonjunk-
tion. Die Forderung
nach Idempotenz wirde
diese Moglichkeiten
sehr stark einschranken

CI: Fuzzy Logik

t-Normen und t-Conormen (2)

A | An t-Normen und t-Conormen werden manchmal noch folgende

Zusatzanforderungen gestellt:

(v) bzw. (v')  Stetigkeit: T(L) ist stetig

(vi) bzw. (vi‘) Idempotenz: T(L) ist idempotent, d.h.
T(L)(a,a) = a Vae[0,1]

A Die bekanntesten T-Normen:

Tmin(@,b) = min {a,b} (die Minimum-Norm (Zadeh))
T uka(@,b) = max {0, a+b-1} (die Lukasiewicz-Norm)
Torod(@,b) = a-b (die Produkt-Norm)

A Die bekanntesten L-Conormen:
L min(a,b) = max {a,b} (die Minimum-Conorm (Zadeh))
1, uka(@,b) = min {a+b, 1} (die Lukasiewicz-Conorm)
Lprod(@,b) = a+b - a-b (die Produkt-Conorm)
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t-Normen und t-Conormen (3)

A | Ublicherweise werden eine t-Norm und eine t-Conorm Uber eine
Negation zu einem dualen Paar verknupft. Mittels der Zadeh-Ne-
gation pc=1- p werden die o.a. t-Normen und t-Conormen mit

gleichem Index miteinander verknlpft. Die korrespondierende
t-Conorm zu einer t-Norm hei8t dann die zu ihr duale t-Conorm.

Aligemein kann man A | Zwischen t-Normen und t-Conormen besteht also stets der
jeder t-Norm T durch
eine Negation — mittels folgende Zusammenhang:
1 (a,b)= _1_ _ _
~(T(=(a),~(b))) L(a,b) =1-7T(1-a, 1-b)
eine duale Conorm zu-
ST (e Bl il A Ein Vorteil dieser Verkniipfung ist die Giiltigkeit der de Morgan-

schen-Gesetze. Es gilt dann:
(UO V) =Up @ V flir 0,0 e{n,u} und © = .

A Haufig werden die Negation —(a)=1-a sowie die t-Norm T, und
die t-Conorm 1., verwendet Dieser Operationensatz besitzt

bestimmte glnstige algebraische Eigenschaften:

2 Durchschnitt und Vereinigung sind idempotent, d.h.
Ue U=Uflire  {n, u}
> Es gelten die Distributivgesetze, d.h.
Uoe (Vow) = (UeV) @& (UBW) fir ©,® €{n,u} und O = ®.
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® Da Zé&hler und Nen-
ner divergieren, ist die
Regel von de I'Hospital
anwendbar. Danach gilt
flir > oo
(a+b—l+ﬂab)
1+4

. (a+b—1+ab)

=lim——F—*
ive (14 A)

lim

A=

=lim—=ab
A ® 1
d.h. Ilmk*> OOTk:TpI'Od
Der Beweis fir die Co-
Norm erfolgt analog.

@ Wir betrachten Ar—-1.
Sei a=1. Dann gilt
: (a+b—1+2ab)
Iim| ———
A= -l 1+4
- (b+b2)
> 1+
- 1im 2D
N )
Fir b=1 ergibt sich a
als Grenzwert.
Fir a,b<1ist a-b<a+b,
so dass

. (a+b-1+Aab
lim| ———
Ao -l 1+4

. [a+b—1+ﬂ(a+b)j
<lm| ——=
Ao -1 1+4

_ lim((aer)(Hi)_l)

A -]

1+4

= lim a+b—L
Ao - 1+4

=a+b- lim L — —©0
o -\1+ 4

so dass sich fir a,b#1
als Wert fir 1, 0 ergibt.

Der Beweis fiir die Co-
Norm erfolgt analog.

CI: Fuzzy Logik

t-Normen und t-Conormen (4)

A

Einige der betrachteten dualen Paare lassen sich verallgemei-
nern. Die Luka- und Produkt-Normen gehéren z.B. zur sog.
Weber-Familie.

Def.: Die Familie (T,, 1,) mit Ae(-1,0), wobei
T,(a,b) = max {0, (a+b-1+Aab)/(1+A)}

1,(a,b) = min {1, [a+b - Aab/(1+A)] },
heiBt parametrisierte Weber-Familie.

FlUr =0 erhalt man das duale Paar (T ar LLuka)-
Fr A= co erhalt man das duale Paar (T o4, Lprod)- (= @)

Fir A-> -1 erhalt man das duale Paar (T4, L4.), WObei (> @)

[ a, falls b=1
T4(a,b) = < b, fallsa=1 ,drastisches Produkt™
. O sonst
[ a, falls b=0
lg4(@,b) = ¢ b, fallsa=0 ,drastische Summe"
1 sonst

\
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

t-Normen und t-Conormen (5)

A Wir definieren die Hamacher und die Yager-Familien.

A | Def.: Die Familie (Ty, J_y) mit ye(0,00), wobei
T.(a,b) = ab/[y+(1- y)-(a+b-ab)]

1.(a,b) = [a+b-ab-(1-y)-ab] /[1-(1-y)-ab],
heiBt Hamacher-Familie.

A | Def.: Die Familie (T, L,) mit pe(0,00), wobei
T,(a,b) = 1-min {1, [(1-a)P + (1-b)P]¥/P }

1 ,(a,b) = min {1, [aP +bP]i/P},
heiBt Yager-Familie.

Die Yager-Normen streben flr p>o0 gegen die Zadeh-Normen
und flir p>0 gegen die drastischen Normen. Es gilt der folgende

A | Satz: Fir die Yager-Grenzoperatoren T, und 1, gilt:

limy56Tp =Tmin= mMin {a,b} limp50Tp 2 Tgr (drast. Prod.)
liMp5elp =Lmax= Max {a,b}

limp50Lp 2 Lgr (drast. Summe)
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t-Normen und t-Conormen (6)

A Die bisher betrachteten t-(Co)Normen sind bis auf die drasti-
schen t-(Co)Normen stetiqg.

A Stellt man an t-Normen und t-Conormen samtliche Anforderun-
gen (i)-(vi) bzw. (i*)-(vi‘) , so ergibt sich auf den ersten Blick ein
Uberraschendes Ergebnis: Die einzigen Normen, die alle Anfor-
derungen erflllen, sind die min- und max-Normen nach Zadeh.
Es gilt der folgende

A | Satz: Die Norm T, und die Conorm L, Sind durch die Anfor-
derungen (i)-(vi) bzw. (i*)-(vi') eindeutig festgelegt.

A Bew. fur t-Normen:
Es gelten (i)-(vi). Es sei a < b, wobei a,be[0,1].
Dann gilt: T(a,b) =gy T(b,a) =g,y T(1,a) =@y T(a,1) =@y @ =vor
mm{a b} — Def. Tmm(a b)
Ferner gilt: T,n(@,b) =per, Mmin{a,b} =,.a =yT(a,a)<;,)T(a,b)
Wg. (ii) folgt dann T(a,b) =T,,,(a,b) va,be[0,1]

Bew. fir Conormen: Es gelten (i‘)-(vi‘). Es seia < b; a,be[0,1].
Dann gilt: L(a,b) =2 1(0,b) = b = max{a,b} = 1,.(a,b)

Ferner gilt: 1..(a,b) = max{a,b} =b =, L(b,b) = 1(a,b)
Wie oben folgt dann wg. (ii*): L(a,b) = L.(a,b) va,be[0,1]
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Alle Plots wurden mit
4R erstellt. R ist eine
Programmierumgebung
fur statistische und
math. Zwecke

(s. www.r-project.org)

Einige Beispiele zu t-Normen und t-Conormen (1)
A Wir untersuchen die Auswirkungen der verschiedenen Normen
an einfachen Beispielen anhand der Zugehdrigkeitsfunktionen:

A Wir betrachten auf G=[0,1] die
a) unscharfen Mengen U und V mit p,=id und p,=1-id sowie
b) die unscharfen Mengen R und S mit

-

(5x falls 0<x <2 0 falls 0 <x <L

2 3 5,_1 1 1

,U—<1 falls 2 <x < Iu_<2x " falls {5 <x <3

R™ S

—5x+2 falls 2 <x<1 —5x+1 falls 1 <x <%

0 falls + <x <1 0 falls - <x<1

Zugehorigkeitsfunktionen Zugehdrigkeitsfunktionen
=
a ) 1.0 b) 1.0

0.8 0.8

067 06 |

04 04 -

0.2 0.2

0.0 T T T T Y 0.0
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
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CI: Fuzzy Logik

Einige Beispiele zu t-Normen und t-Conormen (2)
A Anwendung der min-max-Normen

Tmin(@,b) = min{a,b}

Zadeh's min-Norm

1 max(@,b) = max{a,b}

Zadeh's max-Norm

) 1.0 . 1.0 7
Zugehbrigkeitsfunktionen N
104 08 0.8
08 - N 2
06 7 N L 06
08
0ad 04 - 0.4
02
0.2 02 7
00 T T T T 1
00 02 04 06 08 10
0.0 T T T T 1 0.0 - T T T T =
0.0 02 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

b)

X

Zadeh's min-Norm

X

Zadeh's max-Norm

) ) )
- ps(x) - ps(x)
Zugehbrigkeitsfunktionen 0w T 1.0 7
— w0
— w0
0 0.8 0.8
08
0.6 7 0.6 7
06
o4 04 4 04 4
02
02/ 02
00 T T 1 /
00 02 04 06 08 10
0.0 T T T T 1 0.0 T T T T 1
0.0 0.2 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 04 06 0.8 1.0
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eI CI: Fuzzy Logik

Einige Beispiele zu t-Normen und t-Conormen (3)
A Anwendung der Luka-Normen

T uka(@,b) = max{0,a+b-1%} 1, uka(@,b) =min{1,a+b}

Luka's t-Norm: max{0,a+b-1} Luka's t-Conorm: min{1,a+b}
) 1.0 7 1.0
Zugehbrigkeitsfunktionen
10 08 - 0.8
087 ~ -
06 1 06
08
04 4 04 - 04
027 B N
02 027
00 T T T T 1
00 02 04 06 08 10 .
0.0 4= T T T T - 00 + T T T T =
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0
b) x x
Luka's t-Norm: max{0,a+b-1} Luka's t-Conorm: min{1,a+b}
) ) )
s s
Zugehdrigkeitsfunktionen 1.0 7 ST | A 107 7 3 7
— (¥
— us(®) \ K \
7 08 08
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Einige Beispiele zu t-Normen und t-Conormen (4)

A Anwendung der Produkt-Normen
Prod-Norm: a*b Prod-Conorm: a+b-ab
a) a)
1.0
Zugehbrigkeitsfunktionen
10 — 0.8
08 - ~ -
06 06
08 ’ :
04 04 4 04 -
02 P ~
0.2 0.2
00
0.0 T T T T 1 0.0 - T T T T = 1
0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 0.2 04 06 08 1.0
b) x X
Prod-Norm: a*b Prod-Conorm: a+b-ab
Zugehbrigkeitsfunktionen 107 S i /,’A\\ 107 \
=
o 0.8 0.8
08
0.6 | ,// /,’/ \ \\\ 0.6
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Einige Beispiele zu t-Normen und t-Conormen (5)

A Anwendung der drastischen Normen

Tqr(a,b) =(a (falls b=1),b (falls a=1) ,0 (sonst))
14/(a,b) =(a (falls b=0), b (falls a=0) ,1 (sonst))

a)

Zugehbrigkeitsfunktionen

b)

Zugehdrigkeitsfunktionen

a)

0.8
0.6 |
0.4 -

0.2

Drastische Norm

0.0 =

0.0

b) .|

0.8
0.6 |

0.4 -

02 !

T
0.2 04 0.6 0.8 1.0
X

Drastische Norm

- 9
a9

00
0.0
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Drastische Conorm

0.8

0.6

0.4

0.2

00 + T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 08

X

Drastische Conorm

0.8
0.6 |
0.4 -

0.2

0.0
0.0
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Einige Beispiele zu t-Normen und t-Conormen (6)
A Anwendung der Hamacher-Normen
T,(a,b) = ab/[y+(1- y)-(a+b-ab)] fury=0,5, 1, 2
L. (a,b)=[a+b-ab-(1-y)-ab]/[1-(1-y)-ab] firy=0,5,1, 2

Hamacher-Norm: ab/[gamma+(1-gamma)(a+b-ab)] Hamacher-Norm: ab/[gamma-+(1-gamma)(a+b-ab)]

a) a)

Zugehbrigkeitsfunktionen 10 .
08
05 4 06
04 - 04
02 /,,'
s T T =3 N
0.2 Z T - == S 0.2
00 T A Z-- N
00 02 04 06 08 10 = =N
0.0 T T T T g 0.0 T T T T =
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0 0.0 02 04 0.6 0.8 1.0
Hamacher-Norm: ab/[garima+(1-gamma)(a+b-ab)] Hamacher-Norm: ab/[garima+(1-gamma)(a+b-ab)]
b) ) )
) )
1.0 ST \ A K

Zugehdrigkeitsfunktionen
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Alle Plots wurden mit

4R erstellt. R ist eine

Programmierumgebung

fur statistische und

math. Zwecke

(s. www.r-project.org).
Weitere Infos zu R

- letzte Folie

a)

Zugehbrigkeitsfunktionen

b)

Zugehdrigkeitsfunktionen

Dr. N. Waleschkowski: Computational Intelligence

CI: Fuzzy Logik

Einige Beispiele zu t-Normen und t-Conormen (6)

A Anwendung der Yager-Normen
T,(a,b) = 1-min {1, [(1-a)P + (1-b)P]/P } fUrp =1, 2, 5

a)

b)

1,(a,b)= min {1, [aP +bP]¥/P}, firp =1, 2,5

Yager-Norm: 1-min{(1-a)" + (1-b)"p)1/p)}

1.0 7
0.8
0.6 |
04 - B
7 N
Ve - T T T~ ‘.\
i RN
02 7 e NS
7 TR
s s
- N
.,
0.0 T T T T 1
0.0 02 04 06 0.8 1.0
Yager-Norm: 1-min((‘f-a)Ap + (1-b)")N1/p)}
=
< )
1071 i

Hochschule Darmstadt, FB Informatik

Yager-Conorm: min{1, (a’p + b%p)X1/p)}

0.8

06

04

02 7

0.0 -

T T T T
0.2 04 0.6 0.8

Yager-Conorm: mir?{1, (ap + b)N1/p)}

= o)
- o)
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Kompensatorische Aggregationsoperatoren (1)

A Oft liegen Entscheidungssituationen vor, in denen verschiedene
Aspekte konkurrieren (s. Bsp. Hauskauf: ,attraktiv® und , ver-
kehrsglinstig"). Menschen wahlen dabei oft einen nicht streng
logischen Kompromiss - eine Art ,Mittelwert" -, der zwischen
dem strengen UND und ODER liegt. Menschen gewichten die
verschiedenen Aspekte subjektiv und erreichen dadurch einen
Kompensationseffekt der jeweiligen Werte.

A Kompensatorische Operatoren (,coop™) sollen das von Menschen
oft verwendete Konzept des umgangssprachlichen UND (bzw.
des linguistischen UND) abbilden.

A Die Kompensation besteht darin, dass ein sehr hoher (niedriger)
Wert der einen GroBe einen etwas zu kleinen (groBen) Wert der
anderen GroBe ausgleichen kann. (Bsp.: Ein zu hoher Preis fur
eine Ware kann ggf. durch eine auBerordentlich hohe Qualitat
ausgeglichen werden.) Der Grad der Kompensation ist allerdings
stark kontextabhangig.

A Der Wert coop(x,y) liegt zwischen den Ergebnissen min(x,y) und
max(x,y) der min- und max-Operatoren.
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Kompensatorische Aggregationsoperatoren (2)
A Einige gebrauchliche kompensatorische Operatoren:

Arithmetisches Mittel: W, ,,y4y) = Y22 (Hy + Hy)

Geometrisches Mittel:  yy.yy= V(g py) = (Hye py)?2

Fuzzy-UND: Hygngv= (1-y)-min(uy, ty) + v Hyousy
Fuzzy-ODER: Myggerv= Y- Max(uy, y) + (1-v) 1y w4
Min/Max: Huinmax= (1-v)-min(py, py) + y-max(py, py)
ProdSum: Hprodsum™ (1Y) T proa(Hurbvy) + v+ Lproa(Hustiy)
Gamma-Operator: b, = [Tproa(Hur )IE™ + [Lpaa(by, 1)1

= (Mg )3 + (gt py—Hy )Y

A Mit dem y-Parameter laBt sich der Grad der Kompensation ein-
stellen. Damit lasst sich jedes Verhalten zwischen UND und
ODER darstellen.

UND ' arithm. Mittel ODER
=0 < > =1
keine Kompensation volle

A Kompensatorische Operatoren haben den Nachteil, dass sie
nicht assoziativ sind, was sie flr viele Zwecke unattraktiv macht
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Visualisierung der Operatorenklassen

A Wie hangen die Normen und Conormen miteinander zusammen?
Die folgende Abbildung veranschaulicht die Wirkungsbereiche
der verschiedenen Operatorenklassen. Sie verdeutlicht ferner
den Spielraum zur Gestaltung der konkreten Operationen.

Bereich der mdglichen Verkntpfungen

L, UND" bzw. Durchschnitt 4

,ODER" bzw. Vereinigung

kompen- d A
drastlsches satorische rastische

Produkt Summe
————(— t-Normen T —)(— Operatoren —)(— t-Conormen L —)----
*

Algebralsches M|n|mum MaX|mum Algebralsche
Produkt Summe

A Die Normen und Conormen erlauben die Bildung verallgemei-
nerter Durchschnitte und_Vereinigungen mittels

U V={ X€G | iy, (%) = Ty(x), m(x))}
UL, V={ X€G | iy, v(x) = L(uy(x), my(x)}
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Visualisierung der Operatorenklassen (2)

A Die Abbildung bringt zum Ausdruck, dass die t-Normen nach
unten durch die drastische Norm und nach oben durch Zadehs
min-Norm begrenzt werden. Entsprechendes gilt fur die t-Co-
normen, die durch Zadehs max-Norm und durch die drastische
Summe begrenzt werden. Wir beweisen diesen Zusammenhang.

A | Satz: Far alle t-Normen T und t-Conormen 1 gilt:
(a) T4 (a,b) < T(a,b) < T,,,(a,b)

<
(b) Lnax(a,b) < 1L(a,b) < 1,4(a,b)

A Bew.: Esseia < b. Wir beweisen zunachst (a).
Wir haben bereits friher (s. Folie ,t-Normen und t-Conormen (6)")

gezeigt, dass dann fur die rechte Seite von (a) gilt:
T(a,b) < min{a,b} = 17_. (a,b)

Zum Beweis der linken Seite von (a) machen wir eine Fallunterscheidung.
i bet Sei b =1. Wg. (iii) qgilt: T4(a,b) = a = min{a,b} = T7(a,b).
Tar(a,b) ={bf[jra;1 Sei nun b<1. Dann gilt: T1,4(a,b) = 0 < T(a,b). Wg. (ii) gilt die Beh.

O sonst

min

Die drastischen Normen

Wir beweisen nun (b). Bereits friher (s.0.) wurde die linke Seite von (b)
gezeigt: L. (a,b) = max{a,b} < 1(a,b)
N g;?_ﬂrbjg Flr die rechte Seite von (b) machen wir wieder eine Fallunterscheidung.
R B Sei 0=a. Wg. (i) gilt:  1(a,b) = b = max{a,b} = 1,(a,b)
Sei 0<a. Dann gilt: 1(a,b) =1 = 1,(a,b). Wg. (ii*) gilt die Beh.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Auswahl und Anwendbarkeit von Normen

A Die Wahl von Normen hangt stark von der Aufgabenstellung ab
und erfordert Zusatzwissen, das man in die Modellierung der
Aufgabe steckt.

A Wenn es kein Zusatzwissen gibt, wahlt man i.a. das Zadeh-
Tripel (=, Thins Lmax), d-h. das Zadeh-Komplement sowie die

Zadeh-Normen min und max.

A Die Wahl anderer Normen muss durch die Aufgabenstellung
begrindet werden kénnen und sollte motiviert erfolgen.

Dr. N. Waleschkowski: Computational Intelligence Hochschule Darmstadt, FB Informatik SS 2010 VCI_03_Fuzzy_Sets_T2.ppt
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The R Project

3, The R Project for Statistical Computing - Mozilla Firefox

Datei Ansicht  Chronik Extras

(ol =S

Bearbeiten Lesezeichen Hilfe

The R Project 0} (4 |

w| L (=3 Hﬂﬂ w [ ‘ﬁ http:/fwww.r-project.org/ “| [b'] |"|G'399|"=

R ist eine machtige
Umgebung zur sta-
tistischen Datenana-
lyse sowie allgemein
fur viele math. Zwecke

Open source

R ist sehr dynamisch
durch die einfache Ein-
bindung neuer Funk-
tionen (,,Packages").

R ist in der wissen-
schaftlichen Gemein-
schaft sehr weit ver-
breitet.

R hat sich in einigen
Bereichen - etwa in
der Computational
Biology - zu einem ,de
facto-Standard"
entwickelt.
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Abhomt R
What is R7?
Contributors
Screenshots
What's new?

Download

CRAN

R Project
Foundation
Members & Donors
Mailing Lists

Bug Tracking
Developer Page
Conferences

Search

The R Project for Statistical Computing

PCA 5 vars

princampiA = date, cor = cor)

Fertility

Agriculture

——=r Examination

e

Education

(1-3) 60%

Clustering 4 groups

-

Factor 1 [41%)]

Fertig
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