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Bereits Platon (427-347
a.c.™) vermutet, dass es
eine dritte Region zw.
wahr und falsch geben
muBte.

Aristoteles (384-322
a.c.) formuliert das
Prinzip vom ausge-
schlossenen Dritten,
das die Logik und Ma-
thematik bis weit in die
Gegenwart pragte.

Philosophen (G. Hegel,
1770-1831) und Logi-
ker (B. Russell, 1872-
1970) greifen Platons
Idee wieder auf. (Rus-
sell: ,The law of the
excluded middle is true,
when precise symbols
are employed, but it is
not true, when symbols
are vague, as, in fact,
all symbols are.", Para-
doxie des Barbiers, ...).

M. Black stellt 1937 ein
Verfahren zur Darstel-
lung der Unscharfe von
Symbolen dar. Nicht
eindeutig zuordenbare
Elemente nennt er
frings (Fransen).

Der Mathematiker K.
Menger (1902-1985)
fihrt 1951 den Begriff
~Ensembles Flous" ein.

J. Lukasiewicz (1878-
1956) flihrt einen
Wahrheitswert zwi-
schen wahr (1) und
falsch (0) ein, den er
possible (¥2) nennt und
entwickelt in der Folge
mehrwertige Logiken.
Er formuliert auBerdem
die Vermutung, dass es
unendlichwertige Logi-
ken gibt. >

CI: Fuzzy Logik

Fuzzy Logik — Die Grundidee

A Die Fuzzy-Logik (dt.: unscharfe Logik) stellt eine Erweiterung
der klassischen (zweiwertigen) Logik dar.

A Der wesentliche Beitrag der Fuzzy Logik besteht darin, das
Rechnen mit Worten zu ermdglichen.

Berechnung

L4

numerisch

Klassische Logik

S

linguistisch

Fuzzy Logik

A

Die Fuzzy Logik geht
von dem Anspruch aus,
die Unscharfe des
menschlichen Denkens
besser nachempfinden,
d.h. angemessener mo-
dellieren und verarbei-
ten zu kénnen.

Das unscharfe Wissen
und Denken entspricht
der menschlichen Denk-
weise offenbar mehr als
die Welt der klassischen
Logik und der prazisen
Mathematik.
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Unscharfe Begriffe (1)

L. Zadeh (geb. 1921)
veroffentlicht 1965 sei-

nen Atikel ,Fuzzy Sets" A Menschen sind in der Lage, ein zerknulltes Blatt Papier aus

BTaY;EZ ldee ddelar F:r'ansen einigen Metern Entfernung in einen Papierkorb zu werfen, ohne
it i rti- . . . .

oo ezl e, dabei komplexe mathematische Operationen durchzufiihren.

In der Folgezeit wird ] ] _ _ ] ]

S ek S A Bereits bei einer solchen Aufgabe finden sich viele unscharfe

ten exploriert. Beg riffe:

Die unscharfe Steue-
rung der U-Bahn in der . . .
japanischen Stadt Sen- + Das Papier ist stark zusammengeknullt.
dai ist 1984 die erste
praktische GroBanwen-
dung der Fuzzy-Metho-
dik.

+ Der Papierkorb ist nicht ganz so weit wegqg.
In den 1990er Jahren + Man holt kréftig zum Werfen aus.
2

wird die Fuzzy-Theorie
zu einem Modethema. . . .
Zahlreiche Fuzzy-An- Der Papierkorb wurde knapp verfehlt, weil man etwas zu weit
wendungen werden

entwickelt. Es entsteht geworfen hat.

ein neuer Zweig der
Regelungstechnik.

Heute sind Fuzzy Men-
gen und Fuzzy Control

+ Das nachste Mal wird man etwas weniger kraftig werfen.

stablierte verfahren, A Trotz - oder gerade wegen - dieser vielen Unscharfen kann man
Methodik ist i H H H o

nc‘,}h°mr'$ht'saljg}2}§,iend auf dieser Basis mit anderen Menschen kommunizieren.

erforscht.

*a.d. (anno domini) =
n. Chr.

a.c. (ante christum
natum) = v. Chr.
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Aus der griechischen
Philosophie (Aristoteles)
stammt das Prinzip vom
ausgeschlossenen Drit-
ten [Tertium non datur.
(Ein Drittes ist nicht ge-
geben.); engl. law of
the excluded middle]. Es
besagt, dass von zwei
einander widerspre-
chenden Gegensatzen
mindestens einer zutref-
fen muss (A v —A). Da
man die ausgeschlosse-
ne dritte Moglichkeit in
der griech. Philosophie
mit einer raumlichen
Analogie als das Mittlere
bezeichnet, wird das
Prinzip auch Prinzip des
ausgeschlossenen Mitt-
leren oder ,Prinzip des
zwischen zwei kontra-
diktorischen Gegensat-
zen stehenden ausge-
schlossenen Dritten
oder Mittleren™ genannt.

Davon zu unterscheiden
ist das Prinzip der
Widerspruchsfreiheit
bzw. das Prinzip von der
Non-Kontradiktion (Prin-
cipium non contradictio-
nis) bzw. der Satz vom
ausgeschlossenen Wi-
derspruch (A A —A). Es
besagt, dass zwei ein-
ander widersprechende
Gegensatze nicht zu-
gleich zutreffen kénnen.
Eine Aussage kann nicht
gleichzeitig mit ihrem
Gegenteil (ihrer Satz-
verneinung) zutreffen.

Unscharfe Begriffe (2)

A Jemand, der groBer als 1,85m ist, ist groB.
Ist jemand, der 1,84m grof ist, nicht gro3?

A Jemand mit einem Jahreseinkommen von 60.000 € erhalt einen
Bankkredit.

Soll jemand, der ein Jahreseinkommen von 59.900 € hat,
keinen Kredit erhalten?

A Die klassische Logik (entweder wahr oder falsch) setzt die
Existenz von exakten Schwellenwerten und eine eindeutige
Entscheidbarkeit voraus.

A Fuzzy-logische Aussagen sind nicht nur wahr oder falsch,
sondern kdnnen graduell erflllt sein.

A Damit kdnnen sogar Paradoxien aufgeldst werden:
A < - A (Die Gesamtaussage hat den Wahrheitsgehalt 0,5.)
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Das sog. Sorites-Para-
doxon stammt aus der
griech. Philosophie und
wurde vermutlich von
Eubulides von Milet (4.
Jh. a.c.) formuliert. Es
behandelt die folgende
Problemstellung: , Wie-
viele Kérner machen

einen Sandhaufen aus?"

Dabei geht man von
folgenden Annahmen
aus:

(1) Eine groBe Anhau-
fung von sehr vielen
(z.B. 1 Milliarde) Sand-
kdrnern ist ein Sand-
haufen.

(2) Wenn man von
einem Sandhaufen ein
Sandkorn wegnimmt,
bleibt immer noch ein
Sandhaufen ubrig.

Es handelt sich offen-
sichtlich um zwei wahre
Aussagen. Nach hun-
dertfacher Anwendung
haben wir immer noch
999.999.900 Sandkor-
ner und damit einen
Sandhaufen. Das Pro-
blem besteht darin,
dass in der Kette der
Schlussfolgerungen
kein einzelner Schluss
identifiziert werden
kann, der falsch ist,
wobei der Vorganger-
schluss noch richtig
war. Vielmehr werden
die Schlussfolgerungen
allmahlich falsch.

Die Bezeichnung ,Sori-
tes" (grch. copitno,
abgeleitet von copoc
(Haufen)) bedeutet
Haufler bzw. Haufeln-
der.

Unscharfe Schlussfolgerungen

Ao Kettenschliisse (Das Sorites-Paradoxon):

- Faktum: Sehr viele angehaufte Sandkoérner bilden einen
Sandhaufen.

- Regel: Entnimmt man dem Sandhaufen ein einzelnes Sand-
korn, bleibt immer noch ein Sandhaufen Ubrig.

Die Regel kommt uns im Alltag richtig vor. Dennoch: Auch nach
sehr vielen wiederholten Anwendungen der Regel bleibt stets ein
Sandhaufen Ubrig, was aber nicht stimmen kann. > #

Ao Paradoxien in der klassischen Logik:
- Satz: ,Dieser Satz ist falsch!™
- Ist der Satz falsch oder nicht?

- Annahme: Der Satz ist wahr. Dann besagt er, dass der Satz
falsch ist. > #

- Annahme: Der Satz ist falsch. Dann ist sein Inhalt falsch.
Also ist der Satz wahr. > #
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Weitere Paradoxien

Betrachte die folgenden Aussagen A mit Wahrheitswert I(A)
A Ein Kreter sagt: , Alle Kreter sind Lugner."

Ao Der Barbier sagt: ,Ich rasiere genau alle die Manner, die sich
nicht selbst rasieren.”

A Jemand sagt: ,Vertraue mir nicht."

I(A) = I(=A)
Il
I(A) = 1 - I(A)
o 2I(A) = 1

o I(A) = I(—A) = ¥

= A ist eine ,Halbwahrheit."

= I(A) ist der Akzeptanzgrad.
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Unsicherheitsmodellierung in der KI

A Es gibt verschiedene Arten von Unsicherheit:
2 Stochastische Unsicherheit
- Die Wahrscheinlichkeit, das Ziel zu treffen, ist 0,8.
2 Lexikale Unsicherheit
- groBe Leute, schnelle Autos, helle Farbtdne
> Informationale Unsicherheit
- Kreditwurdigkeit

A Behandlung der Unsicherheit in der KI durch
2 Probabilistische Ansatze
2 Konfidenzfaktoren
> Dempster-Shafer-Ansatz
=)

A Die Ergebnisse waren nur bedingt zufriedenstellend.
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Fuzzy Logik - eine exakte Disziplin zur Behandlung
der Unscharfe

A Fazit: Die strenge Scharfe der klassischen Logik flihrt oft zu
Problemen bei der Anwendung auf die reale Welt, die oft nicht
so exakt, sondern unscharf und vage - eben fuzzy - ist.

A Die Fuzzy Logik wurde entwickelt, um Ausschnitte der realen
Welt angemessener modellieren zu kdnnen.

Fuzzy Logik:
A Prazise unprazise.

A Prazision als Zwangsvorstellung entfallt.

A Auch hoéchst unprazise Diskussionen flihren zu brauchbaren
Ergebnissen.

A Prazision wird (bisher) nur aus Kosten- oder Machbarkeits-
grinden eingeschrankt.

Ao Fuzzy-Logik erfordert symbolisches Wissen.

Ao Fuzzy-Logik erfordert Modellierung.
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Der Begriff ,,Fuzzy Set"
wurde in den 1960er Jahren gepragt.



Die 1960er Jahre

a s

7.4.1964
IBM introduces the System/360
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Fuzzy Sets — Unscharfe Mengen
A Lotfi Zadeh flhrt 1965 den Begriff Fuzzy Set ein.

Def.: Sei G eine Menge von Objekten, die hinsichtlich einer
unscharfen Aussage U zu bewerten sind.

Dann heit U = {(x, yy(x))| xeG } eine unscharfe Menge auf G.

Die Zugehorigkeit von xeG zu U ist durch die Zugehorigkeits-
funktion py(x) € [ 0, 1 ] gegeben.

B ety

Lotfi Zadeh, geb. 1921, o Die klassische Logik liegt vor, wenn py(x) € { 0, 1 }.

,Electrical Enginee_:ring . . . . . .

and Computer Sciences Beispiel: G sei die Menge aller Autos. Unter ,schnellen Autos™
Universitat, Kalifornien. kdnnte man die unscharfe Menge U = {(180]0), ..., (190]0.2),

..., (205]0.5), ..., (230|1)} verstehen.

klassische Logik 1

__1 I_ 1 ——

0,8T

0,6T schnelle
Autos

04T

0,2T

km/h

km/h
230 120 150 180 230 ]
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h_da Grundmenge sei die Menge der
Temperaturen von 0 - 100 C°.

Cantor-Mengen vs. Fuzzy-Mengen

T Klassische Mengenzugehérigkeit ~ o ) Cantor-Menge
__1 —
' 24 Menge A der angenehmen
25° Badetemperaturen)
< 260 - Ein Element gehort der Menge
o ganz oder gar nicht an.
. - 27 - 23°g A, 24°c A
24 27 - - /
) Fuzzy Menge
Fuzzy-Zugehdrigkeit (200 0,2 ) Menge A der angenehmen
T (21°10,3) Badetemperaturen
(247 11,0) = Ein Element gehoért der Fuzzy-
> Menge zu einem gewissen
(27° 1,0 ) Grad (zw. O und 1) an.
L (28°10,8) = Der Grad wird durch eine
-~ — S (29°10,5) Zugehorigkeitsfunktion

30

bestimmt.
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Cantor-Mengen und charakteristische Funktionen

Cantor-Mengen heiBen Ao Cantor-Mengen lassen sich mit charakteristischen Funktionen
auch scharfe Mengen .
(engl. crispy sets). beschreiben.
Charakteristische Funk-
tionen sind Spezialfalle - - - -
yon Zugeharigkeits- Def.: Sei G eine Grundmenge. Sei A c G. Dann heit y, : G >
{0,1} charakteristische Funktion der Menge A, wenn fur alle
xeG gilt: 1, falls x € 4
Z =
4 0, fallsx ¢ 4

Ao Damit kdnnen auch die mengentheoretischen Operationen Ver-
einigung, Durchschnitt und Komplement beschrieben werden:

o) = x7(x)=1=7,(x)
X a~p(X)=min(y,(x), x5(x))
Xaop(X) =max (g ,(x), x5(x))

4 X(x) Charakteristische Funktion der
! ! Menge M der reellen Zahlen von 20
T! : ! bis 50:
| | M={xeR]|]20<x<50}
= [20, 50]

Der Graph der char. Funktion von
- > X M lieBe sich als
20 50 Gu={ (x, x(x)) | x € R } notieren.

ca
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Unscharfe Mengen und Zugehorigkeitsfunktionen

Ao Unscharfe Mengen werden durch Zugehoérigkeitsfunktionen be-
schrieben. Eine Zugehdrigkeitsfunktion ist eine Funktion
MH: G->]0, 1].

A Der Graph einer Zugehdrigkeitsfunktion u wird als unscharfe
Menge U Uber G aufgefasst:

U={0( ux)) I xeG}

A Zadeh hat alternativ noch eine andere Notation vorgeschlagen:

Sei U={u,,u,,..., u_ } eine scharfe Menge. Diese lieBe sich auch als
u,® u,®... ® u, notieren, wobei ,®" eine Aufzahlung darstellt.

A Ein Tupel (u, p(u)) wird als p(u)/u notiert. Die unscharfe Menge U |aBt
sich dann wie folgt darstellen:

U= H(Ul)/ul ® |J(U2)/U2 ®..0 H(Un)/Un =Zi=1, n |J(ui)/ui

bzw. U = 2 ,_, H(u)/u fur unendliche abzéhlbare Mengen

bzw. U = [, p,(u)/u fir den kontinuierlichen Fall.

Ao Die Aufzahlung @ besitzt folgende Eigenschaft:

My(u)/u + py(u)/u = max (hy(u)/u, py(u)/u ), wenn dasselbe Element u mit
verschiedene Zugehorigkeitsgraden zu zwei Mengen U und V gehort.
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Wichtige Zugehorigkeitsfunktionen

Ao Wichtige Zugehorigkeitsfunktionen:
N A Wichtige unscharfe Mengen
1 besitzen Zugehdrigkeits-
heiB funktionen, die entweder
o > monoton steigend,
Temperatur 2 monoton fallend oder
N
y o 102428032 . > glockenformig
A sind.
1
kalt
7 A Beispiele: Die Mengen fiir
Temptiratur - heiBe (H),
w2268 . - kalte (K) und
’ - angenehme (A)
A Badetemperaturen.
1_
angenehm
Y2
Temperatur
| | | | | I I I I | | | | | | | }

. 16 18 20 22 24 26 28 30 32 ..

Seite 18
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Wichtige Zugehorigkeitsfunktionen

A Wenn wir diese drei unscharfen Mengen um zwei weitere flr
kihle und warme Temperaturen erganzen, erhalten wir die

folgende Situation:

ange-
nehm )
A kalt kiihl warm heil

Temperatur

T T T T T T T T T T
. 16 18 20 22 24 26 28 30 32 ..

A In der Praxis verwendet man oft zur rechentechnischen Verein-
fachung statt der S- und Glockenkurven linear geglattete Zuge-

hérigkeitsfunktionen:

ange-

nehm )
A kalt kihl warm heiB

Temperatur
A

| | | | | | | | | | | | | | | | 7
.. 16 18 20 22 24 26 28 30 32 ..
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Stuckweise lineare Zugehorigkeitsfunktionen (1)
A [I'-Funktionen: I:U - [0, 1]und hat 2 Parameter.

(0 .fallsu<a 14
I'(u,a,b) =112 falls a<u<b N
1 ,falls u>b .
| | Ia I I Ib I I 7
A L-Funktionen: L: U -> [0, 1] und hat 2 Parameter.
1 Lfallsu<a a
L(u,a,b) =422 ,falls a<u<b -
0 ,fallsu>b y
I I I I I Ib | | I }
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Stuckweise lineare Zugehorigkeitsfunktionen (2)
A A-Funktionen: A: U - [0, 1] und hat 3 Parameter.

A(u,a,b,c) =

O\

falls u<a
falls a<u<b
falls b<u <c

falls u > ¢

i
& o

(]
(o

=)

N

IT(u,a,b,c,d) =

-

0 fallsu<a

2 falls a<u<b
falls b<u<c

falls c<u<d

falls u>d

o = o

o=

O o

A
1

127

A II-Funktionen: II:U - [0, 1] und hat 4 Parameter.

Dr. N. Waleschkowski: Computational Intelligence
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SS 2011
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Zadehs S- und n-Funktionen
o Zadehs S-Funktion: S: U > [0, 1] hat 3 Parameter (1 Hilfs-P.)

(

0, falls u <a A

1_
2(:=¢)?,  falls a<u<b
S(u,a,b,c)y=q " "
1-2()7, falls b<u<c »
-1, falls u>c J u

Dabei ist b=(a+c)/2. a b ¢

A Zadehs m-Funktion: = : U = [0, 1] hat 2 Parameter und laBt
sich mittels der S-Funktion definieren.

[ S(u,c—b,c—b/2,c),

- falls u<c Y27
ﬂ(u,bac)_<I_S(u’c,c+b/2,c+b)a /

u
falls u > c T T T T T T
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LR-Darstellung unscharfer Mengen

A Natirliche unscharfe Konzepte haben typischerweise eine ste-
tige Kontur. (,,Die Natur hat keine Ecken.") Aus verarbeitungs-
technischen Grinden bevorzugt man aber oft Modellierungen
dieser Konzepte mit trianguldren oder trapezférmigen Funktio-
nen, die fur viele Anwendungen hinreichend gute Naherungen
darstellen.

A | Def.: Zugehorigkeitsfunktionen einer unscharfen Menge heiBen
vom Typ LR, wenn es zwei monotone, aber nicht notwendig
gleiche Referenzfunktionen L (flr die linke) und R (flr die rechte
Seite) mit den Schwankungsbreiten a,b > 0 gibt.

Ao Unscharfe Mengen in LR-Darstellung werden wie folgt notiert:
U=(x,a,b)r

\ n fmax{ﬂ__h(} ll",ll f."IIIXE 1+
L = max(0; 1+(x-xq)/a) A D_I_e Abblldung Zelgt elnlg_e \' 'f , | o l%
R = max(0; 1-(x-xo)/b) hanlg verwendete Funktions- max(0.1-[x]) max(0.1-x)

X B

A typen fur L(x) und R(x).

1 "
1 Um die py(x)-Darstellung zu llz l£z = h\&f
erhalten, ist je in der far L . . : :

und R gewahlten Funktion o

Die normalverteilte Funktion py(x)=exp[-¥2(x-Xq)?/c?] hat Vor-

X - i teile in Anwendungen zur Mustererkennung, aber den Nachteil
X durCh (_X XO)/a In L Und eines hohen Rechenaufwandes. Ein symmetrisches Trapez mit
Xo-a Xo Xo+b (X-XO)/b IN R ZU ersetzen . den Parametern a;=2c und Xq;=Xy-6/4 oder eine Anpassung an

die IT-Funktion mit an=cs\/(2n) ~ 2,510 stellen sehr gute und
effiziente Naherungen dar. (o ist Standardabweichung)
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Einige Eigenschaften unscharfer Mengen (1)

= clia e ey A | Sei U eine unscharfe Menge Uber der Grundmenge G.
Menge 1 ist dann die. | U, = {xeG | ny(x) = a} heiBt a-Schnitt von U.

kleinste oé)ere Schranke
von Min G.

supp(U)={xeG | py(x) > 0} heiBt Stutzmenge bzw. Trager-
Bsp.: Betrachte die

Menge M={1, 1%, 1%, menge bzw. EinfluBbereich von U.
178, ...} Uber R. Dann

sind 2, 5 und 99 obere .
Schranken von M. Die ker(U) ={xeG [uy(x) = 1} heiBt Kern bzw. Toleranz von U. Der
ke, also das Supremum

Von M, ist 2; algo a—Schnitt von U ist fur a=1 gleich dem Kern ker(U).
sUPyeu(M)=2.

h(U) = sup,.¢ 1y(x) heiBt die Hohe von U.

7

“U(X)ﬂ

EinfluBbereich EinfluBbereich = Schwankungsbreite

<
<

7 N
v

[
»

h(U)

Fuzzy-Menge U

Schnitt U,, /
/

ker(U)

o-Schnitt

S
Stitzmenge supp(U)
S

Grundmenge G
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Einige Eigenschaften unscharfer Mengen (2)

Ao | Def.: Eine unscharfe Menge U Uber G heiB3t leer, wenn p;(x)=0
fr alle x aus G.

@ = {} = leere Menge |

A | Def.: Eine unscharfe Menge U Uber G heil3t universell, wenn
wy(x)=1 far alle x aus G.

=

A | Def.: Eine unscharfe Menge U heiBt normal, wenn max(py(x))=
Anders formuliert: U ist normal, wenn der Kern ker(U) # .

A A Jede beliebige nichtleere und nichtnormalisierte unscharfe
Menge U kann normalisiert werden, indem alle Zugehdrigkeits-
werte durch die Hohe h(U) von U dividiert werden. Die normali-
sierte Menge kann dann beschrieben werden durch

U = {xeU | py(x) := py(x)/h(U) > 0}

A | Def.: Zwei unscharfe Mengen U und V Uber G heiBen gleich,
wenn sie in allen Zugehdrigkeitswerten Ubereinstimmen, d.h.
Fahrzeuggeschwindigkeiten

A U=V<& HU(X) = HV(X) VxeG

41

A | Def.: Eine unscharfe Menge U ist Teilmenge einer unscharfen
Menge V, wenn alle Zugehdrigkeitswerte von U kleiner oder
gleich denen von V sind , d.h. o
UV o py(x) < py(x) vxeG  SImG Samims

hoch/ sehr hoch

] ] ]
180 210 230
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Ein \;ektorraum_ (V,0,0) - 1
Uber einem Koérper K ist CI . FU ZZY LOg | k
eine addititve abelsche

Gruppe (V,®) auf der

zusatzlich eine Multipli-
kation ® mit einem

Skalar aus K erklart ist. Konvexe unSCha rfe Mengen

Die Skalarmultiplikation
muss dabei fir alle u, v
eV und alle a, B € K die
folgenden Bedingungen
erflllen:

Assoziativitat:

a0 (fou)= (a-f)ou
Distributivitat:

ao(UBV) =aoUudaeV
(0+PB)ou = aousfov VXl,XZEUa und VA E[O,l]:

Neutralitat der 1 des

Kérpers K: 1ou = u y, ( AXy+(1-A)%5) > min (uy (X1), Ky (X2) )

A | Def.: Ist die Grundmenge G ein Vektorraum, hei3t eine unschar-
fe Menge U konvex, wenn alle a-Schnitte U, konvex sind.
Ein a-Schnitt heiBt konvex, wenn gilt:

Eine Menge G mit einer
zweistelligen Verknip- }\,Xl + (1'7\,)X2
fung @ heiBt (additive)

Gruppe (G,®), wenn fol- 7\«X1 + (1'7\4)X2
gende Axiome erflllt
sind:
Abgeschlossenheit:
a,beG= asbec || o } N
Assoziativitdt: va,b,c:
ad(bec) = (aeb)ac
Neutrales Element:

Es gibt ein neutrales
Element 0, mit dem fur
aI:e Gruppenelemente a
gilt: ae0 =0®a = a .. . . .
Inverses Element: Ao Anders ausgedrickt: Eine unscharfe Menge ist konvex, wenn fur

Zu jedem Gruppenele-

ment a existiert ein (in- je zwei Elemente x4, X, sowie flr jedes Element aus xe[Xy, X5]

V?2§§)=Egeen2?:)t=_g.mit gilt: py(x) = min (py(x1), ny(x,))

Eine Gruppe heit kom-

mutativ bzw. abelsch, Ao ,Eine konvexe Funktion hat nur eine Bergkuppe (also nur eine

wenn die_VerI_<nl','|pfung . ) ) - w
ST TTEGN 155, € Spitze oder ein Plateau), ist also keine Berg- und Talbahn.
wenn zusatzlich das fol-

gende Axiom erflllt ist:

Komiiar = Eihtnals (Bem.: Ersetzt man ,,>" durch ,>", so heiBt U strikt konvex.)
e a,b G gilt: asb=bea

nicht konvex

konvex
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

konvexe Funktion

T

nichtkonvexe Funktion

o

konvexe Gebiete

D
"~

nicht-konvexe
Gebiete

G

Konvexe Funktionen und Gebiete

A

TH0 ; b) Thu(x) |

Der Begriff der konvexen unscharfen Menge sollte nicht mit den
Begriffen konvexe Funktion und konvexes Gebiet verwechselt
werden. Es sei kurz an diese Definitionen erinnert:

Eine Funktion heiBt konvex (auf einem Intervall I), wenn jede
Sekante oberhalb des Graphen liegt. Es gilt dann fur alle x;,X,

(aus I):  f(Axy+(1-A)x5) < Af(xq) + (1-A)f(x,) fur alle Ae[0,1]

Ein Gebiet G heiBt konvex, wenn die direkte Verbindung zweier
beliebiger Punkte aus G ganz in G liegt.

Beispiel:

a) Die Funktion f ist nicht konvex.

b) Die unscharfe Menge U ist konvex: p;(x) > min(py(x1),1y(X5))

A 4

Intervall I
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Far endliche Mengen
setzt man die Machtig-
keit gleich der Anzahl
der Elemente der Men-
ge. Eine Menge A hei3t
gleichmachtig zu einer
Menge B, wenn es eine
Bijektion zwischen A
und B gibt. Man schreibt
dann |A|=]|B]|.

Eine Menge, die gleich-
machtig zur Menge der
naturlichen Zahlen N
ist, heiBt abzahlbar.

Die folgenden Mengen

sind gleichmachtig:

a)N,Zund Q

b) R, [0,1] und §(N)
(Potenzmenge von N)

Die Gleichmachtigkeit
von Mengen ist eine
Aquivalenzrelation. Die
Aquivalenzklassen der
Mengen bezliglich der
Relation der Gleich-
machtigkeit nennt man
Kardinalzahlen.

Die Kardinalitat unend-
licher Mengen wird mit
N (aleph), erganzt um
einen Index, bezeich-
net. Die Machtigkeit von
N wird mit X, bezeich-
net.

Die Menge der reellen
Zahlen R hat eine héhe-
re Machtigkeit als die
der nattirlichen Zahlen
N. Ihre Machtigkeit wird
mit N; bezeichnet. Men-
gen der Kardinalitat &,
heiBen Uberabzdhlbar.

Die Abzahlbarkeit von

Q sowie die Uberabzahl-
barkeit von R lassen
sich mittels der 1. und
2. Cantorschen Diago-
nalverfahren beweisen.

CI: Fuzzy Logik

Die Machtigkeit unscharfer Mengen (1)

A

Die Machtigkeit oder Kardinalitat |A| einer endlichen Cantor-

Menge A ist bekanntlich die Anzahl ihrer Elemente. Eine unend-

liche, aber abzahlbare Cantor-Menge besitzt die Machtigkeit
Xo=IN| (Machtigkeit der nattrlichen Zahlen).

Aber wie lasst sich die Machtigkeit einer unscharfen Menge
bestimmen?

Def.: Ein unscharfe Menge U heiBBt endlich, wenn die Anzahl der
xeG mit py(x)>0 endlich ist. Eine unscharfe Menge U heif3t
abzahlbar, wenn die Anzahl der xeG mit p(x)>0 abzahlbar ist.

Def.: Sei U eine endliche oder abzahlbare unscharfe Menge.
Dann heiBt |U|=2; p(X;) Machtigkeit bzw. Kardinalitat von U.

Eine unendliche, aber abzahlbare unscharfe Menge kann eine

endliche Machtigkeit haben. Betrachte U= {(1,1),(2,%2),(3,%),
(4,%),...} Uber der Grundmenge N. Es ist |U|=2, da die Reihe

2.u(i) gegen 2 konvergiert.

Def.: Die relative Machtigkeit einer endlichen unscharfen Menge
ist definiert durch ||U||=|U|/|G]|. Sie gibt an, in welchem MaBe

eine unscharfe Menge U die Grundmenge G ausschdpft.
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h_da

Die Kontinuumshypo-
these wurde 1878 vom
Mathematiker Georg
Cantor formuliert. Sie
besagt, dass es keine
Uberabzahlbare Teil-
menge der reellen Zah-
len - dem Kontinuum -
gibt, die in ihrer Mach-
tigkeit kleiner ist als die
der reellen Zahlen.

Anders formuliert: Es
gibt keine Menge, deren
Machtigkeit zwischen
der Méchtigkeit der na-
tarlichen Zahlen und
der Machtigkeit der
reellen Zahlen liegt.

Bezeichnet man die Kar-

dinalzahl (Machtigkeit)
der natirlichen Zahlen
mit X, (aleph), die da-
rauf folgende Kardinal-
zahl mit X, und die Kar-
dinalzahl der reellen
Zahlen mit p, so besagt
die Kontinuumshypo-
these, dass p = x, gilt.

Die Kontinuumshypo-
these ist zwar nicht be-
wiesen, aber als Prob-
lem geldst. 1938 zeigte
Kurt Godel, dass sich
aus der Zermelo-Fraen-
kel-Mengenlehre die
Kontinuumshypothese
nicht widerlegen |aBt.
1963 zeigte Paul Cohen,
dass sich aus der Zer-
melo-Fraenkel-Mengen-
lehre die Kontinuums-
hypothese auch nicht
beweisen lait.

CI: Fuzzy Logik

Die Machtigkeit unscharfer Mengen (2)

A Unter Cantorisierung versteht man die Umwandlung einer unscharfen
Menge U in ihre (korrespondierende) Cantor-Menge Uq, .o, ={(X,1)]
xeG und p,(x)>0} = {x| xeG und p,(x)>0}. Sie entsteht dadurch,
dass jeder positive Zugehdrigkeitswert der unscharfen Menge U auf 1
gesetzt wird. Fur jede Cantor-Menge A gilt, dass Aq . ior = A.

A | Def.: Die Cantor-relative Machtigkeit einer endlichen unscharfen
Menge U ist definiert durch ||U|| = [U[/|Ucineorl- Sie gibt an, in wel-

chem Mal3e eine unscharfe Menge U ihre korrespondierende Cantor-
Menge ausschopft.

A Kontinuierliche Mengen kdnnen leicht in diskrete Mengen umgewan-
delt werden. Betrachte z.B. die Uberabzahlbare Menge T aller Tem-
peraturen von 0 bis 100°C. Fir jede ganze Zahl ze[0,99] verstehen
wir nun unter [z]°C das halboffene Intervall [z°C, (z+1)°C). Dann
gilt |[T|=100. Ob eine derartige Diskretisierung sinnvoll ist, hangt

maBgeblich vom Anwendungskontext ab.

Die Machtigkeit Uberabzahlbarer unscharfer Mengen

A Die Machtigkeit des reellen Kontinuums R wird mit &, bezeichnet.
Jede Uberabzahlbare Teilmenge von R besitzt dieselbe Machtigkeit.

Z.B. besitzen auch die Intervalle [0,1] und [0,10] die Machtigkeit
von R, d.h. |[[0,1]|= |[0,10]|= |R| = N;.

A Uberabzihlbare unscharfe Mengen gehéren zur Aquivalenzklasse von

R und besitzen ebenfalls die Kardinalitat N;.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Die Verallgemeinerung des Machtigkeitsbegriffes

A Die Machtigkeit einer endlichen unscharfen Menge lasst sich
auch als Abstand zur leeren Menge & ausdricken. Zunachst
definieren wir den Abstand einer unscharfen Menge U zu einer
unscharfen Menge V.

A | Def.: Die GroBe #(U,V) heiBt Fuzzy-Hamming-Abstand der
Ordnung p der beiden unscharfen Mengen U und V und ist wie
folgt definiert:

PV =830, () =, ()|

A Setzen wir p=1 und V=, so ergibt sich

.....

als Spezialfall des allgemeinen AbstandsmaBes der klassische
Begriff der Machtigkeit.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Unscharfe Zahlen (Fuzzy Zahlen)

Ao Unscharfe Zahlen sind ein Spezialfall unscharfer Mengen. Sie
stellen eine Verallgemeinerung des Konzepts der Zahlen dar.

A Beispiele fur Fuzzy Zahlen: ungefahr 100 €, ca. 10°C, etwa 5m

Die unscharfe Zahl 4¢,,,

A A | Def.: Eine unscharfe Menge Z heil3t unscharfe Zahl, wenn sie
T folgende Eigenschaften besitzt:
(1) G=R
) (2) Z ist konvex.
. . (3) 3! Xy € R mit uy(xy)=1 < |ker(A)| = 1.
Pas N intervll A | Def.: Eine unscharfe Menge I heiBt unscharfes Intervall, wenn
151 — (1) G = IR
(2) Tist konvex.
(3) 3a,b e R:yy(x)=1faralle x € [a,b]
> 46 7 ’ Ao FUr Fuzzy Zahlen kann eine entsprechende unscharfe Arith-

metik eingeflihrt werden.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Das kartesische Produkt unscharfer Mengen

A

Def.: Gegeben seien zwei unscharfe Mengen U und V.
U = { (x, k(X)) | xeGy, ...}
V= {(y, m(y)) | yeGy, ...}

Dann ist das kartesische Produkt UxV durch eine unscharfe
Menge geordneter Paare gegeben durch

UxV = { ((X,Y), Luw(Bur ty)) | XeGy, YeGy, Hyxw = Min(uy, wy) »

Ein Beispiel: Sei U ={ (1, 0.7), (2, 1.0), (3, 0.3) } und
vV ={(3,0.8), (4,1.0), (5,0.7) }

Dannist UxV = { ((1,3),0.7), ((1,4), 0.7), ((1,5), 0.7),
((2,3), 0.8), ((2,4), 1.0), ((2,5), 0.7),
((3,3),0.3), ((3,4), 0.3), ((3,5), 0.3) }

Die Mengen U und V kdnnen hier als unscharfe Zahlen aufgefasst
werden. Danach reprasentiert U die unscharfe Zahl 2 und V die
unscharfe Zahl 4. Kann man mit diesen unscharfen Zahlen auch
rechnen?

Zadeh hat 1973 ein Erweiterungskonzept vorgestellt, um die
klassischen mathematischen Konzepte in die ,,unscharfe Welt"
zu Ubertragen.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Die Addition unscharfer Zahlen

A Wir betrachten den Fall der Addition. Wie lasst sich U+V definie-
ren?

A Wir betrachten alle denkbaren Summen, die sich aus den Ele-
menten von U und V bilden lassen. Dabei ergeben sich folgende
denkbare Summenwerte, wobei der 1. Summand aus U und der
2. Summand aus V stammt:

4 =1+ 3 mit Z-Grad = 0.7
5=1+4 mit Z-Grad = 0.7
oder

2 + 3 mit Z-Grad

1+ 5 mit Z-Grad

oder

2 +4 mit Z-Grad = 1.

oder

3 + 3 mit Z-Grad

2+ 5 mitZ-Grad

oder

7 =3+ 4 mit Z-Grad 3

8=3+5 mit Z-Grad = 0.3

A Wegen der ODER-Verknupfung bei Summenalternativen verwen-
den wir zur Summenbildung den max-Operator. Danach ergibt
sich U+V={(4, 0.7), (5, 0.8), (6, 1.0), (7, 0.7), (8, 0.3)} = 6¢,,,

0.
0.
0.

8
7
0

5
6
6
6 3
7 7

0.
0.
0.
0.
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Das Erweiterungsprinzip von Zadeh

A Dieses Prinzip lasst sich in mehrfacher Hinsicht erweitern:
EinfUhrung weiterer Rechenfunktionen

Rechnen mit unscharfen Intervallen

Verwendung kontinuierlicher Mengen

Verknupfung mehrerer Mengen

O 0 0o 0 0O

A Dabei werden i.a. folgende Schritte durchgeflhrt:
> 1) Ermittlung des kartesischen Produkts der zu verknipfenden Mengen

> 2) Fur alle méglichen Ergebnisse feststellen, wie es zustandekommt
und dabei die entsprechenden Zugehoérigkeitsgrade aus dem karte-
sischen Produkt verwenden.

> 3) Ermittlung des Zugehdrigkeitsgrades der Ergebnismenge

A Bei praktischen Aufgabenstellungen mit kontinuierlichen Mengen
gibt es zwei grundsatzliche Mdglichkeiten:

> A) Geeignete Diskretisierung der Mengen durch enge Abtastung
Nachteil: Dieses Verfahren kann sehr rechenintensiv werden.

> B) Verwendung einfacher Zugehdrigkeitsfunktionen (Dreieck, Trapez,
...) und Berechnung der Zugehdrigkeitswerte per Formel
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Linguistische Variablen (1)

A In der klassischen Programmierung verwendet man oft Attribute
mit metrischen Wertebereichen. Linguistische Variablen besitzen
dagegen Worte bzw. sprachliche Ausdriicke als Auspragungen
(Terme). Sie ermoéglichen die Formulierung unscharf formulier-
ter Aussagen.

Ao Damit ist es mdglich,

2 unscharfes linguistisches Wissen zu formulieren, um so die groBe
Ausdrucksfahigkeit natlrlicher Sprachen zu nutzen

2 und dieses Wissen mittels der Fuzzy-Methodik rechnergerecht
abzubilden und zu verarbeiten.

A Bsp.: Linguistische Variable ,Geschwindigkeit™ mit den drei Aus-
pragungen ,niedrig", ,mittel* und , hoch™. Jede Auspragung wird
durch eine unscharfe Menge reprasentiert.

A

niedrig mittel hoch

km/h

1
100 140 180 230
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

Linguistische Variablen (2)

Ao L={A,,..., A )} beschreibt den Wertebereich einer linguistischen
Variablen L. Die Anzahl der Auspragungen |L| sollte < 10 sein.
Verwendet man sehr wenige Auspragungen, wird die Modellie-
rung tendenziell zu grob, verwendet man zu viele, lassen sich
die Begriffe nicht mehr gut voneinander trennen.

A Bsp.: Linguistische Variable AuBentemperatur tUber der
Grundmenge {T,;|1 <i < 8}={arktisch, eiskalt, kalt, kuhl,
mild, warm, tropisch, heil3}
Jede Auspragung wird reprasentiert durch eine unscharfe Menge
Uber der Grundmenge G={ teR |-60°C <t < 60°C}

A Die Ausgestaltung der jeweiligen Zugehdérigkeitsfunktion ist
anwendungsabhangig.

Linguistische Variable 4 Temperatur
Linguistische » 4 , : " : : ,
4 arktisch eiskalt kalt kahl mild warm tropisch  heiB
Grundmenge 1

Linguistische Werte _~ ;

& unscharfe Mengen

|
Grundmenge ) -60 -50 -10 0 +5 +15 +25 +35 +40
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oIot-Jl CI: Fuzzy Logik

A U
1 A
u
A
A con(U)
1_
A
u
A
A dil(U)
oy A
u
A

Linguistische Variablen (3)

Zur sprachlichen Verstarkung oder Abschwachung werden oft
noch zur weiteren Attributierung der Auspragungen linguistische
Modifikatoren wie klein, mittel, groB3, sehr, die meisten, einige,
wenige etc. verwendet.

Flir unscharfe Mengen gibt es Standardoperationen, um den
Grad der Unscharfe zu verringern bzw. zu erhdhen.

Die Kontraktionsoperation con(U) mit p,(x) = (uy(x))" fuhrt zu
einer Konzentration, also einer Erhdhung der Scharfe.

Die Streckungsoperation dil(U) mit pg;(x) = (uy(x))¥/" bewirkt
eine Streckung (Dilatation) und erhdht die Unscharfe.

Die Kontrastintensivierung ist eine Operation, die wahre Aus-
sagen wahrer und falsche falscher macht. Sie ist wie folgt
definiert:

21(x)?, falls 0 < pu(x)<1/2

Hin (1) = { 1=2(1— ()%, falls 1/2 < u(x) <1

Die Kontrastdiffusion ist die Umkehrung der Kontrastintensivie-
rung; sie macht wahre Aussagen unwahrer und falsche weniger
falsch.
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