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Theoretische Informatik
Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

algorithmischer Aspekt

Beispiel: prufen, ob der Quellcode eines Programm syntaktisch korrekt ist

Annahme: unser Rechner schafft 102 Operationen pro Sekunde

Lange des Quellcodes CYK-Algorithmus

100 Zeichen 0.001s
1000 Zeichen 1s
10000 Zeichen > 16 min

... man sollte Uber Alternativen nachdenken !!!



Theoretische Informatik
Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Fakt

endliche Automaten konnen nicht alle kontextfreien
Sprachen akzeptieren

Frage/Ansatz

Wie viel mul? ein endlicher Automat mehr kbnnen?

Randbedingung

... wir wollen nicht ,mit Kanonen auf Spatzen schiel3en*
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel L={w#w|we{ab}\{e}; wistdie gespiegelte Version von w }

Lesekopf

Bla|b|b|#|b|b|a]|B]|.. Eingabeband

endliche
Steuereinheit

$

Kellerspeicher
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel L={w#w|we{ab}\{e}; wistdie gespiegelte Version von w }

Lesekopf

Bla|b|b|#|b|b|a]|B]|.. Eingabeband

endliche
Steuereinheit

$

Kellerspeicher
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Theoretische Informatik
Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

algorithmischer Aspekt

solcherart Automaten konnen benutzt werden, um das Membership-
Problem fir kontextfreie Sprachen (/* in vielen Fallen auch effizient */)
zu lgsen

... hotwendig, Wissen uber Kellerspeicher ,auffrischen®

13
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Kellerspeicher (/* angepaldt an unsere Bedirfnisse */)

 implementiert das LIFO-Prinzip

 erlaubt Datenelemente zu speichern

o eingeschrankter Zugriff: es kann nur auf das zuletzt gespeicherte
Datenelement zugegriffen werden

o Kaeller K; initial steht ein $ im Keller K
« endliches KelleralphabetI' mit$ ¢ '
QOperationen: pop, push

Eigenschaften: pop(push(x,K)) = K
pop($) = Error

14
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Lesekopf

Bla|b|la|#|a|b|a|B]|.. Eingabeband

endliche
Steuereinheit

B T |2

Kellerspeicher

 auf dem Eingabeband steht das Wort w, flr welches zu entscheiden
Ist, ob es zur Sprache L gehoért oder nicht

o das Wort w wird zeichenweise von links nach rechts gelesen

o falls sich der Kellerautomat nach vollstandiger Verarbeitung des
Wortes w in einem Endzustand befindet, so gehort w zu L;
andernfalls gehdrt w nicht zu L 15
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4 Al Kontextfreie Sprachen

 das Eingabeband ist in Felder unterteilt; jedes Feld enthéalt ein Zeichen
 endliche Steuereinheit; mit einem Lesekopf und einem Kellerspeicher
verbunden
 bekommt Information tGber den Inhalt eines Feldes und mittels pop
das zuletzt im Kellerspeicher gespeicherte Zeichen
* Dbefindet sich in einem von endlich vielen Zustanden
 legtin Abhangigkeit vom aktuellen Zustand, vom Inhalt des aktuell
gesehenen Feldes und vom zuletzt im Kellerspeicher gespeicherte
Zeichen fest, was im nachsten Arbeitsschritt passiert
* ein Arbeitsschritt besteht aus:
« Bewegung des Lesekopfs um ein Feld nach rechts bzw. Lesekopf
nicht bewegen
 Speichern von endlich vielen Zeichen im Kellerspeicher
 Festlegung des nachsten Zustands

16
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4 Al Kontextfreie Sprachen

es sei G eine kontextfreie Grammatik

... man verwendet einen Kellerautomaten, um ftr ein gegebenes
Wort w zu Uberprifen, ob es eine Linksableitung fur w gibt

Beispiel L={w#w |w e {ab}'\{c}; wistdie gespiegelte Version von w }
>={a, b #}
V={S}
S S 25 aSa 2> ab#ba
S 2> a#a | b#b
S > aSa | bSb

17



Theoretische Informatik

4 Al Kontextfreie Sprachen

Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

Beispiel L={w#w |w e {ab}*\{c}, wistdie gespiegelte Version von w }

Keller Eingabewort

>={a, b}

V={S

S 1S $ ab#ba

S > atfa | b#b S$ abiha

ara

aSa$ ab#ba

S - aSa | bSb Sa$ b#ba
b#ba$ b#ba
#ba$ #ba

S 25 aSa 2 ab#ba bas$ ba
a% a
$

Hinweis: zuletzt im Kellerspeicher gespeichertes Zeichen ist unterstrichen

18
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel L={ab"|n>1}

Keller Eingabewort

>={a,b}

V={S}

S $ aabb
S$ aabb

S ab | asb ash$ aabb
Sbh$ abb
abb$ abb
bb$ bb

S 25 aSb 2> aabb bS b

19
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Beispiel L={ab"|n>1}

Keller

>={a,b}

\S/ {S} $
S$

S > ab | aSb aSh$
Sbh$
aSbb$
Sbb$

S 25 aSb 2> aabb aSbbs$

Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie
4 2l Kontextfreie Sprachen

Eingabewort

aabb
aabb
aabb
abb
abb
bb
bb

... der Automat mufd zwangslaufig nicht-deterministisch arbeiten 5
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Bestimmungsstlicke eines nicht-deterministischen Kellerautomaten

« eine Menge Z von Zustanden

 ein endliches Eingabealphabet X von Symbolen

 ein endliches Kelleralphabet I

e ein ausgezeichneter Startzustand z, € Z

 ein ausgezeichnetes Zeichen $ ¢ I’

 eine ausgezeichnete Menge E c Z (* die Endzustande *)

« eine Uberfuhrungsfunktion §: Zx (T U {e) x (T U {$})) = 2@xT)

... man bendtigt die nicht-deterministische Variante eines Kellerautomaten,
um alle kontextfreien Sprachen in den Griff zu bekommen !!! 21



Theoretische Informatik

Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Beschreibung von nicht-deterministischen Kellerautomaten

Beispiel L={w#w |w e {ab}*\{e}, wistdie gespiegelte Version von w }

2={2y 2,2, 23}
>={ab#}
r={ab}

Zg

$

E={z;}

6(zp,a,9) ={ (z,,a) }
6(ZOlb’$) - { (Zlib) }

6(z,,a,a) ={ (z5,2a) }
6(z,,a,b) ={ (z5,ab) }
5(z,b.a) = { (z,)ba)
5(z,bb) = { (z,.bb)

68(z,.#.8) ={(2,,a) }
6(z,.#.b) = {(z,,b) }

6(25,a,a) = { (2,.¢) }
0(z2,5,b,b) = { (z,.¢) }
6(2,,€,%) = { (z3,¢) }

22
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Beschreibung von nicht-deterministischen Kellerautomaten

Beispiel L={w#w |w e {ab}*\{e}, wist die gespiegelte Version von w }
6(z5,2,8) = { (z3,8) } 6(z,,#,a) ={ (z,,8) }

2={2,,2,,2, 25} 0(2y,0,%) = { (z;,b) } o(z,,#,b) ={(z,,b) }

Y={ab#}

={ab} 6(z,a,a) = {(z,,aa) } 6(2.a,a) ={(Z58) }

Z, o(z,,a,b) ={(z,,ab) } 0(z,,b,b) ={ (z,,€) }

$ d(z,,b,a) ={(z,,ba) } 0(2,.€,9) = { (z3.¢) }

E={z;} 6(Z1ib’b)7{ (z,,bb) }

gehe auf dem Eingabeband weiter;
schreibe erst das a zuruick in den Keller 23
und danach das b in den Keller
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Beschreibung von nicht-deterministischen Kellerautomaten

Beispiel L={w#w |w e {ab}*\{e}, wist die gespiegelte Version von w }
3(zp,a,9$) = { (z,,a) } 3(z,#,a) ={(z,a) }

2={2,,2,,2, 25} 0(2y,0,%) = { (z;,b) } o(z,,#,b) ={(z,,b) }

>={ab,#}

r={ab)} S(z,a8)={(z,82)}  [8(zZna@) = {(2x8)}

Z, d(z,,a,b) = {(z,,ab) } 0(z,,b,b) F { (z,,€) }

$ 8(zyba) ={(zyba)} 8z $)[F{(z58) }

E={z} d(z,,b,b) ={(z,,bb) }

gehe auf dem Eingabeband weiter;
schreibe nichts in den Keller 24
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beschreibung von nicht-deterministischen Kellerautomaten

Beispiel L={w#w |w e {ab}*\{e}, wistdie gespiegelte Version von w }

3(zp,a,%) = { (z,,a9) } 3(z,#,a) ={(z,a) }

2={2,,2,,2, 25} 0(z2y,0,%) = { (z,,b9) } o(z,,#,b) ={(z,,b) }
>={ab#}

I'={ab} d(z,,a,a) = {(z,,aa) } 0(z,,a,a) ={(z,,€) }
Z, d(z,,a,b) = {(z,,ab) } 0(z,,b,b) ={ (z,,€) }
$ d(z,,b,a) ={(z,,ba) } 0(2,.€,9) = { (z3,¢) }
E={z} d(z,,b,b) = { (z,bb) } I

gehe auf dem Eingabeband nicht weiter;
schreibe nichts in den Keller 25
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4 Al Kontextfreie Sprachen

allgemein

die Zustandsuberfihrungsfunktion & wird mit Gleichungen der
Art d(z,x,y) ={ (z',w"), ..., (z“,w') } beschrieben

es sei (z',w') € o(z,x,y)

Fall1:x e 2,y e I', W' = a,,...,a, 4.8,

ein Ubergang von z nach z‘ ist moglich, falls x das Zeichen ist,
daf’ der Lesekopf sieht und y das oberste Zeichen im Keller ist

Effekt:

o der Lesekopf geht ein Zeichen nach rechts

 aus dem Keller wird y geléscht und es werden
nacheinander die Zeichen a, &, 4, ..., &, in den Keller
geschrieben

26
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

allgemein

die Zustandsuberfihrungsfunktion & wird mit Gleichungen der
Art d(z,x,y) ={ (z',w"), ..., (z“,w') } beschrieben

es sei (z',w') € o(z,x,y)

Fall2:xeZ,yel,w =¢

ein Ubergang von z nach z‘ ist moglich, falls x das Zeichen ist,
daf’ der Lesekopf sieht und y das oberste Zeichen im Keller ist
Effekt:

o der Lesekopf geht ein Zeichen nach rechts
 aus dem Keller wird y geloscht

27
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

allgemein

die Zustandsuberfihrungsfunktion & wird mit Gleichungen der
Art d(z,x,y) ={ (z',w"), ..., (z“,w') } beschrieben

es sei (z',w') € o(z,x,y)

Fall 3:x=¢,yeI',w =a,..,a,,a,

ein Ubergang von z nach z‘ ist moglich, falls y das oberste
Zeichen im Keller ist

Effekt:

o der Lesekopf bewegt sich nicht

 aus dem Keller wird y geléscht und es werden
nacheinander die Zeichen a, &, 4, ..., &, in den Keller
geschrieben

28
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

allgemein

die Zustandsuberfihrungsfunktion & wird mit Gleichungen der
Art d(z,x,y) ={ (z',w"), ..., (z“,w') } beschrieben

es sei (z',w') € o(z,x,y)

Fall 4:x=¢,yel,wW=¢

ein Ubergang von z nach z‘ ist moglich, falls x das Zeichen ist,
daf’ der Lesekopf sieht und y das oberste Zeichen im Keller ist
Effekt:

o der Lesekopf bewegt sich nicht
 aus dem Keller wird y geloscht

29
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4 Al Kontextfreie Sprachen

allgemein

die Zustandsuberfiihrungsfunktion 6 wird mit Gleichungen der
Art d(z,x,y) ={ (z',w'), ..., (z",w*) } beschrieben

es sei (z',w') € o(z,x,y)

Fall 5+i: ...,y =9, ...

ein Ubergang von z nach z‘ ist moglich, falls der Keller leer ist

Effekt:

30
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

es sei C = [Z,X,T',2,,%,E,d] ein Kellerautomat

Ein Wort w gehdrt zu der von C akzeptierten Sprache L(C), falls
es eine Moglichkeit gibt, dal3 C das Wort w vollstandig verarbeitet
und sich anschlie3end in einem Endzustand befindet. Falls es
keine solche Mdglichkeit gibt, gehdort w nicht zu L(C).

Hinweis: wenn in einer Situation kein Zustandstibergang maoglich ist,
so meldet der Kellerautomat einen Fehler

T : : e 31
... man kénnte auch explizit wie bei endl. Automaten ein Fehlerzustand einflihren
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Zusammenhang zwischen nicht-deterministischen Kellerautomaten
und kontextfreien Grammatiken

Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen nicht-
deterministischen Kellerautomaten C mit L(C) = L(G).

32



Theoretische Informatik

Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel

L={a"b"|n>1}

S > ab | aSb

8(20181$) - { (Zl,S) }
0(z4,¢,S) = { (z,,ab), (z;,aSb) }
0(z1,a,a) = { (z4,¢) }
6(z4,b,b) = { (z,,¢) }

8(z1,6,%) ={(2,:¢) }

33
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4 Al Kontextfreie Sprachen

es sei G =[Z,V,S,R] eine kontextfreie Grammatik

bilde den gesuchten nicht-deterministischen Kellerautomat C wie folgt:

Z2={252,,2,}

2 6(z¢,€,9) ={(z1,S) }

r=xuVv O(zy,X,X) ={(z,¢) }furalle x € X

;0 0(2,¢,9) ={(z,.€) }

E={2,} 0(z,,&l) ={(z,r) } fur alle Regeln | 2 rin R

0@ .
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel L={w#w]|we{ab}*\{c}, wistdie gespiegelte Version von w }

{a, b, #}
{S}

n<M™

S 2> aHa | bHb
S - aSa | bSb
H->#

Z={2y2,,2,}

>

'={a,b,#} U{S,H}
Zg

$

E={z,}

6(20,8,9) ={(2,,5) }
6(z;,a,a) ={(z.¢) }
6(z,,b,b) ={(z.¢) }
6(z,.#.#) ={(z,€) }
5(z06.8) = { (26) }

d(z,,¢,S) ={ (z,,aHa), (z,,bHDb), (z,,aSa), (z,,bSb) }
0(z,e,H) ={(z,#) }

35
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Zwischenfazit

 zu jeder gegebenen kontextfreien Grammatik G kann man einen
nicht-deterministischen Kellerautomat C mit L(C) = L(G)
konstruieren

 umgekehrt kann man zu jedem gegebenen nicht-deterministischen
Kellerautomat C eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L(C)
konstruieren

o aber...

nicht-deterministische Kellerautomaten kann man ,nicht”
sinnvoll implementieren (/* Laufzeit */)

36
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Spezialfall: Deterministische Kellerautomaten

Z={2y,2,2, 25} 0(zp.a,9) ={(z,,a) } o(z,#,a) ={(z,a) }
>={a,b,#} 0(zp,0,9) = { (z;,b) } o(z,,#,b) = {(z,,b) }
I'={a,b}

Z, d(z,,a,a) ={(z,,aa) } 0(z,,8,a) ={(2,,€) }
$ 8(z,a,b) ={(z,,ab) } 8(z,,b,b) = { (z,,€) }
E={z;} d(z,,b,a) = { (z,,ba) } 0(2,,&,9) = { (z3,€) }

6(z4,b,b) = { (z,,bb) }

... mit diesem Kellerautomaten kann man zu einem Wort w in 37
genau w Schritten entscheiden, ob w zu L(C) gehort oder nicht
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Spezialfall: Deterministische Kellerautomaten

ldee: ... in jeder Situation ist nur eine ,,Aktion“ mdglich

mogliche Situationen sind definiert durch

 den aktuellen Zustand, das Zeichen auf dem Eingabeband,
das der Lesekopf sieht, und das zuletzt in den Kellerspeicher
geschriebene Zeichen

maogliche Aktionen haben zur Folge, dal’ sich

 der Zustand und der Inhalt des Kellerspeichers andert
und der Lesekopf ein Zeichen nach rechts geht
o der Zustand und der Inhalt des Kellerspeichers andert
und der Lesekopf auf demselben Zeichen steht 38
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Spezialfall: Deterministische Kellerautomaten

essei D =[Z,2T,z,,$,E,J] ein Kellerautomat

D ist ein deterministischer Kellerautomat, falls fir alle z € Z, allea € X
undalley e ' U {$ }gilt:

e wenno(zey)# I,

so ist card(6(z,e,y)) =1 und o(z,x,y) = J fur alle x €
e wenno(z,ay)=# I,

so ist card(d(z,a,y)) = 1 und 4(z,e,y) = I

39
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4 Al Kontextfreie Sprachen

der ,Nutzen” von deterministische Kellerautomaten

es sei L eine kontextfreie Sprache, flr die es einen deterministischen
Kellerautomaten D mit L(D) = L gibt

Dann kann man einen Algorithmus angeben, mit dem man
zu jedem Wort w € Z* in Zeit O(|w|) entscheiden kann, ob
w e L oder w ¢ L qilt.

wie das im Detall geht: siehe Vorlesung ,Compilerbau”

Hinweis:  man kann auch den Kellerautomaten D ,direkt” verwenden; dann muf3 man  4g
mit den Ubergangen vom Typ ,8(z,¢,y)" aufpassen (/* zusatzliche Steuerung */)



Theoretische Informatik
Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel: prifen, ob der Quellcode eines Programm syntaktisch korrekt ist

Annahme: unser Rechner schafft 10° Operationen pro Sekunde

Lange des Quellcodes

es gibt einen determ.
Kellerautomat fur L

es gibt keinen determ.
Kellerautomat fur L

100 Zeichen 0.0000001 s 0.001 s
1000 Zeichen 0.000001 s 1s
10000 Zeichen 0.00001 s > 16 min

" ... alle syntaktisch korrekten Programme bilden eine kontextfreie Sprache




Theoretische Informatik
Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Zwischenfazit

« die Syntax von Programmiersprachen beschreibt man derart, dal3
sicher gestellt ist, dal’ es flr die beschriebene Sprache einen
deterministischen Kellerautomaten gibt

... das erfordert sowohl Verstandnis fir die zugrunde liegende
Problematik als auch Kreativitat !!!

42
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Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Begrundung (/* Teil 1 */)

Es gibt kontextfreie Sprachen L mit folgender Eigenschatft:

Es gibt keinen deterministischen Kellerautomaten D mit L(D) = L.

Beispiel: L={ww |w € {a,b }*\{ ¢}, wist die gespiegelte Version von w }

Einsicht:
man mulfd beim ,Design“ aufpassen

... das gilt nicht nur fur die Syntax von Programmiersprachen 43
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Begrundung (/* Teil 2 */)

Es gibt keinen Algorithmus, der folgendes leistet:

o der Algorithmus akzeptiert als Eingabe eine kontextfreie
Grammatik G

o falls es einen deterministischen Kellerautomat D mit L(D) = L(G)
gibt, so liefert der Algorithmus das Resultat ,ja“

 andernfalls liefert der Algorithmus das Resultat ,nein®

Einsicht:

man kann nicht damit rechnen, daf} einem die Arbeit
durch ,,Computer-Tools* entscheidend vereinfacht wird 44



Theoretische Informatik
Kap 1: Formale Sprachen/Automatentheorie

4 Al Kontextfreie Sprachen

Begriffe:

« kontextfreie Grammatik, Linksableitung, Chomsky-Normalform
. deterministischer/nicht-deterministischer Kellerautomat

Satze / Zusammenhange:

o  kf. Grammatik und Chomsky-Normalform
o  kf. Grammatik und nicht-det. KA

o det. KA kdnnen echt ,weniger*

e  Pumping-Lemma

Methoden / Techniken / Algorithmen:

«  Ubersetzung (/* kf. Grammatik & Chomsky-Normalform, kf.
Grammatik = nicht-det. KA */)
« CYK-Algorithmus

«  Anwendung des Pumping-Lemma 45



