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4 Al Kontextfreie Sprachen

algorithmischer Aspekt

auf den ersten Blick scheint alles klar

... aber, ist die Idee, zunéchst eine gegebene kontextfreie
Grammatik in Chomsky-Normalform zu tberfiihren und
dann den CYK-Algorithmus anzuwenden, wirklich
praktikabel
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel: prufen, ob der Quellcode eines Programm syntaktisch korrekt ist

Annahme: unser Rechner schafft 10° Operationen pro Sekunde

Lange des Quellcodes CYK-Algorithmus

100 Zeichen 0.001s
1000 Zeichen 1s
10000 Zeichen > 16 min

... man sollte Uber Alternativen nachdenken !!!
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konzeptioneller Aspekt

... ein besseres Verstandnis flur die Ausdrucksfahigkeit von
kontextfreien Grammatiken bekommen

 Abgeschlossenheitseigenschaften
 Grenzen der Ausdrucksfahigkeit
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4 Al Kontextfreie Sprachen

es seien X' und X* die zugrunde liegenden Alphabete

es seien L, c (X)* und L, c (£*)* kontextfreie Sprachen

Dann qilt:

« L, UL, ist eine kontextfreie Sprache
« L, °L,={wv]|wel,vVel,}isteine kontextfreie Sprache
(L)* ist eine kontextfreie Sprache
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4 Al Kontextfreie Sprachen

L, U L, ist eine kontextfreie Sprache

- es seien G, und G, kontextfreie Grammatiken fur L, und L,

s, > 0S,1 |01
S, 0S,0]1S,1]00]| 11

S->0S1|01 S-S
AN s> s,
=

S 0S0|1S1]00 |11

... Variablen in G; und G, so umbenennen, dal? V; und V, disjunkt werden
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4 Al Kontextfreie Sprachen

L, ° L, ist eine kontextfreie Sprache

- es seien G, und G, kontextfreie Grammatiken fur L, und L,

S->0S1|01 \ S >SS,
S;>0S;1|01

S, > 0S,0]1S,1]00]| 11

S>0S0[1S1]00]11 <

... Variablen in G; und G, so umbenennen, dal? V; und V, disjunkt werden
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4 Al Kontextfreie Sprachen

(L)* ist eine kontextfreie Sprache

- es sei G, eine kontextfrei Grammatiken fur L,

S 0S1 |01 —> St >e
S*>S
St > S'S*
S 0S1 |01
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4 Al Kontextfreie Sprachen

es sei X das zugrunde liegenden Alphabet

Dann gibt es kontextfreie Sprachen L, L, < ¥*, so dal3 gilt:

« L, nL, ist keine kontextfreie Sprache
e co(L,) ist keine kontextfreie Sprache
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel fur ,m*:
L, ={abma™ [nm>1}L,={abm™am|nm=>1}

2> L,nL,={ab"a"|n>1}

- L, und L, sind kontextfrei, L; n L, ist nicht kontextfrei

Argumentation ftr ,co”:

falls co(L,) immer kontextfrei ist, so ware auch immer

L, nL,=co(co(L,) v co(L,)) kontextfrei
|
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Was ist allen unendlichen kontextfreien Sprachen gemein?

Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprachen

Es sei L < 2* eine unendliche Sprache.
Wenn L kontextfrei ist, so gibt es eine Zahl n,

so daf’ fur alle Worter s € L mit [s| > n, gilt:
es gibt Worter u, v, w, x und y aus X*, so daf} gilt:
() s=u-v-w-x-Yy
() v +[x[=1
(i) [v| + |w| + [x] < n
(iv) u-vk-w-xk.-yelLflrallek>0
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1

>={a,b
V={S,AB,H} S w = aabb
S
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1

Startpunkte fur das ,,Pumping” a b
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1

>={a,b
V={S,AB,H} S w = aabb
S
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 2

w = aaabbb

Startpunkte fur das ,Pumping”
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 2

w = aaabbb

Startpunkte fur das ,,Pumping”
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 2

w = aaabbb
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Hintergrund

es sei G ist eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform,
die k Variablen enthalt

es seiw € L(G) mit |w| = 2

Dann gibt es im Ableitungsbaum von w einen Pfad der Lange k+1.
In diesem Pfad mufld eine Variable mehrfach vorkommen.
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4 Al Kontextfreie Sprachen

es sei L < X* eine unendliche Sprache

um nachzuweisen, dald L nicht kontextfrei ist, gehe wie folgt vor:

Schritt 1:
wahle zu jedem n > 0 ein s, € L mit |s,| > n (/* geschickt */)

Schritt 2:
zeige fur jedes n > 0 und alle u, v, w, X und y aus Z* mit:
S,=u-v-w-xX-Yy,|v]|+|xX]|=>1und |v] + |w] + |[X] <n

dal3 fur ein k > O gilt:
u-vk-w.xk.yelL
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1 L={a%b%az|z>1}

flr jedes n > 0 sei s, = a"bna"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Falll: v-x=a" fireinrmit0O<r<n

also gilt fur k = 0 entweder a) oder b):

a) u-vk-w-xk.y=u.-w-y=anmbmna" ¢ L
b) u-vk-w.-xk-y=u-w-y=amb"a" ¢ L
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1 L={a%b%az|z>1}

flr jedes n > 0 sei s, = a"bna"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Fall2: v-x=b" fureinrmit0O<r<n
also gilt fur k = 0:

e u-vk-w-.xkey=u-w-y=a"b™a" ¢ L
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1 L={a%b%az|z>1}

flr jedes n > 0 sei s, = a"bna"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Fall 3: v-x=ab" fireinr,rmit0O<r+r'<n

also gilt fur k = 0:

e u-Vk-w.xk-y=u-w-y=arhbrran ¢ L
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 1 L={a%b%az|z>1}

flr jedes n > 0 sei s, = a"bna"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Fall4: v-x=ba" fureinr,rmit0O<r+r'<n

also gilt fur k = 0:

e uU-Vvk-w-.xk-y=u-w-y=arb™a ¢ L
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also ist L nicht kontextfrei !!!
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 2 L={ww|we{a b}}

flr jedes n > 0 sei s, = a"b"a"b"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Falll: v-x=a" fireinrmit0O<r<n

also gilt fir k = 0 entweder a) oder b):

a) u-vk-w-xkey=u-w-y=anbrarb" ¢ L

b) u-vk-w-xk-y=u-w-y=a"b"na™b" ¢ L
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 2 L={ww|we{a b}}

flr jedes n > 0 sei s, = a"b"a"b"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Fall2: v-x=Db" fiUreinrmit0<r<n

also gilt fir k = 0 entweder a) oder b):

a) u-vk-w-xk.y=u-w-y=ab"anb" ¢ L

b) u-vk-w-xk-y=u-w-y=a"bra"b"" ¢ L
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 2 L={ww|we{a b}}

flr jedes n > 0 sei s, = a"b"a"b"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Fall 3: v-x=ab" fiureinr,rmit0O<r+r'<n

also gilt fir k = 0 entweder a) oder b):

a) u-vk-w-xk-y=u-w-y=a"b"a"b" ¢ L

b) u-vk-w-xk-y=u-w-y=arbnanb"r ¢ L
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4 Al Kontextfreie Sprachen

Beispiel 2 L={ww|we{a b}}

flr jedes n > 0 sei s, = a"b"a"b"
es sei n > 0 beliebig, aber fest

wenn u, v, w, X und z aus X* gleichzeitig (i), (ii) und (iii) erfillen,
so mul} gelten:

Fall4: v-x=ba" fureinr,rmit0O<r+r'<n

also gilt fur k = 0:

e u-vk-w-xk-y=u-w-y=ab™arpn ¢ L
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also ist L nicht kontextfrei !!!



