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Vorwort

Die Theoretische Informatik beschéftigt sich mit Abstraktionen, Modellbildungen, all-
gemein mit Grundlagenforschung, die mit der Struktur, Verarbeitung, Darstellung und
Ubertragung von Informationen im Zusammenhang steht. Es handelt sich vor allem
um Probleme, die mit Computern und deren Anwendung zu tun haben. Die Theore-
tische Informatik ist also ein weites Feld, und sie hat naturgeméif in vielen Bereichen
Beriihrungspunkte mit anderen Gebieten der Informatik.

In ihrer Methodik ist die Theoretische Informatik mathematisch, indem sie Defini-
tionen, Séitze und Beweise benutzt. Sie erhilt jedoch ihre Impulse in erster Linie aus
den vorher bereits genannten praktischen Problemen. Es wird versucht, fiir solche Pro-
bleme theoretische Modelle zu finden, die eine genaue und verstindliche Beschreibung
ermoglichen. Damit konnen unter Umstdnden praktische Losungsansitze erleichtert
werden.

Ohne Anspruch auf Vollstindigkeit zu erheben, nennen wir im folgenden einige
Bereiche und Gebiete, die in der Theoretischen Informatik behandelt werden. Der
zentrale Begriff der Informatik und damit auch der Theoretischen Informatik ist der
des Algorithmus. Schon vor Erfindung der Computer hat man sich mit der Frage
der Berechenbarkeit auseinandergesetzt, also mit der Frage, welche Probleme algorith-
misch losbar sind. Verschiedene formale Modelle fiir den Algorithmusbegriff wurden
eingefiihrt, und sie werden auch heute noch weiter untersucht. Neben der prinzipi-
ellen Frage der Berechenbarkeit ist es natiirlich interessant zu wissen, mit welchem
Aufwand eine solche Berechnung durchgefiihrt werden kann. Die Komplexitdtstheorie
untersucht solche Fragestellungen. Mit Hilfe der Berechnungsmodelle definiert man da-
bei verschiedene Komplexititsklassen. Neben diesen allgemeinen Uberlegungen werden
jedoch auch konkrete Algorithmen betrachtet, z.B. Algorithmen zur Mustererkennunyg,
Such- und Sortieralgorithmen, Graphalgorithmen und Algorithmen in der Zahlentheo-
rie. Die letztgenannten sind wichtig in der Kryptologie, in der Lehre vom Ver- und
Entschliisseln von Nachrichten, die mit der zunehmenden Verbreitung von Computer-
systemen eine immer stirkere Bedeutung erhilt. In all diesen Fillen ist die Analyse
der Algorithmen wichtig, d.h. Untersuchungen iiber ihr Zeitverhalten und ihren Platz-
bedarf im schlechtesten Fall oder im Mittel. Eine Verringerung des Rechenaufwands
kann mit parallelen Algorithmen erreicht werden. In diesem Zusammenhang werden
auch parallele Prozesse und parallele Rechnerarchitekturen betrachtet.

Zur praktischen Berechnung werden Algorithmen als Programme in einer Pro-
grammiersprache kodiert. So beschéftigt sich die Theoretische Informatik auch mit
den Grundlagen der imperativen, funktionalen, logischen und objektorientierten Pro-
grammierung und betrachtet in diesem Zusammenhang die Syntax und Semantik von
Programmiersprachen, die Logik fiir Programmiersprachen und die Programmuerifika-
tion.

Programmiersprachen konnen als spezielle formale Sprachen aufgefalst werden. For-
male Sprachen werden durch Grammatiken und andere Ersetzungssysteme erzeugt
oder kénnen durch verschiedene Arten von Automaten und Maschinen erkannt wer-
den. Grammatiken wurden erstmals in der Linguistik betrachtet, wo man versucht
hat, mit ihrer Hilfe natiirliche Sprachen zu beschreiben. Einige Ersetzungssysteme wie
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z.B. Lindenmayersysteme wurden in der Biologie verwendet, um die Entwicklung bio-
logischer Organismen darzustellen. Die Automaten- und Maschinentypen dienen aufer
zur Spracherkennung auch als mehr oder weniger realistische Modelle von Computer-
systemen.

Ein wichtiges praktisches Problem ist die Organisation von Daten in Speichern von
Rechensystemen. Hierfiir werden theoretische Untersuchungen iiber Datenstrukturen
und Datenbanken durchgefiihrt und entsprechende semantische Fragen behandelt.

Aus dem eben skizzierten weiten Spektrum der Theoretischen Informatik kann
in dieser Vorlesung nur ein kleiner Teil behandelt werden. Wir beschrédnken uns in
der Vorlesung , Theoretische Informatik I“ im wesentlichen auf die Grundlagen der
Berechenbarkeit. Diese sind in der Informatik von fundamentaler Bedeutung, da sie
einen Begriff von den prinzipiellen Moglichkeiten von Rechensystemen und ihren Be-
schrinkungen vermitteln. Die Kapitel 1 bis 3 beschreiben die Berechnung von Funk-
tionen durch unterschiedlich leistungsfihige Berechnungsmodelle. Die kleinste Klasse
von Funktionen wird durch Schaltfunktionen bestimmt, die Sie in den Vorlesungen der
Technischen Informatik kennenlernen werden (siehe auch [23|, Kapitel 1). Endliche
Automaten berechnen eine umfangreichere Klasse und mit Hilfe von Turingmaschi-
nen oder Registermaschinen (random access Maschinen) kann schlieflich jede intuitiv
berechenbare Funktion dargestellt werden. Aquivalent ist dies auch mit p-rekursiven
Funktionen moglich.

In den Kapiteln 4 und 5 werden Sprachen, Grammatiken sowie endliche erken-
nende Automaten, Kellerautomaten, linear beschrinkte Automaten sowie erkennende
Turingmaschinen betrachtet. Die Berechnungen der Automaten und Maschinen fiih-
ren in diesen Fillen zur Erkennung von Wortern von Sprachen. Auf die Komplezitit
solcher Berechnungen wird insbesondere in der Vorlesung ,, Theoretische Informatik II
“ eingegangen.

In der Vorlesung ,, Theoretische Informatik I[T* wird in den Kapiteln 6 bis 9 ausfiihr-
lich auf die Komplezitit von Algorithmen eingegangen, und es werden die entsprechen-
den Berechnungsmodelle und Komplexititsklassen besprochen. In Kapitel 6 werden
effiziente Algorithmen betrachtet, also solche, die in verniinftiger Zeit die gestellten
Probleme 16sen. Fiir die Algorithmen aus Kapitel 7 gilt das leider nicht. Dazu gehoren
sehr viele Algorithmen fiir sehr wichtige Probleme aus der Praxis. Damit man auch
dafiir wenigstens nidherungsweise verniinftige Losungen bekommt, werden in Kapitel
8 approzimierende Algorithmen eingefiithrt. Kapitel 9 betrachtet den Raumbedarf von
Algorithmen, wihrend in Kapitel 10 parallele Algorithmen und parallele Berechnungs-
modelle untersucht werden.

Ein grofer Teil des Stoffes dieser Vorlesung befindet sich in meinem Buch [23].
Wichtig bei der Ausarbeitung der Vorlesung waren die Monographien von Bo-
brow/Arbib (3|, Hermes 9], Salomaa [19], Moll/Arbib/Kfoury [15], Hopcroft/Ullman
[11], Bovet/Crescenzi [4], JaJd [12] und Vollmar/Worsch [22]. Neben diesen Biichern
sind im Literaturverzeichnis noch weitere genannt, die zur vertiefenden Beschiftigung
mit dem hier behandelten Stoff geeignet sind.

Dietmar Wétjen im Oktober 1998



1 Endliche Automaten

1.1 Einfiihrung

Wenn Sie in den Vorlesungen der Technischen Informatik Schaltfunktionen und
Schaltnetze kennenlernen werden, werden sie feststellen, daf dabei im wesentlichen
nicht auf den Zeitbedarf eingegangen wird. Idealisierend kénnen wir annehmen, daf
nach dem Anlegen des n-Tupels von Eingabewerten das Ergebnis, d.h. der Funkti-
onswert der Schaltfunktion f : {0,1}™ — {0,1}, nach einem sehr kurzen Zeitintervall
ausgegeben wird. Verallgemeinernd kann man bei m parallelen Schaltnetzen auch ein
m-Tupel als Ausgabewert erhalten. Beim Anlegen eines weiteren n-Tupels von Einga-
bewerten erfolgt eine weitere Ausgabe, die nicht vom fritheren Verhalten des Schaltnet-
zes beeinflufst wird. Durch Schaltnetze sind also Vorgénge, die vom fritheren Verhalten
abhangig sind und somit ein ,, Geddchtnis® erfordern, nicht realisierbar. Dies leisten
jedoch, wenn auch nicht fiir alle Probleme, endliche Automaten. Mit ihnen kann somit
eine umfassendere Klasse von Funktionen berechnet werden.

Beispiel 1.1.1 Anhand einiger einfacher Probleme und ihrer Lésungen wollen wir
die Definition von endlichen Automaten motivieren, die dann im Abschnitt 1.2 formal
angegeben wird.

(a) Wir betrachten die serielle Addition. Als Eingabeflut kommen nacheinander die
Paare von Bits (;.g), (;.1), (;;),...,(;.z), ix, jr € {0,1}, k = 0,...,n, n € INy, in
dieser Reihenfolge an. Als Ausgabe soll die Dualsumme i, ...iq + j,...Jo ge-
liefert werden, die bitweise, von hinten nach vorn, ausgegeben wird. Dazu ist
eine Ubertragsverarbeitung notwendig, die durch die Einfithrung von Zustéinden
moglich wird. Durch die folgende Tabelle wird die Arbeit eines solchen Additi-

onsautomaten beschrieben:

Eingange z1|0 0 1 1
Zustand |0 1 0 1
20 29 %o 421 nhachster Zustand
“0 0 1 1 0 Ausgabe
20 21 <1 o2
“ 1 0 0 1

Die Arbeit beginnt im Zustand z,. Dieser Zustand zeigt an, daf zuvor kein

Ubertrag stattgefunden hat. Befindet sich der Automat im Zustand z, und wird

((1]) eingegeben, so wird der Wert 1 ausgegeben, und der Automat bleibt im
Zustand zg, da bei der Addition 0 + 1 kein Ubertrag stattgefunden hat. Wird
jedoch (}) im Zustand z; eingegeben, so wird 0 ausgegeben, und es findet ein
Ubergang in den Zustand z; statt. Mit Hilfe von 2; wird sich also gemerkt, daf
ein Ubertrag stattgefunden hat.

(b) Es soll jetzt ein Modulo-m-Zéhler konstruiert werden. Gegeben sei die Menge

5
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Z,=A{0,1,...,m—1} , m > 1. Die Funktion 0 : Z,, — Z ,,, die durch

o(n) = n+1, falls0<n<m-—1
10, falls n =m — 1

definiert ist, beschreibt das Zahlen modulo m. o wird fiir jeden Zahlimpuls ange-
wendet. Der Modulo-m-Zahler C), ist ein Gerédt mit m Zustdnden 0,1,...,m — 1
und zwei moglichen Eingaben 0 und 1, das modulo m die 1-Eingaben z&hlt, und
zwar mit Hilfe der Zustidnde. C,, ist durch einen gerichteten Graphen (auch Zu-
standsdiagramm oder Zustandsgraph genannt) beschreibbar. Speziell erhalten
wir fiir C}y den folgenden Graphen:

Die Knoten dieses Graphen sind mit den Zustdnden markiert. Die Pfeile sind mit
der Eingabe bezeichnet, wobei die Pfeilrichtung den zugehorigen Zustandsiiber-
gang angibt. Dieser Gesamtautomat ,,merkt“ sich, wieviele Einsen er erhalten
hat, seitdem er zuletzt im Zustand 0 war. Er hat also ein beschrinktes (end-
liches) Gedéchtnis. Als Ausgabe konnen wir den jeweiligen aktuellen Zustand
verwenden.

Aus Cp soll jetzt ein Modulo-1000-Zédhler aufgebaut werden. Dafiir installieren
wir je einen Zahler fiir die Einer-, Zehner- und Hunderterstelle. Der Eingang
von aufen fithrt nur zum ,, Einerautomaten“. Ein Ubertrag vom Einerautomaten
zum Zehnerautomaten erfolgt genau dann, wenn der Einerautomat im Zustand
9 ist und eine 1 eintrifft. Dann wird eine 1 als Ausgabe des Einerautomaten
geliefert, die vom Zehnerautomaten als Eingabe verarbeitet wird. Dieser Aufbau
wird durch



1.2. Mealy- und Moore-Automaten
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verdeutlicht. Im Detail wird ein einzelner Automat durch

Ziy 1. Komponente der Ausgabe

t

7 2. Komponente der Ausgabe
(0,1} 10 (0,1} (zum néchsten Automaten)

dargestellt. Dabei ist er formal durch die folgenden fiinf Grofsen spezifiziert:
(1) Die Menge Z der (internen) Zustéande, hier speziell Z = Z 1.
(2) Die Menge X der moglichen Eingabesymbole, hier X = {0, 1}.
(3) Die Menge Y der moglichen Ausgabesymbole, hier Y = Z 4 x {0,1}.
(4) Eine Funktion ¢ : Z x X — Z, die in Abhéngigkeit vom gegenwértigen
Zustand und der gegenwértigen Eingabe den néchsten Zustand festlegt.
Diese Zustandsiiberfiihrungsfunktion wird in unserem Beispiel durch

k, falls x =0

§: Zyx{0,1} = Z1o mit 5(k7x):{o—(k) falls r = 1

definiert.

(5) Eine Funktion A\ : Z x X — Y, die in Abhéngigkeit vom gegenwirtigen
Zustand und der gegenwirtigen Eingabe die Ausgabe festlegt. Diese Aus-
gabefunktion ist hier durch

A Zqg X {0,1}-)210 X {0,1}
bestimmt. Dabei ist

Ak, z) = (k,y) mit y:{O, s?)nzt_ und z E

Es gibt auch Probleme, die mit endlichen Automaten nicht gelost werden konnen.
Es sei z.B. eine Zeichenkette gegeben, die aus Symbolen a und b besteht. Wir wollen
entscheiden, ob sie mit lauter a’s beginnt, gefolgt von einem b und schlieflich mit
ebensovielen a’s wie am Anfang endet. Wir kdnnen uns vorstellen, daf die Zeichenkette
ein Symbol nach dem anderen dem Automaten als Eingabe angeboten wird. Diese
Aufgabe ist jedoch durch einen endlichen Automaten nicht l6sbar, wie wir in Beispiel
1.2.5 sehen werden.

1.2 Mealy- und Moore-Automaten

Definition 1.2.1 Ein 5-Tupel M = (Z,X,Y, 4, \) heikt (endlicher) Mealy-Automat
(kurz (endlicher) Automat), wenn Z, X und Y endliche nichtleere Mengen (Zustands-
, Fingabe- bzw. Ausgabemenge) und 0 : Z x X — Z und A : Z x X — Y Abbildungen
sind (Zustandstiberfihrungs- bzw. Ausgabefunktion). O



1. Endliche Automaten

Anschaulich kénnen wir einen Mealy-Automaten so interpretieren, daf er, falls er
sich im Zustand z € Z befindet und die Eingabe x € X erhélt, in den Folgezustand
d(z, x) iibergeht und dabei die Ausgabe A(z, z) liefert. Erhélt er anschliefend eine neue
Eingabe ', so geht er in den Zustand §(d(z, x), ") iiber usw. Diese verallgemeinerte
Arbeitsweise werden wir in Definition 1.2.5 formalisieren.

Wir erkennen sofort, dafs Mealy-Automaten deterministisch sind, daf also der Fol-
gezustand und die Ausgabe eindeutig bestimmt sind. Das liegt daran, daf  und A\ Ab-
bildungen sind und daher fiir jedes Paar (z,x) € Z x X einen eindeutigen Wert 6(z, z)
bzw. A(z, x) liefern. Nichtdeterministische Automaten sind dagegen unvollstandig oder
nicht eindeutig definiert, es konnen z.B. zwei mogliche Folgezustinde zu einem Paar
(z,z) existieren. Auf nichtdeterministische Automaten werden wir im Zusammenhang
mit endlichen erkennenden Automaten in Kapitel 4 zuriickkommen.

Gelegentlich wird in der Literatur auf die Forderung der Endlichkeit der Mengen
Z, X und Y verzichtet. In diesem Buch sollen sie jedoch prinzipiell endlich sein.

Fiir jeden Mealy-Automaten kann implizit ein Taktgeber angenommen werden.
Das bedeutet, dafs der Automat nur zu diskreten Zeitpunkten betrachtet wird. Werden
diese diskreten Zeitpunkte, wie iiblich, mit der Menge IN, identifiziert, also mit der
Menge der natiirlichen Zahlen einschlieklich der 0, so ist das Ubergangsverhalten des
Automaten durch

0(z(t),z(t)) = z(t +1) und A(z(t),z(t)) = y(t)

fir t € INy gegeben. Dabei bedeutet z(¢) den Zustand zur Zeit ¢, x(t) die Einga-
be und y(t) die Ausgabe zur Zeit t. Die Ausgabefunktion wird gelegentlich auch als
Az(t),z(t)) = y(t + 1) interpretiert. Wir wollen jedoch in diesem Buch die vorherge-
hende Form vorziehen.

Jede Schaltfunktion f : {0,1}* — {0,1} kann offenbar durch einen Mealy-
Automaten berechnet werden. Man wihle einfach X = {0,1}", Y = {0,1} und
7 = {z}. Weiter werde A(z, (x1,...,2,)) = f(z1,...,2,) und §(2, (21, ...,2,)) = 2 fir
jedes (x1,...,x,) € {0,1}" gesetzt. Die Berechnung der Ausgabe hingt somit nicht
vom Zustand ab, da es nur einen gibt. Dies entspricht unserer fritheren Bemerkung,
dak die Berechnung einer Schaltfunktion unabhéngig ist von dem vorhergehenden Ver-
halten des Schaltnetzes.

Ein Mealy-Automat kann durch Angabe seiner Wertetabellen fiir die Funktionen
0 und A der Form

6 :'Ul ... a’:] e :Un A :'Ul ... :'UJ ... a’:n
<1 <1

2 e 0(z, ) e und 2 e M, )

Zm Zm

festgelegt werden. Dabei sind X = {z1,...,2,} und Z = {z, ..., z,,} implizit durch
die Tabellen gegeben. Y kann aufser den in der rechten Tabelle vorkommenden Elemen-
ten A(z;, z;) noch weitere, aber niemals ausgegebene und somit iiberfliissige Ausgabe-
symbole enthalten. Eine dhnliche Beschreibung haben wir bereits in Beispiel 1.1.1(a)
gewahlt.

8



1.2. Mealy- und Moore-Automaten

Optisch {ibersichtlicher ist eine Darstellung als Zustandsdiagramm oder Zustands-
graph wie in Beispiel 1.1.1(b). Wir erhalten

Definition 1.2.2 Es sei M = (Z,X,Y,d,\) ein Mealy-Automat. Ein Zustandsdia-
gramm oder Zustandsgraph von M ist ein markierter gerichteter Graph, durch den M
wie folgt beschrieben wird. Die Zustinde des Automaten und die Knoten des Graphen
werden einander bijektiv zugeordnet. Die Knoten sind durch die Zustédnde bezeichnet.
Zwei Knoten z und 2’ werden durch eine gerichtete Kante (Pfeil) von z nach 2’ verbun-
den, wenn ein z € X existiert mit 6(z,z) = 2. Die Markierung einer solchen Kante
ist | AM(z,z). O

Beispiel 1.2.1 Wir geben zunichst Zustandsdiagramme fiir drei Mealy-Automaten
an. Fiir einen von ihnen notieren wir auch die Wertetabelle. Wir werden sehen, dafs
der Automat (b) eine eingeschrénkte Form besitzt. Als Verallgemeinerung dieser Ein-
schrankung fithren wir anschliefsend in Definition 1.2.3 einen entsprechenden Automa-
tentyp ein.

(a)

5U2|y3

(c)
x2|y2 Q:Z?I)xllyl x2|y1 qpxﬂyl

Fiir den Automaten aus (b) geben wir zusétzlich die beiden Wertetabellen an:



1. Endliche Automaten

) ‘ Try To9 I3 A ‘ Ty T I3
21| 21 22 23 210U 1 U
22| 22 21 23 221 Y2 Y2 Y2
23 | %2 23 23 23 1Y Y1 N

Er unterscheidet sich von denen aus (a) und (c) dadurch, dak seine Ausgabe nur
vom Zustand abhingt. Statt der Abbildung A wiirde eine Abbildung #: Z7 — Y mit
B(z1) = y1 , B(z2) = y2 und [(23) = y; geniigen. A kann formal aus S mit Hilfe der
Projektionsabbildung prq : Z x X — Z, die durch prq(z,z) = z definiert ist, gewonnen
werden. Es gilt dann ndmlich

A(va) = (ﬁoprl)(z,x) = B(Z) =Y.

Aufgrund dieser Abbildung § kann (b) auch durch seinen Zustand-Ausgabe-Graphen
dargestellt werden:

Im Zustand-Ausgabe-Graphen sind die Knoten durch z|y bezeichnet, d.h. durch einen
Zustand z wie im Zustandsdiagramm und die zugehorige Ausgabe. Entsprechend ent-
fallt bei den Kanten die Markierung durch die Ausgaben. [

Definition 1.2.3 Es sei M = (Z,X,Y,§,\) ein Automat. M heifst Moore-Automat
(Zustand-Ausgabe-Automat), wenn eine Funktion 5 : Z — Y existiert, so daf das
Diagramm

A
7 x X

SN

Z

kommutativ ist, also A = o pry gilt. Man schreibt auch M = (Z, X,Y,4,5). O

Die Funktion § wird auch Ausgabefunktion des Moore-Automaten genannt. Die
Taktung eines Moore-Automaten ergibt sich unter Beachtung des Diagramms von
Definition 1.2.3 aus der eines Mealy-Automaten auf Seite 8, also

0(z(t), x(t)) = z(t+ 1), B(=(1)) = y(t).

10



1.2. Mealy- und Moore-Automaten

Auf den ersten Blick ist ein Moore-Automat eingeschriankter als ein Mealy-
Automat. Wir werden jedoch in Satz 1.2.2 zeigen, dal zu jedem Mealy- ein Moore-
Automat existiert mit im allgemeinen groferer Zustandszahl, der auf die Eingabe
einer Folge von Eingabesymbolen mit der gleichen Folge von Ausgabesymbolen wie
der Mealy-Automat antwortet. Allerdings hinkt er gegeniiber dem Mealy-Automaten
um einen Takt hinterher, was wir durch die folgende Skizze andeuten:

Mealy-Automat:  y(t), y(t+1), y(t+2),
X X X
Moore-Automat: y(t+1), y(t+2), y(t+3),

Da Automaten Folgen von Eingabesymbolen, also sogenannte Worter, verarbeiten
sollen, wird zunéchst dieser Begriff definiert.

Definition 1.2.4 (a) Es sei A eine endliche Menge. Dann heiflt A* =
{z1...xp |2 € A, 1 <i<mn,ne€ Ny} die Menge der Worter iber A.
w = xy...x, heilbt Wort dber A, es hat die Linge |w| = n. Fiir n = 0 erhalten
wir das leere Wort ¢ mit |¢| = 0.
(b) Es seien wy = zy...x, und we = yi...y, zwei Worter iiber A. Dann wird
WiWy = Ty ...TpY1 ... Ym die Konkatenation von wy und ws genannt.

(c) Es werde AT = A* — {e} gesetzt. O

Aus der Algebra ist bekannt, daf eine Menge H mit einer Verkniipfung
o: Hx H— H Halbgruppe heifst, wenn fiir alle hy, ho, h3 € H das Assoziativgesetz

(h1 Oh2) Oh,g == h1 ¢] (h2 Ohg)

gilt. Eine Halbgruppe ist ein Monoid, wenn zusétzlich ein Einselement e € H existiert
mit
eoh=hoe=nh

fiir alle h € H. Wir stellen fest, dafs A* ein Monoid ist, wenn wir als Verkniipfung
die Konkatenation und als Einselement das leere Wort ¢ wihlen. Wir nennen A* auch
freies Monoid iiber A. A% ist eine Halbgruppe, die freie Halbgruppe iiber A.

Oben wurde bemerkt, dafs Automaten Worter verarbeiten sollen. Zur Beschreibung
dieser Arbeitsweise wird die Abbildung ¢ erweitert.

Definition 1.2.5 Es seien Z und X endliche Mengen, und ¢ : 7 x X — Z sei eine
Abbildung. Die X*-FErweiterung von ¢ ist durch die Abbildung ¢* : Z x X* — Z mit

8*(z,e) =z und 6" (z,wx) = §(6"(z,w), x)

fiir alle z € Z,w € X*,x € X gegeben. [

Aus dieser Definition ergibt sich, dafs jedes Wort von links nach rechts abgearbeitet
wird. Als Folgerung der Definition erhalten wir
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1. Endliche Automaten

Satz 1.2.1 Firallez€ 7,z € X und w,w' € X* gilt
6" (z,x) = §(z,x) und 6 (z, w'w) = §*(6* (2, w'), w).
Beweis: Die erste Gleichung folgt aus
8 (z,x) = 6" (z,ex) = 0(0"(2,¢),x) = §(z, x).

Die zweite wird durch Induktion iiber die Lange von w bewiesen. Fiir |w| = 0 gilt
w = ¢, und aus Definition 1.2.5 folgt dann

6 (z,w'e) = 0" (z,w") = 6" (6%(2,w'), €)

fiir alle z € Z, w' € X*. Die Behauptung sei nun fiir alle z € Z, w' € X* und alle
Worter wy; € X* einer festen Lénge erfiillt. Dann gilt fiir w = wyz mit x € X

8 (z,w'wix) = §(0%(z, w'wy), )
= §(6"(0%(z,w"), w), x)
6 (0% (2, w"), wiz).

Das erste und das letzte Gleichheitszeichen gelten aufgrund Definition 1.2.5, das zweite
wegen der Induktionsannahme. [J

Der néchste Satz zeigt, dakk Moore- und Mealy-Automaten im wesentlichen dasselbe
leisten und in diesem Sinn als dquivalent aufgefaltt werden kénnen.

Satz 1.2.2 Essei M = (Z, X,Y,0,A) ein Mealy-Automat. Dann existiert ein Moore-
Automat M = (Z,X,Y, 0, 3) und eine injektive Abbildung k : Z — Z mit

A% (2, w), @) = B0" (k(2), wz)) (1)

firalle z € Z,w e X*,z € X.

Beweis: Es sei ein Mealy-Automat M = (Z, X,Y, 4, \) gegeben. Wir definieren
M= (Z,X,Y,0,0) durch

7=7xY,
6:ZxX — Z mit §((z,y),z) = (§(2,7),\(z,2)) und
B:Z—=Y mit B(z,y) =vy.
Aufserdem setzen wir fiir ein beliebiges, aber festes iy’ € Y
k:Z — 7 mit k(z) = (2,9).

Zu zeigen ist, dal (1) gilt. Dazu beweisen wir durch vollstindige Induktion fiir alle
ze€Z, yeY, we X* e X die stirkere Aussage

A0*(z,w), @) = 0" ((2,9),wr))  (2).

Dabei benutzen wir Definition 1.2.5 und Satz 1.2.1 sowie die Definitionen von /5 und
0 . Fiir den Induktionsbeginn setzen wir w = ¢ . Dann gilt

A0 (z,8),2) = Mz, x) = B(0(2,2), A(2, 7))

12



1.2. Mealy- und Moore-Automaten

= B(g*((za y)a :L‘)) = 5(6*((27 y),eaj)).
2

Fiir den Induktionsschluf nehmen wir an, daf (2) fir w = w; und alle z € Z, y € Y
und = € X bewiesen ist. Zu zeigen ist, dafs (
x1 € X gilt. Wir erhalten in der Tat

6(5*((27 y)7 xlwlx))

auch fiir w = x;w; mit beliebigem

0" (6((2,9), 21), 1))
§*((6(z,21), Az, 11)), w1 x))
6" (6(z, 1), wy), x)

A" (2, xywy), ). O

Beispiel 1.2.2 Wir geben zunéchst einen Mealy-Automaten M an:

5U1|y1
M: x|y DN T2|yo
x2|y1

Zu diesem Automaten konstruieren wir geméf dem Beweis von Satz 1.2.2 einen Moore-
Automaten M:

Bl
= B
Al

Wir wollen die Arbeitsweise der beiden Automaten bei Eingabe von x;x92, 29 betrach-
ten, wenn wir zur Zeit 0 bei M im Zustand z; und bei M im Zustand (z,y;) starten.
Der Mealy-Automat M liefert zu den Zeiten 0 bis 3 die Ausgaben ys, y1,y1,y1, der
Moore-Automat A zu den Zeiten 0 bis 4 die Ausgaben vy, 42, 91, y1, y1. Wir erkennen
die Verzogerung um einen Zeittakt. [

Definition 1.2.6 Essei M = (Z, XY, §, 3) ein Moore-Automat und z € Z. Die Funk-
tion M, : X* — Y mit M,(w) = B(6*(z,w)) fiir alle w € X* heikt Antwortfunktion
oder Verhalten von M beim Anfangszustand z € Z.

Die Antwortfunktion M, liefert, ausgehend vom Zustand z, das Ausgabesymbol,
das sich nach Eingabe des Wortes w ergibt. Die zuvor bei der schrittweisen Abar-
beitung der eingegebenen Symbole von w erhaltenen Ausgaben werden dabei nicht
beriicksichtigt. Man kann jedoch M, zu einer Funktion M} : X* — Y™ durch

M(g) = M,(¢) = B(z) und M} (wx) = M, (w)M,(wx)

fir alle w € X*, x € X erweitern. Offenbar beschreibt M das gesamte Verhalten von
M und nicht nur die letzte Ausgabe. Fiir den Automaten M aus Beispiel 1.2.2 gilt so

Mz, gy (T1222122) =y und - M, o (21222122) = Y1y2919191-

13



1. Endliche Automaten

Definition 1.2.7 Eine beliebige Funktion f : X* — Y heife Verhaltensfunktion. Das
Realisierungsproblem ist dann wie folgt definiert: Gegeben sei eine Verhaltensfunktion
f: X* = Y. Gibt es einen Moore-Automaten M und einen Zustand z von M (An-

fangszustand) mit M, = f7 Falls ein solches Paar (M, z) existiert, heifst es Realisierung
von f. O

Wir werden sehen, daf die meisten Verhaltensfunktionen f : X* — Y keine Reali-
sierung durch einen Automaten mit endlicher Zustandsmenge besitzen. Im folgenden
Satz wie auch spéter wird die Anzahl der Elemente einer Menge X mit |X | bezeichnet.

Satz 1.2.3 Es seien X und Y endliche Mengen mit |Y| > 2. Dann gibt es eine Ver-
haltensfunktion f : X* — Y, fiir die keine Realisierung (M, z) von f existiert.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daft mehr Funktionen f : X* — Y existieren als Antwort-
funktionen von Moore-Automaten mit Eingabemenge X und Ausgabemenge Y. Es sei
wo, Wy, .. . eine fest gewédhlte Aufzéhlung von X* (Fiir X = {zy,...,z,} kann man

z.B. die spezielle Aufzéhlung ¢ — 0, z; ; ,...%; — Z i;n’~" withlen. Anschaulich
j=1

bedeutet das die Auflistung der Worter aus X* der Lange nach und bei gleicher Lénge

in lexikographischer Reihenfolge). Jede Funktion f : X* — Y kann beziiglich dieser

Aufzéhlung eindeutig durch die unendliche Folge

f(wo) f(wy) ... mit f(w;) €Y,i=0,1,...,

dargestellt werden. Gilt Y = {yo,...,yn_1}, S0 ist eine beliebige Folge v;,y;, ... mit
i1,02,... € {0,...,N — 1} als N-adische Zahl 0,4iy ... auffabbar. Da |Y| > 2 ist,
heifst dies, daf jede reelle Zahl r mit 0 < r < 1 eine Verhaltensfunktion festlegt
(ggf. auch zwei Verhaltensfunktionen, z.B. 0,1 = 0,0999... fiir N = 10). Somit ist
die Méchtigkeit der Menge der Verhaltensfunktionen gleich der der Menge der reellen
Zahlen zwischen 0 und 1. Wir wissen, dafs diese Méchtigkeit iiberabzahlbar ist.

Weiter wird gezeigt, dalk nur abzdhlbar viele Funktionen M, existieren. Es sei
M = (Z,X,Y,0,[3) ein endlicher Moore-Automat. Dann hat die Bezeichnung der Zu-
stdnde offenbar keinen Einflufs auf das Verhalten des Automaten. So kénnen wir die
Zustandsmenge fiir |Z| = n stets mit {zp,...,2, 1} benennen. Dabei sei M,, immer
das Verhalten von M. Da X und Y fest vorgegebene endliche Mengen sind, existieren
bis auf die Isomorphie, die durch die verschiedenen Bezeichnungen gegeben ist, nur
endlich viele Automaten mit genau n Zustinden. Es sei «,, die Anzahl dieser Auto-
maten. Thre Auflistung sei M™, ..., M"* Wir erhalten dann bis auf Isomorphie die
Aufzidhlung aller Moore-Automaten mit den endlichen Mengen X und Y als Ein- bzw.
Ausgabemenge durch

MU M M MR M M

~~ ~” ~”

1—Zustandsautom. 2—Zustandsautom. 3—Zustandsautom.

Damit existieren auch nur abziahlbar viele Realisierungen (M, z). O

Der Beweis von Satz 1.2.3 zeigt, daf sogar iiberabzidhlbar viele Verhaltensfunk-
tionen nicht durch einen endlichen Moore-Automaten realisiert werden konnen. Die
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1.2. Mealy- und Moore-Automaten

schwichere Aussage des Satzes 1.2.3 wird auch jeweils durch die folgenden Beispiele
1.2.4 und 1.2.5 bewiesen. Dabei handelt es sich um intuitiv berechenbare Funktionen,
die nicht durch einen Moore-Automaten realisierbar sind. Wir sehen somit, dafs auch
Moore-Automaten noch nicht geeignet sind, alle berechenbaren Probleme zu l6sen.

Beispiel 1.2.3 Gegeben sei die Funktion f: {0,1}* — {0,1} mit

f(w) = {(1) falls w = w'11,w' € {0,1}*
sonst.
Offenbar wird f durch den folgenden Automaten M mit Anfangszustand z, realisiert:

Beispiel 1.2.4 Es sei X = {(8), ((1)), ((1)), (})} und Y = {0,1}. Wir betrachten die
Verhaltensfunktion f : X* — Y mit

F(G) -

(I”)) = Koeffizient von 2"~ ! im Produkt (Z xj2j—1)(z kak_l),

Yn
7=1 k=1

wobei ;... x, die umgekehrte Bindrkodierung von Z xj2j_1 ist. Wir stellen fest, dafs

j=1
f ((zll)) den Koeffizienten von 2° im angegebenen Produkt liefert, da die Summanden
fiir j = 2,...,n bei diesem Koeffizienten nicht beriicksichtigt werden. Allgemein wird
durch f((“) e (il)), i = 1,...,n, der Koeffizient von 2°~' im Produkt bestimmt.
Schlieflich wird durch f(( ) S (z") (2)") der Koeffizient von 27"~ berechnet. Wir
erkennen somit, daf f die Produktblldung der Dualzahlen z,, ... 2y und vy, ...y, dar-
stellt.

Wir nehmen nun an, daft f das Verhalten eines Moore-Automaten M ist, M also
das Produkt von Dualzahlen berechnen kann. A muf X als Eingabemenge und Y
als Ausgabemenge besitzen. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei zy ein Zustand
mit M,, = f. Der Automat M besitze r Zustinde. Es sei v’ > r, und wir betrachten

2r'9r'" — 92" Dann muf

0\" (1) (0}’ 1, fallsj =1
Mz — ) J
0((0> (1) (0) ) {0 sonst

gelten, da genau fiir j = 7' der Koeffizient von 2% im Produkt bestimmt wird, der
iin diesem Fall gleich 1 ist. Wir setzen 2} = 0" (2o, (8)r (1) (g)]). Fiir j < r' ergibt sich
ann

g (§)) = s () = (O () ) (D)
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1. Endliche Automaten

=M 0 : 1 0 . _ 1, falls k =1’ —j
— 20 ( ) -
0 1/\0 0 sonst.

Daraus folgt, dak fiir alle j = 0,1,...,r" — 1 die Verhaltensfunktionen MZ; paarweise
verschieden sind. Somit sind auch die Zustdnde z,..., 2/, ; paarweise verschieden,
d.h., M besitzt mindestens ' > r Zustande. Dies steht im Widerspruch zur Annahme
iiber die Anzahl der Zustinde von M. Das Produkt von zwei beliebigen Zahlen kann

also von keinem Moore-Automaten berechnet werden. [

Beispiel 1.2.5 Gegeben sei die Funktion f : {a,b}* — {0, 1} mit

_ (1, fallsw =a"ba",n € IN
f(w) N {0 sonst.

Wir nehmen an, dak es einen Moore-Automaten M = (Z, X,Y, ¢, 3) gibt mit |Z| < 0o
und M,, = f. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte Z = {z,..., 2.}, r € IN.
Wir nehmen weiter an, daf i,j € IN, i # j, existieren mit 6*(zg, a') = 6*(20, a’). Damit
erhalten wir

6* (20, a'ba’) = 6 (6* (29, a’), ba’) = 6*(6* (2, a’), ba’) = 6* (2, a’ba’).
Nach der Definition von f = M,, folgt dann jedoch
1 = M, (a'ba’) = B(6* (2, a'ba")) = B(6* (20, a’ba’)) = M,,(a’ba") = 0,

ein Widerspruch. Es muf also §*(zg,a’) # §*(z9,0a’) fiir alle Paare 4,5 € IN, i # j,
gelten. Fiir |Z| < oo ist diese Bedingung nach dem Schubfachprinzip jedoch nicht
erfiillbar. Folglich ist f durch keinen endlichen Moore-Automaten realisierbar. [

1.3 Reduktion von Automaten

Wie bei Schaltnetzen ist man auch bei Moore-Automaten daran interessiert, Ver-
haltensfunktionen mit moglichst geringem Aufwand zu realisieren. Als Maf der Kom-
plexitit kann die Anzahl der Zustinde verwendet werden.

Definition 1.3.1 Es sei S # () eine Menge, auf der eine Relation = erklért ist. Das
bedeutet, dak fiir je zwei Elemente z,y € S feststeht, ob z = y gilt oder nicht. Diese
Relation heilt Aquivalenzrelation, wenn fiir alle z,y, z € S die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

(a) x =z (Reflexivitit).

(b) Aus x =y folgt y = = (Symmetrie).

(c) Aus x =y und y = z folgt x = 2z (Transitivitét).

Dann heift [z]l= = {y | y € S Ay = 2} die Aquivalenzklasse von = modulo = und
S/= = {[z]z | x € S} die Faktormenge von S. Falls keine Verwechslung moglich ist,
schreibt man auch [z] statt [z]=. O

Um den Begriff der Aquivalenzklasse zu verdeutlichen, betrachten wir zunsichst ein
bekanntes Beispiel der Zahlentheorie.
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1.3. Reduktion von Automaten

Beispiel 1.3.1 Es sei Z die Menge der ganzen Zahlen. Fiir ein festes k£ € IN wollen
wir eine Aquivalenzrelation =;, auf Z definieren. Fiir a,b € Z setzen wir a = b, falls
ein y € Z existiert mit a — b = k- y. Offenbar gilt a —a = k- 0, also a = a. Fiir
a =g b gibt es nach Definition von = ein y € Z mit a — b = k - y. Dies ist dquivalent
zub—a=k-(—y), und es folgt b = a. Gilt a =, b und b =4 ¢, so erhalten wir
a—b=Fk-y, und b — ¢ = k -y, fiir geeignete y;,y, € Z. Durch Addition der beiden
Gleichungen ergibt sich a — ¢ = k- (y; + y2). Nach Definition der Relation = bedeutet
dies a =, c¢. Insgesamt ist also =, eine Aquivalenzrelation auf Z. Wir schreiben statt
a = b auch a = bmod k. Mit Z,, = Z-, = {[0],[1],-..,[k — 1]} bezeichnen wir die
Menge der Aquivalenzklassen modulo k. O

Das folgende Beispiel dient der Vorbereitung des Reduktionsbegriffs von Moore-
Automaten.

Beispiel 1.3.2 Wir geben einen Moore-Automaten M an, dessen Verhaltensfunktio-
nen auch durch einen anderen Moore-Automaten M mit weniger Zustanden zu berech-
nen sind. Der Automat M soll also auf einen Automaten M mit demselben Verhalten
reduziert werden. Wir betrachten M:

Es gilt M, = 0 §*(z,—) (siehe Definition 1.2.6). Wir erhalten

My (w) = {

sowie M,, = M,, und M,, =1 — M,,. Obwohl drei Zustidnde vorhanden sind, gibt es
nur zwei verschiedene Verhaltensfunktionen. Daher ist es naheliegend, Zustéinde mit
dem gleichen Verhalten zu verschmelzen. Dies sind die Zusténde z; und z;. Der so
gewonnene reduzierte Automat M ist durch den folgenden Zustand-Ausgabe-Graphen
bestimmt:

1, falls w eine ungerade Anzahl des Symbols 1 enthélt
0 sonst

Diese in Beispiel 1.3.2 durchgefiihrte Reduktion wollen wir allgemein untersuchen.
Unser Ziel ist es, fiir jeden Automaten M einen reduzierten Automaten M zu kon-
struieren, der unter allen Automaten, die dieselben Verhaltensfunktionen wie M und
M haben, eine minimale Anzahl von Zustinden besitzt.
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Definition 1.3.2 Essei M = (Z, X,Y,§, 3) ein Moore-Automat, und es seien zy, z, €
7. z1 heilt dquivalent zu zy (21 ~ 22), wenn M, = M,, gilt. O

Es ist sofort einzusehen, dafs ,~* eine Aquivalenzrelation ist.

Satz 1.3.1 Es sei M = (Z,X,Y,9, ) ein Moore-Automat, und ~ sei die Relation
geméf Definition 1.3.2. Falls z; ~ 2z gilt, dann folgt 0(21,2) ~ §(22,x) und f(z) =
B(ze) fiir alle z € X.

Beweis: Die Relation 2z, ~ z, ist nach Definition 1.3.2 dquivalent zu M,, = M,, und
damit auch zu M, (w) = M,,(w) fiir alle w € X*. Zum Beweis von (21, x) ~ (22, )
wihlen wir ein beliebiges # € X. Dann gilt M,, (zw') = M,,(zw') fiir alle w" € X*.
Mit Hilfe von Satz 1.2.1 ergibt sich damit

Ms(o, oy (') = B(0"(6(21,2),w")) = B(0" (21, 2w"))
= M, (zw') = M,,(zw") = B(6" (22, zw"))

= 6(6*(6(32733)77“0,)) = M5(z2,x)(wl)

fiir alle w" € X*. Folglich ist §(zy,x) ~ 0(29, ) erfiillt. Auferdem erhalten wir

Ba1) = B(6"(21,€)) = M., (€) = Miy(e) = B(67(22,6)) = B(22). [

Dieser Satz erlaubt uns, die folgende Definition anzugeben.

Definition 1.3.3 Es sei M = (Z,X,Y, 0, 3) ein Moore-Automat und ~ die Relation
geméf Definition 1.3.2. Dann heiftt
M= (ZX,Y,0,B) mit Z=2/~

der zu M reduzierte Moore-Automat, wenn die Abbildungen 6:7ZxX — Zund
B:7Z —Y durch R X
0([2], 2) = [6(z,#)] und 5([2]) = B(2)

fir z € Z, x € X gegeben sind. [

Durch [z] wird die Aquivalenzklasse von z modulo ~ bezeichnet. Aufgrund von
Satz 1.3.1 gelten fiir z; # 2o mit [21] = [22] die Gleichungen 5(z1) = [(z2) und
[0(21, )] = [6(22, )] fiir alle 2 € X, so dak die Angabe von 4 und /3 in Definition 1.3.3
wohldefiniert ist.

Satz 1.3.2 Es sei M = (Z,X,Y,0,) ein Moore-Automat und M = (Z,X, Y,$d, B)
der zu M reduzierte Automat. Dann gilt M) = M, fiir alle z € Z.

Beweis: Wir miissen zeigen, daf M[Z] (w) = M,(w) fiir alle w € X* gilt. Der Beweis
erfolgt durch vollstéindige Induktion tiber |w|. Fiir w = £ gilt
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Weiter sei w’' = xw mit x € X , w € X*. Dann erhalten wir unter Benutzung von Satz
1.2.1 und der Induktionsvoraussetzung

~

MM (xw) =

Dieser Satz sagt aus, dafs ein Moore-Automat und der zu ihm reduzierte Automat
dieselben Verhaltensfunktionen berechnen und somit dasselbe leisten. In diesem Sinn
sind sie als dquivalent aufzufassen. Aus Satz 1.3.2 folgt sofort

Satz 1.3.3 : Es sei M = (Z, X, Y, 6, 3) ein Moore-Automat und M = (Z,X, Y, d, B)
der zu M reduzierte Automat. In M sind keine verschiedenen Zustinde dquivalent.

~

Beweis: Aus M[zl] = M, folgt nach Satz 1.3.2 die Gleichung M, = M,,. Nach
Definition 1.3.2 ist also z; ~ 2z, und somit gilt [z1] = [22]. O

Satz 1.3.2 und Satz 1.3.3 gelten auch fiir Moore-Automaten mit unendlicher Zu-
standszahl.

Die Definition 1.3.3 ist nicht unmittelbar geeignet, den reduzierten Automaten M
eines gegebenen Moore-Automaten M zu konstruieren. Beim Ubergang von M zu M
miissen die Zustinde verschmolzen werden, die dquivalent sind, die also nach Definition
1.3.2 nicht unterscheidbar sind beziiglich beliebig langer Woérter. Um einen Algorith-
mus zur Reduktion von Moore-Automaten anzugeben, miissen wir diesen unendlichen
Test auf ein endliches Problem zuriickfithren. Wir betrachten daher zunichst solche
Zusténde, die fiir Worter der Lange < k nicht unterscheidbar sind.

Definition 1.3.4 Essei M = (7, X,Y, 4, 5) ein Moore-Automat, k € INg und zy, 2, €
7.z und zy heifen k-dquivalent (21 ~y z3), wenn M, (w) = M,,(w) fiir alle w € X*
mit |w| < k gilt. O

Aus der Definition ergibt sich als Folgerung

Satz 1.3.4 : Essei M = (Z,X,Y,0,[) ein Moore-Automat.
(a) Es gilt z; ~ 2o genau dann, wenn 3(z1) = ((29) ist.
(b) Es seien k, k" € INy, k' > k. Aus 2z, ~y 2o folgt dann z; ~y 25.
(c) Essei k € INyg und Zy, = Z/ ~y, wobei die Elemente von Z;, durch [z], = {2’ |
2"~y 2z} definiert sind. Fiir &' > k 14t sich eine surjektive Abbildung Zp — Zj
durch [z]p > [2]; festlegen.

Beweis: (a) und (b) sind unmittelbar einsichtig. Nach (b) ist dann aber auch die
Festlegung der Abbildung in (¢) wohldefiniert und surjektiv. O

Satz 1.3.5 Es gilt z; ~jy1 22 genau dann, wenn z; ~y 2o sowie 0(21,2) ~y 0(22, x)
fiir alle z € X gilt.
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Beweis: z1 ~p11 2o ist Aquivalent mit M,, (w) = M, (w) fiir alle w € X*, |w| < k + 1.
Dies ist damit gleichwertig, daf M, (w") = M,,(w') und M, (zw') = M,,(zw') fiir alle
re X, w € X* |w| <k gilt, was offenbar wegen

Mzi (xwl) = 5(5*(217 IL"UJ’)) = 5(5*(5(217 IL‘), wl)) = MJ(zz',w)(wl)ai = 17 27

genau dann der Fall ist, wenn 2z, ~y 2o sowie (21, z) ~ 0(z2, z) fiir alle z € X erfiillt
ist. O

Satz 1.3.6 Es sei M = (Z,X,Y,6,3) ein Moore-Automat. Aus Z; = Z;;; fiir ein
J € INy folgt Z; = Z, fiir alle £ > j und somit Z; = Z.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dak aus Z; = Z;, die Gleichung Z;,, = Z;, folgt. Nach
Satz 1.3.4 (b) wissen wir, daf sich z; ~ji1 29 aus z; ~jio 22 ergibt. Umgekehrt sei
nun z; ~j;1 2z2. Nach Satz 1.3.5 erhalten wir z; ~; 2z sowie §(z1,x) ~; (29, ) fiir
alle v € X. Da Z; = Z;,, gilt, konnen wir die Relation ~; durch ~;; ersetzen und
auf die Giiltigkeit von z; ~j1 2o sowie §(z1,x) ~ji1 (29, ) fiir alle z € X schliefen.
Nach Satz 1.3.5 folgt dann z; ~ji9 2. [0

Satz 1.3.7 Es sei M = (Z,X,Y,4,3) ein Moore-Automat und M = (Z,X,Y,0,3)
der zu M reduzierte Moore-Automat. Es gelte | 7] < n und n > 2. Dann ist Z,, o = Z.

Beweis: Es sei zunichst Z; = Z; = Z. Wegen n — 2 > 0 gilt dann Z,,_, = Z; = Z. Im
weiteren betrachten wir den Fall Z; # Z;,. Es sei j das grofte j € IN mit Z; # Z;_.
Nach Satz 1.3.6 erhalten wir Z; = 7. 7u zeigen ist j < n — 2. Wegen 7, # Z, ist
|Z1| > |Zo| + 1, da mindestens eine Aquivalenzklasse aufgespalten wird. Allgemein
folgt dann

Zj| 2 |Zj—1| + 1 = | Zo| + J.

Aus n > |Z| = |Z;| ergibt sich n > |Zy| + 7, also j < n—|Z|. Falls |Z,| = 1 ist, haben
alle Zusténde die gleiche Ausgabe. Sie sind somit dquivalent, und es folgt Zy = Z = 73,

ein Widerspruch zu Z; # Z;. Es muf also |Zy| > 2 gelten. Dafiir erhalten wir sofort
j<n-—2. 0O

Die Sitze 1.3.5 bis 1.3.7 dienen als Grundlage des Reduktionsalgorithmus. Auf-
grund von Satz 1.3.7 endet er spitestens mit der Konstruktion von Z,,_,.

Reduktionsalgorithmus: (endet mit Schritt n — 2, falls | Z] < n)

Schritt O:
Konstruktion von Zy: Alle Zustdnde mit der gleichen Ausgabe kommen in jeweils
dieselbe Klasse (die Elemente einer solchen Klasse sind 0-dquivalent). Falls | Zy| =
| Z| ist, haben alle Zustinde paarweise verschiedene Ausgaben. Dann gilt Z = Z,
und der Algorithmus stoppt. Anderenfalls folgt Schritt 1.

Schritt r + 1:
Konstruktion von Z,,;: Es seien SY), ..., S\ die Elemente von Z,, also Klassen

von r-aquivalenten Elementen von Z. Es werden nach Satz 1.3.5 solche S](.r)

weiter unterteilt, die Zusténde z;, z; enthalten mit 6(z;,x) € Sl(r), d(zg,x) €
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1.3. Reduktion von Automaten

Sﬁﬁl), [ # m, fiir ein x € X. Die Unterteilung erfolgt so, daf diese Zustinde in
verschiedene neue Klassen kommen. Falls kein S ](.r) unterteilt wird, gilt nach Satz

1.3.6 Z = Z,, und der Algorithmus stoppt. Anderenfalls bilden die neuen Klassen

Tl(rﬂ), . ,TIE,TH), deren Elemente (r + 1)-dquivalent sind, ein neues Z,,;, und

es folgt Schritt r +2. O

Hat der zu reduzierende Automat n Zustinde, so besitzt auch der reduzierte Auto-
mat hochstens n Zustande. Der Algorithmus benétigt somit hochstens n—2+1 =n—1
Schritte. Man kann zeigen, daf der reduzierte Automat M von M unter allen Auto-
maten, die dieselbe Verhaltensfunktion wie M und M haben, eine minimale Anzahl
von Zustidnden besitzt.

Beispiel 1.3.3 Wir betrachten den Moore-Automaten

M = ({207 21,22, 23, 24}7 {aa b}a {07 ]-}7 57 B)a

wobei sich 6 und [ aus dem folgenden Zustand-Ausgabe-Graphen ablesen lassen.

Gl 5

Der Reduktionsalgorithmus liefert

Zy = {{20,21,23},{22,24}},
Zv = {20, 21}, {2}, {22, 24 }},

Zy = {{z0}, {1}, {23}, {#, 2} },
s = L.

Fiir alle £ > 2 folgt dann 7, = 7, = 7 . Wir erkennen, daf die Zustdnde zy, 23
und z3 von M jeweils zu keinem anderen Zustand dquivalent sind. Dies ergibt sich
aber erst nach drei Schritten des Algorithmus. Die Zustédnde zy und z4 sind dagegen
dquivalent und werden zu einem neuen Zustand verschmolzen. Bei Verwendung der
Reprisentantenschreibweisen [z20] = {20}, [21] = {21}, [23] = {23} und [25] = {22, 24}
wird der reduzierte Automat M von M durch den folgenden Graphen dargestellt:

a b a,b

@

Zum Abschluk wollen wir noch einige Uberlegungen zum Aufwand des obigen Re-
duktionsalgorithmus durchfiihren. Es sei Rt die Menge der reellen Zahlen > 0.
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1. Endliche Automaten

Definition 1.3.5 Es seien f,g: INy — IRT Funktionen. Es gilt f(n) = O(g(n)) (kurz
f =0(g)), wenn ¢ € R mit ¢ > 0 und ein ny € IN existieren, so dak fiir alle n € IN
mit n > ny die Ungleichung

f(n) <c-g(n)
erfillt ist. O

Wir nehmen an, daf n die Anzahl der Zustinde des gegebenen Automaten ist.
Zu jedem der Schritte des Algorithmus sind p < n Klassen S](-r) zu iiberpriifen. In
jeder Klasse werden hochstens |X| - n? Zustinde verglichen. Es werden aber auch
hochstens n — 1 Schritte des Algorithmus durchgefiihrt. Das bedeutet, dafs bei festem
X insgesamt O(n?) Vergleiche vorgenommen werden. Dies ist offensichtlich eine sehr
grofziigige ,, worst-case“~-Abschiatzung. Auf jeden Fall wird der Rechenaufwand durch
ein Polynom in n nach oben abgeschétzt.

Mit diesen Uberlegungen sind wir kurz auf ein Komplexititsma fiir Algorithmen
eingegangen, namlich auf die Anzahl der Einzelschritte bei einer Berechnung. Dieses
steht natiirlich mit dem Komplexitdtsmalt der Zeit in engem Zusammenhang. Ein
anderes Komplexitatsmaf ist zum Beispiel der Speicherplatz, den man zur Ausfithrung
eines Algorithmus benotigt. Auf Fragen der Komplexitit werden wir in der Vorlesung
»Theoretische Informatik IT“ (ab Kapitel 6) noch ausfiihrlich eingehen.

22



2 Turingmaschinen

Wir haben im vorangegangenen Kapitel gesehen, dafs Mealy- und Moore-Automa-
ten nur beschrinkte Fahigkeiten haben. So gibt es z.B. keinen Automaten, der das
Produkt zweier beliebiger Dualzahlen berechnen kann (Beispiel 1.2.4). Auch andere
einfache Probleme konnen von Moore- oder Mealy-Automaten nicht bearbeitet wer-
den. Um solche Probleme zu 16sen, sind allgemeinere Rechnermodelle erforderlich. Wir
werden in diesem Kapitel Turingmaschinen betrachten. Sie stellen eines der verschie-
denen &dquivalenten Modelle dar, die den Begriff der Berechenbarkeit formalisieren.
Ein weiteres solches Modell sind die p-rekursiven Funktionen, die wir in Kapitel 3
kennenlernen werden.

2.1 Definitionen

Definition 2.1.1 Ein 4-Tupel T = (Z, X, §, z9) heift Turingmaschine, wenn

(a) Z eine endliche nichtleere Menge (Zustandsmenge),

(b) X eine endliche nichtleere Menge (Bandalphabet, Eingabealphabet),

(c) 6:ZxX = Zx (XU{lr, s}) eine Abbildung (lokale Uberfihrungsfunktion,
Uberfiihrungsabbildung) mit X = X U {b} ist, wobei b ¢ X und X N {l,r,s} = )
gelten (b # ¢ heikt Blankzeichen, Leerzeichen oder uneigentliches Symbol, I, r
oder s symbolisieren Linksbewegung, Rechtsbewegung oder Stopp), und

(d) zy € Z der Startzustand oder Anfangszustand ist. [

Wir sagen, daf die Turingmaschine aus Definition 2.1.1 vollstindig ist, da zu jedem
Zustand z und zu jedem Bandsymbol x ein Wert unter der Abbildung ¢ festgelegt und
somit eine Uberfiihrung bestimmt ist. Da es auch nur genau einen Wert 6(z, z) gibt,
ist sie auch deterministisch. Im Anschluft an Definition 2.1.2 wird die Arbeitsweise
anschaulich beschrieben.

Definition 2.1.1 ist eine von vielen Moglichkeiten, eine Turingmaschine anzugeben.
Es gibt Modifikationen, die nicht mehr vollstindig oder deterministisch sind oder eine
andere Anzahl von Biandern haben. Beziiglich ihrer prinzipiellen Fahigkeiten sind je-
doch diese verschiedenen Modelle gleich. In Abschnitt 2.3 werden wir einige von ihnen
betrachten.

Definition 2.1.2 Essei T' = (7, X, 6, zp) eine Turingmaschine. Die Turingtafel von T
wird wie folgt gegeben:
(a) Es sei X = {a1,...,a,}. Fir alle z € Z bilde man eine vierspaltige, (m + 1)-
zeilige Matrix
z bz, a
z oa oz, a
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2. Turingmaschinen

Dabei gelte z;, €Z,0<j<m,a, € XU{lrs,0<k< m, mit
§(z,0) = (2, ap) und 0(z, ag) = (2, ay)-

(b) Die Turingtafel von T besteht aus allen | Z| untereinander geschriebenen Matrizen
nach (a), wobei die erste die durch den Startzustand z, definierte Matrix ist. O

Offenbar ist die Beschreibung einer Turingmaschine durch das 4-Tupel T =
(Z,X,9,2) dquivalent zu der durch eine Turingtafel.

Man kann eine Turingmaschine interpretieren als ein Gerét, das einen Lese- und
Schreibkopf hat sowie ein Band, das in numerierte Felder unterteilt und nach beiden
Seiten unendlich ist. Der Lese- und Schreibkopf steht jeweils iiber einem Feld (Arbeits-
feld) des Bandes, das mit einem Symbol z € X beschrieben ist.

-3 -2-1 0 1 2 3

T

Befindet sich die Turingmaschine im Zustand z, so kann ihre nichste Aktion aus der
mit z x beginnenden Zeile der Turingtafel entnommen werden. Die Zeile z x 2’ a
der Matrix bedeutet, daf beim Lesen von x im Zustand z die Turingmaschine in den
Zustand z' iibergeht und dabei

— fiir a € X das Arbeitsfeld mit a beschreibt,

— fiir a = [ einen Schritt nach links geht,

— fiir a = r einen Schritt nach rechts geht,

— fiir a = s stoppt und die Arbeit beendet.
Die Arbeit der Turingmaschine beginnt im Startzustand zy. Zur formalen Beschreibung
der Arbeitsweise dienen die folgenden Definitionen. Zunéchst charakterisieren wir die
Beschriftungen der Felder.

Definition 2.1.3 Es sei T' = (7, X, 0, 29) eine Turingmaschine. Eine Abbildung £ :
Z — X heift eine Bandfunktion der Turingmaschine T'. Dabei ist 3(z) der Inhalt des
Feldes zund I'(B) = {(k, B(k)) | k € Z} die Bandinschrift. O

['(P) ist der Graph der Bandfunktion §. Im folgenden werden wir nur solche Band-
funktionen betrachten, fiir die

{k | ke ZNB(k)# b} < o0

gilt. Das bedeutet, daf bei allen Bandern von Turingmaschinen nur endlich viele Felder
mit Zeichen beschriftet sind, die verschieden von dem Blankzeichen b sind.

Definition 2.1.4 Essei T = (Z, X, J, z9) eine Turingmaschine und [ eine Bandfunk-
tion von 7.
(a) K = (n,f,2) heifst Konfiguration von T, wenn n € Z (Nummer des Arbeitsfel-
des), ( eine Bandfunktion von 7' und z € 7 ist.
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2.2. Beispiele fiir Turingmaschinen und ihre Zusammensetzbarkeit

(b) K = (n, 3, 2) heifst Anfangskonfiguration, wenn z = z; und n = 0 ist.
(c) K = (n,[,z2) heilst Endkonfiguration, wenn z (n) 2’ s eine Zeile der Turing-
tafel von 7' ist mit 2,2’ € Z. [

Aus der Anfangskonfiguration ergibt sich die Beschriftung des Bandes und der
Zustand zp zu Beginn der Arbeit der Turingmaschine. Man beachte, dak bei einer
Endkonfiguration (n, 3, z) noch ein weiterer Zustandsiibergang nach z' erfolgt und
danach die Arbeit beendet wird. Die Ausfithrung eines Schrittes der Turingmaschi-
ne, d.h. die einmalige Anwendung der Abbildung §, bewirkt den Ubergang von einer
Konfiguration in die Folgekonfiguration:

Definition 2.1.5 Es sei T eine Turingmaschine und K = (n, 3, z) eine Konfiguration
von T. K' = (n', ', 2') heikt Folgekonfiguration von K, wenn gilt:
n, falls z 5(n) 2' d eine Zeile der Turingtafel ist
mit d #r,d # 1
n+1, falls z B(n) 2’ r eine Zeile der Turingtafel ist
n—1, falls z B(n) 2’ | eine Zeile der Turingtafel ist.

f'(n) = v und p'(m) = B(m) fiir m #n, falls z f(n) 2’ v Zeile der
(b) Turingtafel ist mit
v {lrs}
g =p sonst.
(c) 2’ ergibt sich als dritte Komponente der einzigen mit z 3(n) beginnenden Zeile
der Turingtafel von 7. O

() =

Eine Folgekonfiguration ist, da eine Turingmaschine nach Definition 2.1.1 vollstan-
dig und deterministisch ist, immer eindeutig bestimmt. Bei Angabe einer Anfangskonfi-
guration ist die Arbeitsweise einer Turingmaschine durch die sich daraus nacheinander
ergebenden Folgekonfigurationen gekennzeichnet.

Nur in endlich vielen Feldern des Bandes einer Turingmaschine stehen zu jedem
Zeitpunkt der Arbeit Zeichen, die keine Blankzeichen sind. Trotzdem konnen im Laufe
der Zeit beliebig viele Felder mit Nichtblankzeichen beschrieben werden. Manchmal
wird diese ,,potentielle Unendlichkeit”“ des Bandes dadurch hervorgehoben, daf man
annimmt, daft das Band eine endliche Lange hat und es nur bei Bedarf an den Enden
um jeweils ein mit dem Blankzeichen beschriebenes Feld erweitert wird.

2.2 Beispiele fiir Turingmaschinen und ihre Zusammensetzbar-
keit

Wir werden jetzt einige einfache Turingmaschinen angeben. Zum einen wollen wir
dadurch die Arbeitsweise von Turingmaschinen besser kennenlernen und verstehen,
zum anderen werden wir diese Turingmaschinen spater bei komplexeren Problemen
benotigen.
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2. Turingmaschinen

Beispiel 2.2.1 Die Linksmaschine 1= ({zo, 21}, X, 0, 2p) mit der Turingtafel

20 b 21 [
20 aq 21 [

z a, =z I
) b z s

21 Qp 21 S

bewegt den Kopf einen Schritt nach links, &ndert dabei den Zustand und bleibt dann
stehen. Die Rechtsmaschine r = ({29, 21}, X, 0, 29) ist entsprechend definiert. Dabei
wird in der Tafel die Linksbewegung [ in der letzten Spalte durch die Rechtsbewegung
r ersetzt. [J

Beispiel 2.2.2 Es sei X = {ay,...,a,} und ay = b. Fiir jedes i, i =0, ..., n, definie-
ren wir die Schreibmaschine a; = ({20}, X, d, z0) durch die Turingtafel

20 b 20
20 a1 20 a;

20 OGi—1 20 a;
20 a; 20 S
20 Qi+1 o a;

20 Qp 20 a;.

Sie beschreibt offenbar das Arbeitsfeld mit a; und bleibt dann stehen. Man beachte,
dak es auch die Schreibmaschine b gibt. [

Turingmaschinen kénnen sich gegenseitig simulieren. Dies wird in der folgenden
Definition exakt ausgedriickt.

Definition 2.2.1 Es seien 77 und 75 Turingmaschinen. 77 und 75 heifsen dquivalent,
wenn folgendes gilt: Beginnen 77 und T mit der gleichen beliebigen Bandinschrift I'(3)
und auf dem gleichen Anfangsfeld i, so erreicht 7} genau dann eine Endkonfiguration
(7,T(B"), 2"), wenn Ty eine Endkonfiguration (j,['(5'),2") erreicht. [

Beispiel 2.2.3 Die Turingmaschine T}, die durch X = {b, a;} und die Turingtafel

20 b 20 ay
2 a1 =
21 b 21
QL a1z
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2.2. Beispiele fiir Turingmaschinen und ihre Zusammensetzbarkeit

gegeben ist, geht beim Lesen des Zeichens a; einen Schritt nach rechts und stoppt. Beim
Lesen des Zeichens b beschreibt sie das Band mit a,, geht anschlieffend einen Schritt
nach rechts und stoppt dann. Diese Aktion wird auch dadurch bewirkt, dal man die
Schreibmaschine a; und die Rechtsmaschine r hintereinander ausfiithrt. Schreibt man
die Turingtafeln von a; und r untereinander, also

! !
z b zi «a
al{ 0 o ™

/ ! ! /
21 b 2o

/ !

/ !
ze b 2, s

/ !

und ersetzt dabei die Zeile z, a; z; s durch die Zeile z; a; 2] a1, so entsteht die
Turingtafel der gesuchten Maschine. Diese Turingmaschine notieren wir als T, = a;r.
Offenbar sind die Turingmaschinen 7 und 75, dquivalent.

Man beachte dabei, daf wir die Zustdnde von a; und r aus Beispiel 2.2.1 und Bei-
spiel 2.2.2 abgedndert haben. Die Umbenennung der Zustédnde einer Turingmaschine
ist immer moglich, ohne daf sich dabei die Arbeitsweise der Maschine dndert. [

Die in Beispiel 2.2.3 durchgefiihrte Komposition zweier Turingmaschinen zu einer
neuen kann allgemein durchgefiihrt werden.

Definition 2.2.2 : (Aufbau grokerer Turingmaschinen) Es seien 77,7, Turingma-
schinen iiber X = {ay,...,a,}. Man setze ag = b. Fiir ay € X, k = 0,...,n, erhilt
man eine neue Turingmaschine

T, 5 T,

als Komposition der Turingmaschinen 77 und 7% durch die folgende Konstruktion
ihrer Turingtafel: Die Tafeln von 7} und 75 werden untereinander geschrieben, wobei
die Zeilen der Form z a 2’ s aus der Tafel von T ersetzt werden durch z ay, 2z a) mit
dem Anfangszustand z;, von T5. Dabei miissen ggf. die Zusténde von einer der beiden
Turingmaschinen so umbezeichnet werden, daf die Zustandsmengen von 7 und 75
disjunkt sind. [

Wiirde die Maschine 77 beim Lesen eines mit a; beschrifteten Feldes stoppen, so
wird bei der Maschine Ty 28 T, der Ablauf von T} an T) iibergeben. Wir konnen den
Pfeil zwischen T} und T, weglassen, wenn eine Ubergabe fiir alle z € X méglich ist.
Um Mifverstédndnisse zu vermeiden, kann die Teil-Turingmaschine, mit der die Arbeit
beginnt, durch einen auf sie weisenden unmarkierten Pfeil gekennzeichnet werden (s.u.,
Beispiele 2.2.4 und 2.2.5).

Eine Schleife T} Dak ist ebenfalls erlaubt. Die zugeordnete Turingtafel ergibt sich

aus der von Ty, indem Zeilen z ay, 2’ s durch Zeilen z aj 2y ay mit dem Anfangszustand
zp von 17 ersetzt werden.
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2. Turingmaschinen

Beispiel 2.2.4 Die groffe Rechtsmaschine

#*b
R: — r i> stop, kurz R:rD;«éb,

sucht, angesetzt auf ein beliebiges Feld, das erste rechts davon stehende Leerzeichen
b. Analog arbeitet die grofie Linksmaschine

L=1")#b.

Diese primitiven Maschinen spielen eine wichtige Rolle bei der Konstruktion komple-
xerer Maschinen. [l

Wir geben im folgenden den Bandinhalt oder die Bandinschrift einer Turingmaschi-
ne mit Bandalphabet X hiufig durch die Darstellung ...bwb... mit w € X* an. Das
soll bedeuten, daf sich auf dem Band links und rechts von w nur noch Blankzeichen
befinden. Die Nummer der jeweiligen Felder ist dadurch im Gegensatz zu Definition
2.1.3 nicht spezifiziert. Die Stellung des Kopfes kann zusétzlich durch Unterstreichen
des Symbols, iiber dessen Feld der Kopf der Turingmaschine zu dem entsprechenden
Zeitpunkt steht, markiert werden.

Beispiel 2.2.5 Die Kopiermaschine
K1 . Lr

/ x
a bR2 a L2 a

n

b R? a, L? a,

iiberfithrt ...bwb... mit w € X* in ...bwbwb. .., falls sie unmittelbar rechts von w
oder auf dem letzten Feld von w startet. R? ist dabei eine abkiirzende Schreibweise fiir
RR. Entsprechendes gilt fiir L?. Die Wirkung der Kopiermaschine wollen wir an einem
Beispiel verdeutlichen. Die Kopiermaschine starte mit dem Bandinhalt ... bajasab. . ..
Das Startfeld werde durch Unterstreichung markiert. Die Kopiermaschine beginnt also
mit ...bajasaib... oder ...bajasa,b. ... Die weitere Arbeit wird durch die folgende
Tabelle dargestellt. Dabei wird das Kopieren eines Symbols a; durch die Folge der
Turingmaschinen rbR?a;L2a; bewirkt.
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2.2. Beispiele fiir Turingmaschinen und ihre Zusammensetzbarkeit

O

Wirkung von

liefert Bandinhalt

...bajasaib. ..
... bayazaqb. ..
...bbagalb...
...bbazabb. ..
...bbaza,ba;b. ..
...bbaya baib. ..
...bayazaibab. ..
...bayazaibab. ..
...balbalbalb...
...balbalbalb...

...baybarbayash . . .
...baybaibajash . ..
...bayazabajash . ..
...bayazaibajash . ..
...balagbbalagb...
...balagbbalagb...
.. bayasbba;aza;b. ..
..balagbbalagalb...
.. bayasa barazaqb . ..
..balagalbalagalb...
..bajasaibaiaraqrd . . .

Beispiel 2.2.6 Die Rechts-Suchmaschine

R,

: rDb

sucht nach rechts das erste beschriftete Feld. Analog sucht die Links-Suchmaschine

L;:

17)b

nach links das erste beschriftete Feld. Ahnlich kénnten Suchmaschinen konstruiert
werden, die nach links oder rechts ein Feld suchen, das ein ganz bestimmtes Element

enthélt.

Beispiel 2.2.7 Die linke Translationsmaschine
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2. Turingmaschinen

iiberfiihrt ... zbwb...fiirz € X undw € Xt in...zwbb..., d.h., sie 16scht ein Zeichen
b zwischen dem Arbeitsfeld und dem rechts davon stehenden Wort w. Sie schiebt also
w von links an z heran. Die Wirkung der linken Translationsmaschine verdeutlichen
wir am folgenden Beispiel:

2 bl 2
...zbajash. ..~ ...xbﬂagb...l%a ...xﬂb(@b...lI‘—)....ﬁUCI,lb@b...
bla. r2 1
—_ cooxaraghb .. = Lo xajagbb. . — L zagagbb. ... O

Beispiel 2.2.8 Die Verschiebemaschine

realisiert fiir wy,wy, € X die Uberfﬁhrung coobwibwsb ... — L bwsb . .., wobei wy
nach links verschoben wird. Als Beispiel betrachten wir

. bayagbwyb. . & bajagbwab .. P L baybwsb. .. & . baybwsb. ..

PTL  bbwsh. .. = bbwob. .. E% . bwob... . O

Beispiel 2.2.9 Die m-Kopiermaschine (m > 1)

K, : L"r b

/ N‘
oy, b Rm+1 a; Lm+1 a,

Rm

b R™*! a, L™ a,

iberfithrt fir wy,...,w, € X7T die Bandinschrift ...bwbwsb...bw,b... in
. bwibwsb . bwy,bwnb . ... Die Arbeitsweise ist dhnlich der aus Beispiel 2.2.5. Zum
Kopieren von w; miissen hier jedoch die m —1 dazwischenliegenden Worter wo, . .., w,,

zusitzlich iibersprungen werden, so dak statt der Maschinen R? und L? die Maschinen
R™! und L™*! verwendet werden. [J

Als abschliefsendes Beispiel konstruieren wir eine Turingmaschine, die die Arbeit
eines Mealy-Automaten simuliert.

Beispiel 2.2.10 Es sei M = (Z,X,Y,,\) ein Mealy-Automat. Fiir jeden Zustand
z € Z definieren wir eine Turingmaschine 7; = (ZU Z', X UY,¢,z) durch 7/ =
{(z,2) | z € Z,x € X} und ¢'(2,2) = ((2,2), A(z,x)) sowie '((z,x),y) = (0(z,2),7)
fir alle z € Z, v € X, y € Y. Auferdem gelte 0'(z,b) = (2, s), und fiir alle weiteren
Paare (2,7) € (ZUZ') x (X UY) werde 0'(Z, %) = (Z, s) gesetzt. Die Turingmaschine
LrT; iiberfiihrt offenbar ...bwb... fir w € X* in ...bvb..., wobei v die Folge der
Ausgabesymbole ist, die der Mealy-Automat M, im Zustand Z startend, bei Eingabe
von w liefert. Ahnlich kann auch ein Moore-Automat simuliert werden. [
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2.3. Modifizierte Turingmaschinen

2.3 Modifizierte Turingmaschinen

Es gibt eine Reihe anderer Definitionen von Turingmaschinen, die an ihren prin-
zipiellen Moglichkeiten nichts verdndern, wohl aber zu anderen Komplexititen, z.B.
beziiglich des Zeitbedarfs, fiithren kénnen. Wir geben hier eine Aufstellung einiger mo-
difizierter Turingmaschinen an. Sie werden anschaulich charakterisiert und nur in (a),
(b) und (d) vollstindig angegeben.

(a) In diesem modifizierten Modell wird auf die Vollstandigkeit aus Definition 2.1.1
verzichtet, auflerdem soll in einem einzigen Schritt der Turingmaschine gleichzei-
tig Zustandsidnderung, Bandbeschreibung und Bewegung des Kopfes stattfinden.
Daher ersetzen wir die Abbildung ¢ aus Definition 2.1.1(c) durch eine partielle
Abbildung 6 : Z x X — Z x X x {l,r,n}. Partielle Abbildung bedeutet, daf &
nicht mehr fiir alle Elemente aus Z x X definiert sein muf, sondern nur auf einer
Teilmenge von Z x X. Die zugehorige Turingtafel hat Zeilen des Typs

zx 2 o d.

Vom Zustand z geht die Turingmaschine beim Lesen von x in den Zustand 2’
iber, beschreibt das Arbeitsfeld mit 2/, und ihr Kopf bewegt sich anschliefend
gemal d. Dabei bedeutet d = n, daf sich der Kopf nicht bewegt. Diese Turingma-
schine kann also das Beschreiben und eine Bewegung des Kopfes um ein Feld in
einem Schritt durchfithren, wozu die Maschine aus Definition 2.1.1 zwei Schritte
benétigt. Ist §(z, z) fiir ein Paar (z,2) € Z x X nicht definiert, so schreiben wir
auch 6(z,z) = . Solche Paare (z,z) charakterisieren gerade eine Endkonfigu-
ration. Es gibt dann in der zugehorigen Turingtafel keine Zeile, die mit 2 x
beginnt.

Wir wollen uns klarmachen, daf diese unvollstindige Turingmaschine und die
Turingmaschine aus Definition 2.1.1 sich gegenseitig simulieren, also ein vorge-
legtes Band auf die gleiche Weise bearbeiten. Zu jeder Zeile der Turingtafel des
einen Modells konstruieren wir die entsprechende Zeile oder Zeilen der Turingta-
fel des anderen Modells. Dabei miissen allerdings auch nicht vorhandene Zeilen
der unvollstandigen Turingmaschine, also der Fall §(z,2) = (), beriicksichtigt
werden. Wir gehen zunéchst von einer Turingmaschine geméf Definition 2.1.1
aus:

zx 22 mit e X — zaxan,
zxZd mit de{rl} — zz2 zd,
zx s = d(zx)=0.

Das Band wird offenbar von beiden Turingmaschinen auf die gleiche Weise be-
schrieben. Die umgekehrte Simulation ergibt sich durch

zaxdadn — zadd,
zax o' d mit de{rl} — zxz 2 und 2] 2" 2 d,
§(z,2) =0 — zuxzs.

Dabei wird fiir jede Zeile z x 2’ 2’ d mit d € {r,l} ein neuer Zustand 2| der zu
konstruierenden Turingmaschine eingefiihrt.
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(b)
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Eine nichtdeterministische Turingmaschine erhalten wir, wenn die_Abbildung 4]

aus Definition 2.1.1(c) in eine Abbildung 6 : Z x X — P(Z x (X U {l,r,s}))

abgeindert wird. Dabei ist P(Z x (X U{l,r, s})) die Potenzmenge von Z x (X U

{l,r, s}). Die nichtdeterministische Arbeitsweise dieser Turingmaschine ist durch
einen Baum der Art

k

AN

o o <— Folgekonfigurationen von k
/| I\
O (] (] O

-+ O—O0—O0

darstellbar. Zu einer Konfiguration dieser Maschine sind, im Gegensatz zum Fall
einer vollstdndigen, deterministischen Turingmaschine, mehrere Folgekonfigura-
tionen moglich. Eine Simulierung durch eine deterministische Turingmaschine
erreicht man, indem man ,,Schicht fiir Schicht“ alle Folgekonfigurationen ver-
folgt. Dabei werden auf dem Band der deterministischen Turingmaschine alle
Konfigurationen der nichtdeterministischen Turingmaschine abgespeichert, die
noch nicht weiterverfolgt wurden. Die Einzelheiten dieser Konstruktion sind sehr
aufwendig und sollen hier nicht dargestellt werden. Eine deterministische Tu-
ringmaschine kann natiirlich als spezielle nichtdeterministische Turingmaschine
aufgefalit werden.

Eine Turingmaschine mit einseitig begrenztem Band hat ein Band der Form

0112|314 |5]|6

Sie hélt, wenn sie sich iiber den linken Rand hinaus bewegt. Sie kann durch eine
Turingmaschine mit beidseitig unendlichem Band

#0123 [4]5

simuliert werden, wobei die simulierende Turingmaschine hélt, wenn sie links auf
das Zeichen ,, #“ trifft. Umgekehrt kann eine Turingmaschine geméfs Definition
2.1.1 durch eine Turingmaschine mit einseitig begrenztem Band simuliert werden.
Die Zuordnung der Bénder erfolgt durch

=3 -2|-1|0|1]|2]3

ol1]|2(3[4|5]6
#|—1]-2]-3|-4|-5|-6] -

Diese Turingmaschine mit einseitig begrenztem Band besitzt ein Band, bei dem
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ein Feld zwei Eintrige hat. Jedes Feld kann dann durch ein Element eines karte-
sischen Produkts von zwei Mengen dargestellt werden. Die Turingmaschine hat
also ein Band mit zwei Spuren. Durch eine entsprechende Zustandskomponente
kann man sich merken, ob gerade die untere oder obere Spur bearbeitet wird.

Bei einer Turingmaschine mit mehreren Bdndern bewegen sich alle Képfe un-
abhéngig voneinander, jedoch aufgrund der Gesamtinformation. Eine solche Tu-
ringmaschine mit drei Béindern kann durch das folgende Bild dargestellt werden.

Formal kann eine solche k-Band-Turingmaschine (k € IN) durch ein Quadrupel
T = (Z,X,6,20) definiert werden, wobei im Unterschied zu Definition 2.1.1 die
Uberfiihrungsfunktion durch

§: Zx XM 5 Zx (XU{l,r s}

definiert wird. Eine Bandinschrift ist durch ein k-Tupel von Bandfunktionen
(Bi,-..,Bk) mit B; : Z — X, i = 1,...,k, bestimmt. Eine Endkonfigurati-
on K = ((n,...,n),(B1,---,0k),2) mit (ny,...,n,) € Z* und 2z € Z liegt
vor, wenn 0(z, (51(n1),...,B(ng))) = (#, (z1,...,2)) gilt mit z, 2" € Z und
x, € X U{l,r,s}, wobei fiir mindestens ein v die Beziehung z,, = s erfiillt ist.
Die Turingmaschine stoppt also insgesamt, wenn auf mindestens einem Band
eine Endkonfiguration vorliegt. Eine solche Turingmaschine wird durch eine Tu-
ringmaschine der Darstellung

L } Band 1
L } Band 2
z } Band 3

simuliert, wobei die jeweils obere Spur der drei Binder die Kopfstellung der zu
simulierenden Turingmaschine durch ein Zeichen x markiert und die jeweils un-
tere Spur zur Bearbeitung des urspriinglichen Bandes dient. Ein Feld ist also
in 6 Komponenten aufgeteilt. Ein Zustand dieser Turingmaschine besteht aus
einem Zustand der simulierten Turingmaschine , einem Kopfzihler und zusatzli-
chen Informationen. Die Maschine beginnt beim linken Kopf mit 1 als Wert des
Kopfzihlers. Sie lduft dann nach rechts, wobei sie das jeweilige Symbol unter x
in den Zustand aufnimmt und den Kopfzidhler um 1 erhéht. Beim rechten Kopf,
der durch den Wert 3 des Kopfzéhlers identifizierbar ist, sind alle notigen Infor-
mationen zur Simulation der oberen Turingmaschine gesammelt. Die Maschine
lauft nun nach links, wobei die Operationen des jeweiligen Kopfes der oberen
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Turingmaschine ausgefiihrt werden. Beim linken Kopf erfolgt schlieflich zusétz-
lich eine Anderung des Zustandes gemif der simulierten Turingmaschine sowie
ein Zuriicksetzen des Kopfzihlers auf 1. Umgekehrt kann eine Turingmaschine
gemal Definition 2.1.1 als eine Turingmaschine mit n Bandern aufgefafst werden.
Auf einem Band erfolgt die Arbeit wie auf der gegebenen Maschine. Die anderen
Béander und Kopfe werden nicht verdindert bzw. bewegt.

(e) Eine Turingmaschine mit mehreren Kopfen auf einem Band wird dhnlich wie die
Turingmaschine aus (d) simuliert.

(f) Bei einer Turingmaschine mit zweidimensionalem Band erfolgt die Bewegung
des Kopfes nach links, rechts, oben oder unten. Die folgenden Uberlegungen
konnen auch auf Maschinen mit n-dimensionalem Band iibertragen werden. Wir
betrachten das zweidimensionale Band

b
b b T b T
b T3 b b Ty b b
b Ty Tg b Ty
b

Es wird durch ein Band ... 0% bbx,bxs * x30bx4b* brsxsbr7 b . .. einer Turingma-
schine mit zwei Bandern kodiert, wobei auf dem zweiten Band vermerkt werden
kann, wieviele Symbole in einer Zeile stehen. Die Bewegungen der zweidimensio-
nalen Turingmaschine kénnen durch solche Turingmaschinen mit zwei Bandern
simuliert werden. Wird dabei z.B. auferhalb des umrandeten Teils des Bandes
ein neues Zeichen x geschrieben, so miissen in der Kodierung aufer x auch Blank-
zeichen eingefiigt werden.

2.4 Turing-Berechenbarkeit

Man sagt, dak eine Funktion Turing-berechenbar ist, wenn eine Turingmaschine
existiert, die fiir jedes Argument, fiir das die Funktion definiert ist, nach endlich vielen
Schritten einen Funktionswert liefert. Der Funktionswert befindet sich dann in geeignet
kodierter Form auf dem Band. Aufser ihm kénnen auf dem Band noch weitere Infor-
mationen stehen, z.B. Zwischenwerte oder die Argumente der Funktion. Man kann
annehmen, daf zu Beginn der Arbeit der Kopf der Turingmaschine iiber dem ersten
Blankzeichen nach der Eingabe steht. Man konnte jedoch ebenso verabreden, daf er
vorn iiber dem ersten Nichtblankzeichen der Eingabe steht. Dies hat keine prinzipielle
Bedeutung fiir die berechneten Funktionen.

Definition 2.4.1 Es sei T = (Z, X, 0, z9) eine Turingmaschine und n € Ny, ¥ C
X. T berechnet eine n-stellige partielle Funktion f : (¥*)" — X* wie folgt. Es sei
(wy, ..., w,) € (X°)™
(a) T befindet sich zu Beginn im Zustand z. Der Bandinhalt ist . ..bwb...bw,b. ..
flir n > 1 bzw. ...b... fir n = 0.
(b) Halt T nach endlich vielen Schritten, so befindet sich unmittelbar links vom Kopf
immer ein Wort zw € X* mit w € Y*,z ¢ X. Wir setzen f(wy,...,w,) = w.
Hélt T nicht, so ist f(w,...,w,) nicht definiert.
Die Funktion f heilt Turing-berechenbar. U
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Die Turingmaschine 7" kann also, je nach Wahl von Y und n, verschiedene partielle
Funktionen berechnen. Fiir n = 0 wird eine 0-stellige Funktion, d.h. eine Konstante
oder ggf. eine undefinierte Funktion, berechnet. Auch die Forderung > C X konnte
man fallenlassen, sofern nur b ¢ ¥ gilt. Wenn nédmlich ein Argument Symbole ent-
hilt, die nicht zu X gehoren, dann gilt der zugehorige Wert der Funktion auf diesem
Argument als undefiniert.

Wir vereinbaren, daf wir bei der Berechnung zahlentheoretischer Funktionen, al-
so partieller Funktionen f : INf — IN,, wie oft iiblich die Kodierung ¢ : Ny —
{I}* mit @(z) = |**! benutzen. Da man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir
das Bandalphabet X = {xy,...,2,} immer z; = | annehmen kann, berechnet geméfs
Definition 2.4.1 jede Turingmaschine bei Festlegung von ¥ = {z;} = {|} eine sol-
che Funktion. Allerdings konnte zusitzlich das leere Wort ¢ berechnet werden. Wir
verabreden, daf in diesem Fall die zugehorige zahlentheoretische Funktion nicht defi-
niert ist. In diesem Sinn sprechen wir von Turing-berechenbaren partiellen Funktionen

f:INg — IN,.
Beispiel 2.4.1 Die Addition x + y mit x,y € INy leistet die Maschine
T,: LJRI1blhb,

wobei | die Schreibmaschine fiir | ist. T iiberfiihrt ... b|*'o[¥Th. . in ... 0" h. . ..
Zum Beispiel ergibt sich aus ...b|||b||b... mit L | der Bandinhalt ...b||||||b.... Durch
R erhilt man ...b||||||b... und mit Hilfe von 1 b 1 b schlieRlich ...b[|||b.... Dies
entspricht der Rechnung 2+4+1=3. [0

Beispiel 2.4.2 Fiir 2,y € INo definieren wir die Subtraktion (mit dem Monus-
Operator —)
x;y:{x—y, falls z > y
0 sonst.
Sie wird durch

|
rbL124>| rbr|R1b

' |
T : 12 ———
rbl 2

r

realisiert. T liefert, angesetzt auf ...b[*T'b[¥*1h... das Ergebnis, wobei in jeder
Schleife in jeder der beiden |-Folgen ein | entfernt wird. O

Beispiel 2.4.3 Die Multiplikation - y mit x,y € INy wird durch die Turingmaschine

| v

T><: _>Ilbl4>L2rb—>r

bR*K, L1T; L3 J

b b
R? R?
realisiert. T, wird auf ...b[*"'b|Y"'bh... angesetzt und liefert als Ergebnis

... bwb[®¥t1p . .. fiir ein w € {b,|}*. Die Turingmaschine fiihrt folgende Arbeitsgiinge
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aus. Zunichst schreibt sie rechts von den Argumentwerten einen zuséatzlichen Strich.
Dann kiirzt sie die Anzahl der Striche der beiden Argumentwerte jeweils um 1. An-
schliefend hingt sie z-mal jeweils y Striche an der rechten Seite an. Wir beschreiben
nun die Arbeitsweise im einzelnen. Fiir y = 0 liefert die Turingmaschine | IbIR? die
Bandinschrift ... b[**'bb|b. .., d.h., T hat 0 berechnet. Fiir y # 0 ist vor Anwendung
der Rechtsmaschine r, die sich in der Schleife befindet, also nach Beendigung der Ar-
beit von |1blL?rb, die Bandinschrift durch ...b["b[b|b... gegeben. Wir nehmen an,
daR nach k Schleifendurchliufen, x > k > 0, die Bandinschrift ...b[" *b[ub|**1b. ..
lautet. Falls z = k ist, fiihrt die Anwendung von rR? zu ...b|Yb["¥*'D. .., so dak die
Multiplikation erfolgreich beendet wird. Anderenfalls liefert rbR?*K, die Bandinschrift
. DF kD up|kyFHLp|Yh . . mit L1T L schlieRen wir einen Schleifendurchlauf ab und
erhalten ...p|*~k+Dp|vp|(k+1y+1p Mit jedem Durchlauf wird also der Wert von &
um 1 erhoht, so dafl wir insgesamt das gewiinschte Ergebnis erhalten. [

Dies Beispiel zeigt zusammen mit Beispiel 2.2.10 und 1.2.4, dafs Turingmaschinen
leistungsfiahiger als Moore- und damit auch als Mealy-Automaten sind.

In den angegebenen Beispielen bleiben nicht alle Argumentwerte erhalten. Das ist
nach Definition 2.4.1 zuldssig. Im folgenden werden wir eine standardisierte Form der
Berechnung verwenden, bei der dies nicht erlaubt ist.

Definition 2.4.2 Es sei n € INy und f : INj — IN; eine n-stellige partielle Funktion.
f heikt normiert Turing-berechenbar, wenn eine Turingmaschine T' = (Z, X, 0, z9) mit
{|} C X existiert, fiir die das folgende gilt:
(a) T befindet sich zu Beginn im Zustand z,, und bei Vorlage der Argumente
Ti,...,T, ist der Bandinhalt ...b[*h.. . p[®Th. .. fiir n > 1 bzw. ...b...
fiir n = 0.
(b) Falls f(x1,...,x,) definiert ist, stoppt T" nach endlich vielen Schritten mit dem

Bandinhalt
b | | ) F

Die Kodierung der Argumentwerte steht in denselben Feldern wie zu Beginn
der Berechnung. Die rechts vom Arbeitsfeld stehenden Felder sind leer. Bei der
Berechnung geht T' nicht iiber das mit b beschriftete Feld links vom Argument
hinaus. Falls f(z1,...,z,) nicht definiert ist, hélt 7" nicht. O

Die normierte Turing-Berechenbarkeit hat in Beweisen viele Vorteile, wie wir vor
allem in Kapitel 3 sehen werden. Es ist einer Turingmaschine jedoch im allgemeinen
nicht anzusehen, ob sie eine Funktion normiert Turing-berechnet. Wir wissen, dafs
nach Definition 2.4.1 jede beliebige Turingmaschine 7" bei Wahl von n und ¥ = {|}
eine Funktion f : INj — INy Turing-berechnet. Der Beweis des ndchsten Satzes zeigt,
daf dann zu T eine Turingmaschine konstruiert werden kann, die f normiert Turing-
berechnet.

Satz 2.4.1 Essei f: INj — Ny, n € IN, eine n-stellige partielle Abbildung. Genau
dann ist f Turing-berechenbar, wenn f normiert Turing-berechenbar ist.

Beweis: Aus der normierten Turing-Berechenbarkeit von f folgt unmittelbar die
Turing-Berechenbarkeit.
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Es sei nun umgekehrt f Turing-berechenbar durch eine Turingmaschine T =
(Z,X,0,2). Es sei (x1,...,2,) € INy ein Argument von f. Zur Abkiirzung setzen
wir w = |[“*T1p. .. b|**1. Die Turingmaschine T beginnt im Zustand z, mit der Band-
inschrift ...bwb.... Falls T" héilt, sei die Bandinschrift ihrer Endkonfiguration durch
cbwyw'yweb ... mit w' € {|}, wi, we € X* und y € X gegeben. Dabei sei w' das
berechnete Wort. Wir wollen annehmen, daf die Turingmaschine wihrend der vorange-
gangenen Rechnung alle die Felder, die am Ende mit dem Wort wy bzw. ws beschrieben
sind, betreten hat, nicht jedoch die Felder, die links bzw. rechts davon stehen. Falls
w, # ¢ ist, muf nach Definition 2.4.1 die Gleichung w; = w{z mit w} € X* z # |,
gelten.

Wir konstruieren als erstes eine Turingmaschine 7" = (7', X', 0, 2y), die T' simu-
liert und schon einige der gewiinschten Eigenschaften hat. Wir beschreiben zunéchst
ihre Arbeitsweise. T” besitzt zwei neue Bandsymbole X\ und p, die als linke bzw. rech-
te Randmarkierung des Arbeitsbereiches des Bandes dienen. Die Turingmaschine 7"
startet im Zustand 2z, mit dem Band ...bAwbpb. .., das, abgesehen von den Randzei-
chen, dem initialen Band von T gleicht. Wahrend der Arbeit bleibt das Feld mit der
Beschriftung A unverdndert. Der Kopf von 7" geht bei der Berechnung niemals nach
links iiber dieses Feld hinaus. Am Ende stoppt die Turingmaschine mit dem Band
DA Aww'ywepb . .. . Bis auf A und p und eine Verschiebung des Bandes stimmen die
Bandinschriften der Endkonfigurationen von 7' und 7" einschlieRlich der Stellung des
Kopfes iiberein.

Um diese Arbeitsweise zu erreichen, mufs eine Linksbewegung von 7', die bei der
Simulierung durch 7" zunéchst auf das linke Randzeichen A fiihrt, durch eine Verschie-
bung des Arbeitsbereichs zwischen A und p um ein Feld nach rechts simuliert werden.
Anschliefsend kann dann unmittelbar rechts von A iiber einem eingefiigten Blankzei-
chen b die Simulation von T fortgesetzt werden. Aufserdem muf bei Bedarf das rechte
Randzeichen nach rechts verschoben und auch dort ein Zeichen b eingetragen werden.
Wir zeigen im folgenden, dak wir eine solche Turingmaschine 7" tatséchlich konstru-
ieren konnen.

Zunichst werde X' = X U {\, p} und

7'=7 U {(3+),(21,9),(2,2,=),(2,—),(2,5), (z,¢€) |
ze Z,xe XU{\p}}

gesetzt. Wir konstruieren die Turingtafel von 7”. Sie besteht aus den Zeilen von 7" und
wird durch weitere Zeilen erginzt. Die angegebenen Zeilen liefern keine vollstandige
Turingmaschine, da fiir einige Zustinde und Bandsymbole Instruktionen fehlen. Diese
Zeilen konnen jedoch, da sie bei Berechnungen niemals auftreten, z.B. dadurch gege-
ben werden, daf bei ihnen die Turingmaschine ohne Anderung des Zustands stoppt.
Insgesamt erhalten wir eine Turingmaschine wie in Definition 2.1.1.

Wir beginnen mit den Zeilen fiir die Rechtsverschiebung des Bandes. Fiir alle z € Z
erhalten wir:

(1) z A (2,0,5) r ) )

(2) (2,2,58) y (z,y,—) z fiirallex e X,y e XU {p}
(3) (z,2,=) vy (z,2,5) r firallexe XU{p},ye X
@) (ps) b (he) _

(5) (z,<) x (z,+) [ firallexe XU{p}

(6) (z,<) A z T
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Die zugehorige Arbeitsweise wird erlautert. Befindet sich nach einer Instruktion gemaf
T die Turingmaschine im Zustand z mit dem Kopf iiber dem Feld mit der Beschriftung
), so ergibt sich durch (1) ein Ubergang in den Zustand (z, b, S). Damit wird sich der
Zustand z sowie die Absicht gemerkt, rechts von A ein Blankzeichen einzutragen (die
dritte Komponente S bedeutet: Schreiben). Gleichzeitig wird eine Rechtsbewegung zu
diesem Feld durchgefiihrt. Durch (2) erfolgt dieses Schreiben von b, wobei gleichzeitig
der in diesem Feld vorgefundene Wert y im Zustand (z,y, —) notiert wird. Bevor die-
ser Wert y geschrieben werden kann, muf sich der Kopf von 7" durch (3) nach rechts
bewegen. Diese abwechselnde Anwendung der Instruktionen (2) und (3) wird fortge-
setzt, bis man zum Abschluf dieser Rechtsbewegungen auf den rechten Rand stoft.
Dabei wird p durch eine Instruktion geméf (2) in den Zustand aufgenommen. Nach
einer Rechtsbewegung mit Hilfe von (3) wird schlieflich durch (4) das Randzeichen p
rechts neben seinem urspriinglichen Feld geschrieben und in den Zustand (z, +) iiber-
gegangen. Das bedeutet die Beendigung des Verschiebens. Der Riicklauf nach links
erfolgt durch (5), bis man am linken Rand auf A trifft. Durch Anwendung von (6) geht
man wieder in den Zustand z iiber. Der Kopf bewegt sich ein Feld nach rechts und
steht iiber dem Blankzeichen, das im zweiten Schritt geschrieben wurde. Damit ist die
Verschiebung abgeschlossen.

Befindet sich 7" nach einer Instruktion gemaf 7" im Zustand z mit dem Kopf iiber
p, so kann die Rechtserweiterung des Bandes fiir jedes z € Z durch die Folge von neuen
Zeilen

z p (z,—) b
(z,=) b (%5) 7
(8) b (z¢) p
(z,e) p =z l
erreicht werden. Dies liefert tatsichlich einen Ubergang von ...bAw"pb... in

...bAw"bpb . .., wobei der Zustand z erhalten bleibt. Damit ist 7" konstruiert. 7" halt
genau dann, wenn 7" halt und berechnet dasselbe Ergebnis.

Wir geben jetzt mit Hilfe der Turingmaschinen aus Abschnitt 2.2 die Turingma-
schine an, die f normiert Turing-berechnet. Dies ist

K'L"AR"r plT'A.

Dabei ist K, die n-Kopiermaschine und A die Abschlufmaschine, die noch zu definieren
ist. Falls 7" hélt, erhalten wir vor Beriicksichtigung von A die Uberfiihrungen

Cbwh. . bwbwh. . B bwwb .. T8 bwwbpb . ..

Lo bwAwyw'ywapb . . . .

Die Abschlukmaschine A schiebt, falls nicht w’ = ¢ berechnet wurde, w' = |/(@1za)+1
an A heran und ersetzt dabei iiberfliissige Zeichen durch das Blankzeichen. A ist gege-

ben durch
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#p b |

A TP {3 B P 1[?
| P / £],# A A

—pl 7| Q bl ——S

mit einer weiteren Turingmaschine S. Wir erkléren die Arbeitsweise von A. Zunéchst
wird durch Anwendung von pl das Symbol y durch p ersetzt und im Feld gleich links
davon iiberpriift, ob w' = ¢ gilt. In diesem Fall schliefst sich eine unendliche Rechts-
bewegung an, so dak f(zi,...,x,) undefiniert ist. Anderenfalls ist w' = |/(L-@n)+1,
Durch aufeinander folgende Anwendung von r?, einer 0- oder mehrfachen Iteration
von br, einer Anwendung von b sowie einer Iteration von 1l ergibt sich das Band

Turingmaschine das erste Feld erreicht, das nicht | enthélt. Falls dies nicht bereits das
linke Randzeichen ist, werden dieses und alle weiteren Felder bis zum linken Rand-
zeichen mit dem Blankzeichen beschrieben. Vor Ausfiihrung von S erhalten wir also
- bwAw|f@m) T ph - mit einem v € {b}*. Die Turingmaschine S ist durch

S : Rs bLSI‘I
a p
| A

bL;

Y
(=1

~bR

gegeben. Dabei ist R, die Rechts- und L die Links-Suchmaschine. Die Wirkung von
S entspricht der linken Translationsmaschine, jedoch mit beliebiger Reichweite. Man
beachte, daf auch fiir v = ¢ die grofe Schleife durchlaufen wird, wobei jedoch keine
echte Translation stattfindet. Am Ende wird in jedem Fall p gefunden und durch
ein Blankzeichen ersetzt. Die folgenden Teil-Turingmaschinen liefern schlieflich die
Bandinschrift, . .. bwb|/@L-#)+1p wobei bwb in denselben Feldern wie am Anfang
steht. Die Felder links davon wurden niemals benutzt, und rechts von |/(®1-k)+1

befinden sich lauter Blankzeichen. Das bedeutet, dafs f normiert Turing-berechenbar
ist. O

Wir geben nun noch ein spezielles Ergebnis an, das wir im Abschnitt 2.7 ben6tigen
werden.

Satz 2.4.2 Es seien f : INy — INy, g : INy — IN, Turing-berechenbare partielle
Funktionen. Dann ist auch ihre Komposition f o g : INy — IN; Turing-berechenbar.

Beweis: Wegen Satz 2.4.1 sind f und g normiert Turing-berechenbar. Es seien M; und
M, die entsprechenden Turingmaschinen. Dann wird f o g durch die Turingmaschine

M MV
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2. Turingmaschinen

normiert Turing-berechnet, wobei V die Verschiebemaschine ist. In der Tat liefert sie
fiir alle 7 € INp, fiir die g(z) und f(g(x)) definiert sind, die Uberfiihrung

bty M ppertpp@rty M pjatippe@)ip Sty

Mb)@ty

Nach Satz 2.4.1 ist dann f o g auch Turing-berechenbar. [

2.5 Godelisierung

In diesem Abschnitt wollen wir vor allem eine Aufzdhlung aller Turingmaschinen
angeben. Dazu wird eine Methode verwendet, die 1931 in einem dhnlichen Zusammen-
hang von K. Gddel eingefiihrt wurde.

Wir wéhlen eine andere Numerierung der Bandfelder der Turingmaschine als bisher,
namlich

5 3 1 0 2 4 6

Analog Definition 2.1.3 geben wir die Bandfunktion 3 : INg — X an. Die Bandinschrift
wird durch I'(8) = {(n,B(n)) | n € INy} gegeben, wobei B(n) der Inhalt des Feldes
n ist. Wir haben bereits in Abschnitt 2.1 verabredet, dafs nur endlich viele Felder mit
Nichtblankzeichen beschriftet sind. Entsprechend Definition 2.1.4 wird eine Konfigu-
ration durch (n, 5, z) mit n € Ny, Bandfunktion 3 und z € Z definiert. Anfangs- und
Endkonfiguration sind dann wie in Definition 2.1.4 festgelegt. Die formale Definiti-
on einer Folgekonfiguration erfordert hier einige zusétzliche Fallunterscheidungen und
wird nicht angegeben.

Definition 2.5.1 Es sei T'= (Z, X, d, 2) eine Turingmaschine mit X = {ay, ..., a,},
und 8 = INy — X sei eine Bandfunktion von T. Dann heifst

oo

G(3) = [T ™

1=0

die zur Bandfunktion gehirige Gidel- oder Bandnummer, wobei p; die j-te Primzahl
ist und ind : X — {0,...,n} die Abbildung mit ind(b) = 0 und ind(a;) = j fiir
1<j5<n. O

Es sei daran erinnert, dafs p; = 2, p» = 3, p3 = 5 usw. gilt. Obwohl in Definition
2.5.1 eine unendliche Produktbildung vorgenommen wird, erhalten wir immer einen
endlichen Wert, da alle bis auf endlich viele Faktoren 1 sind. Fiir §(i) = b gilt ndmlich
prP@) — 10— 1. Wenn alle Felder mit dem Blankzeichen beschrieben sind, ergibt

sich G(B) = 1.

Beispiel 2.5.1 Es sei X = {a; =T,as = S,a3 = D,ay = A} und G(5) = 3.234.000.
Die Primfaktorzerlegung ergibt 2% - 3! .53 .72. 11! Daraus folgt, daf nur die Felder 0
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2.5. Godelisierung

bis 4 mit Zeichen # b belegt sind.

Die Exponenten 4 1 3 2 1
liefern die in den Feldern o 1 2 3 4
stehenden Zeichen A T D S T,
d.h., wir erhalten das Band
5 1 0 2 4 6
b |S|T|A|D|T]|b
O

Nach der Godelisierung der Binder folgt jetzt die Godelisierung beliebiger Turing-
maschinen.

Definition 2.5.2 Essei T = (Z, X, 4, zp) eine Turingmaschine mit Z = {z,..., 2}
und X = {ay,...,a,}. Weiter sei C' die Matrix mit vier Spalten aus natiirlichen Zahlen,
die der Turingtafel von 1" bei der Zuordnung

20— 0,...,2n, — m,
b—0,ay — 1,...,a, — n,
[—n+1,r—=n+2 s—n+3

der jeweiligen Elemente entspricht. Dann heifst

die Géddelnummer von T'. Dabei ist c;; das Element der i-ten Zeile und j-ten Spalte
der Matrix C, und oy : IN3 — IN; ist die Abbildung mit oo(z,y) = 2°(2y+1)—1. O

Man muf sich auf eine Numerierung der Zeilen von C' festlegen. So kann man
z.B. die Reihenfolge wihlen, die durch die lexikographische Ordnung der beiden ersten
Komponenten gegeben wird, also (0,0), (0,1),...,(0,n), (1,0),...,(m,n). Dann wird
zu jeder Turingmaschine genau eine Godelnummer berechnet. Umgekehrt werden wir
sehen, daf jede Zahl auch héchstens eine Turingmaschine darstellt. Dazu benétigen
wir den folgenden Satz.

Satz 2.5.1 Die durch oq(z,y) = 2%(2y + 1) — 1 definierte Abbildung oy : IN3 — INy
ist bijektiv.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, daff oy injektiv ist. Es sei (21, 41) # (22, y2). Wir nehmen
an, dafs
o2(x1,51) =27 (2y1 +1) =1 =22y + 1) — 1 = 02(22, 92)

ist. Dann folgt
(%) 270722 (2y; + 1) = 2y + 1.

Fiir £y # x, sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit z; > x,. Dann ist die linke Seite
der Gleichung (x) gerade, die rechte ungerade, ein Widerspruch. Fiir x; = x5 muf
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2. Turingmaschinen

wegen (z1,y1) # (22, y2) die Ungleichung y; # yo gelten. Dann kann die Gleichung (x)
nicht erfiillt sein. Folglich ist oy injektiv.
Wir zeigen weiter, dal oo surjektiv ist. Es sei z € INy, und wir betrachten z + 1.

Wir teilen z + 1 so oft wie moglich durch 2 (sagen wir z-mal), so dak das Ergebnis
z+1

2.’[

ganzzahlig bleibt. Dies liefert
1
wir y = 2 5 Es folgt o9 (z,y) = 2%(2y+1)—1 = 2. Somit ist o9 auch surjektiv. O

= 2y + 1, eine ungerade Zahl. Damit bestimmen

Die Umkehrabbildung o;' von oy wird durch die Zuordnung z + (02(2) =
x,099(2) = y) gegeben, wobei die Werte x und y wie im Beweis von Satz 2.5.1 kon-
struiert werden. Diese Godelisierung von Paaren léft sich auf die Godelisierung von
n-Tupeln erweitern. Speziell fiir Tripel erhalten wir

03 Wg — WU mit Ug(k,l,m) = 0'2(0'2(]{5, l),m),
wobei die Umkehrabbildung o3 durch 03" (2) = (031(2), 032(2), 033(2)) mit

0'31(2) = 0'21(0'21(2)), 0'32(2) = 0'22(0'21(2)) und 0'33(2) = 0'22(2)
definiert ist.

Satz 2.5.2 Fiir ein beliebiges x € IN, existiert ein Algorithmus, der entscheidet, ob
z die Godelnummer G(T') einer Turingmaschine 7" ist. Wenn dies der Fall ist, kann T
bestimmt werden.

Beweis: Wir betrachten die Darstellung der Gédelnummer einer Turingmaschine in
Definition 2.5.2. Wegen o05(i,7) > 6 fiir j > 3 sind p; und py verschieden von allen
Primzahlen pg,(; ;). Da 09 nach Satz 2.5.1 bijektiv ist, sind insgesamt alle Primzahlen
p1, P2 und pg,(; ;) paarweise verschieden. Wir bilden nun die Primfaktorzerlegung der
vorgegebenen Zahl x. Diese Zerlegung ist bekanntlich eindeutig und erlaubt so die
Bestimmung der Zahlen n, m, der o,(7, ) und damit der Zahlen 7 und j sowie der ¢; ;.
Falls x die Godelnummer einer Turingmaschine ist, miissen nach Definition 2.1.1 fiir
die Exponenten von p; = 2 und p, = 3 die Relationen n > 1 bzw. m > 0 gelten. Weiter
wird dann ¢ < (m + 1)(n + 1) verlangt, und j darf nur die Werte 3 oder 4 annehmen.
Schlieflich miissen die Werte von ¢;3 zwischen 0 und m und die von ¢;4 zwischen 0
und n + 3 liegen. In diesem Fall sind alle Daten der Matrix C' bestimmt, und die
Turingmaschine mit der Gédelnummer x kann angegeben werden. Anderenfalls ist x
nicht die Godelnummer einer Turingmaschine. [

Die Godelnummer einer Turingmaschine ist im allgemeinen sehr grofs. Es ist kein
Algorithmus bekannt, der fiir beliebige grofe Zahlen die Primfaktorzerlegung in ver-
niinftiger Zeit liefert. Unter praktischen Gesichtspunkten ist also die Darstellung einer
Turingmaschine als Gédelnummer nicht interessant, jedoch aus theoretischen Griin-
den. Sie liefert eine einheitliche Kodierung aller Turingmaschinen, die wir im restlichen
Kapitel noch mehrmals benutzen werden. Bis auf Isomorphie existieren nur abzihl-
bar viele Turingmaschinen. Wir kénnen dariiber hinaus sogar eine Aufzdhlung aller
Turingmaschinen

Ty, TV, Ty, ..., Ty, . ..
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entsprechend ihrer Godelnummer x angeben. Wenn dabei x keine Godelnummer ist,
so wird fiir T}, speziell eine Turingmaschine gewéhlt, die niemals hélt, z.B.

T = ({z0},{71},0,20) mit 0(z0,2) = (20,7) fiir alle x € {b, 21}

Diese Turingmaschine berechnet die leere Funktion L: INy — INy, die nirgends definiert
ist. Das Symbol | wird als ,,bottom® ausgesprochen.

2.6 Universelle Turingmaschinen

Ein Universalrechner soll ein beliebiges Programm ausfiihren kénnen und dieselben
Ergebnisse liefern wie ein Spezialrechner. Analog soll eine universelle Turingmaschi-
ne die Arbeit einer beliebigen Turingmaschine iibernehmen koénnen. Dabei erhilt die
universelle Turingmaschine U als Parameter eine Beschreibung der zu simulierenden
Turingmaschine 7" und des Arguments = von 7. Die Turingmaschine 7" kann durch ihre
Godelnummer als entsprechende Anzahl von Strichen dargestellt werden. U muf dann,
angesetzt auf x, dasselbe Ergebnis liefern wie 7'. Eine universelle Turingmaschine ist
also ,, programmierbar*.

Zur weiteren Beschreibung der Simulation verwenden wir eine Kodierung des Ab-
laufs der Turingmaschinen-Berechnung von 7', die eindeutig durch die Folge der Kon-
figurationen Ky, Ky,..., K,,... beschrieben wird, wobei eventuell mit einer Endkon-
figuration K, ein Abbruch stattfindet. Fiir jede Turingmaschine 7" definieren wir eine
Abbildung v von der Menge der Konfigurationen von 7" (siehe Definition 2.1.4, man be-
achte zusétzlich die geinderte Numerierung der Bandfelder) in die Menge INy x IN < IN|
durch

v(i, 8,2)) = (i, G(B), J).

Definition 2.6.1 Es sei U eine Turingmaschine. U heilst universelle Turingmaschine,
wenn sie jede beliebige Turingmaschine 7', die auf dem Feld ¢ des Bandes mit der
Bandfunktion g steht, wie folgt simuliert:

(a) Ist K, die Anfangskonfiguration von 7', so startet U mit
b |G oK)+ gy

(b) Ist fiir T die Konfiguration K, die Folgekonfiguration von K, dann tiberfiihrt

U in r > 1 Schritten ... |G+ p |7s@(En))+1p  ip
b |GOFL e Ene)) 4L g

(c) Wenn T stoppt, dann stoppt auch U. [

Wenn U anhilt, dann liefert sie als Ergebnis eine Kodierung der Endkonfiguration
von T'. Daraus kann dann das Ergebnis der Berechnung von 71" abgelesen werden. Im
folgenden Satz ist das Grundprinzip der Konstruktion einer universellen Turingma-
schine beschrieben.

Satz 2.6.1 Die Maschine

Y
Uy: EP rbl

b
/ \
rblblFV
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2. Turingmaschinen

ist eine universelle Turingmaschine. Dabei berechnet E die Funktion e mit

||, falls eine Folgekonfiguration K,,,; zu K,
e(G(T),03(v(Kyp))) = existiert
| sonst,

und F iiberfithrt ... b |G+ p |os(Km))+1 b ip die Bandinschrift ...p |G+
b |0'3(V(Km))+1 b |U3(V(Km+1))+1 b ... d

Der Beweis, den wir hier nicht ausfiithren, verlangt die effektive Konstruktion der
Turingmaschinen E und F. Offensichtlich muff man dabei auf die Struktur der zu
simulierenden Turingmaschine T eingehen, die durch G(T') kodiert ist. Der {ibrige

Ablauf ist klar:
R L A LG = S A L A LICCE AR T

(falls eine Nachfolgekonfiguration existiert)

rblbl |G(T)+1 b |03(V(Km))+1 b

By |G g s+ g os(Emp )+ g

lX) ) |G(T)""1 b |‘73(V(Km+1))+1 b

2.7 Unentscheidbare Probleme

Wir betrachten zunéchst die Turingmaschine 7', die durch

2O

gegeben ist. Sie bewegt sich zunéchst zwei Felder nach links und priift, ob in diesem
Feld ein Nichtblankzeichen steht. In diesem Fall macht sie eine Rechtsbewegung und
stoppt. Anderenfalls bewegt sich der Kopf fortlaufend nach rechts. Es ist also in Ab-
hingigkeit von der Eingabe und dem initialen Arbeitsfeld der Turingmaschine einfach
zu entscheiden, ob sie hélt oder nicht. Die Frage ist nun, ob es einen Algorithmus gibt,
der fiir beliebige Turingmaschinen eine solche Entscheidung liefert.

Definition 2.7.1 Als Halteproblem bei Turingmaschinen bezeichnet man die Frage,
ob ein Algorithmus existiert, mit dem man fiir eine beliebige Turingmaschine 7" und
eine beliebige Anfangskonfiguration entscheiden kann, ob 7" nach endlich vielen Schrit-
ten hilt oder nicht. [

Definition 2.7.2 Es sei X ein Alphabet, M;, My C X* und M; C M.
(a) M heilt entscheidbar relativ zu M, wenn ein Algorithmus existiert, mit dem
fiir jedes © € M, effektiv festgestellt werden kann, ob x € M; gilt oder nicht.
Ein solcher Algorithmus heifst Entscheidungsverfahren.
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(b) M heifit entscheidbar, wenn M entscheidbar ist relativ zu X*. O

Wir miissen uns iiber den Algorithmusbegriff Klarheit verschaffen. Jeder hat eine
Vorstellung von einem effektiven Algorithmus. Er soll auf irgendeine verniinftige Art
und Weise Probleme 16sen. Man kann ihn intuitiv verstehen als eine prazise endliche
Beschreibung eines allgemeinen Verfahrens, wobei die Beschreibung auf ausfiihrbare
elementare Einzelschritte zuriickgefiihrt wird. Es ist ersichtlich, daf eine solche Be-
griffserkldrung viele Fragen offen 14t und sicherlich nicht erlaubt, allgemeine Aussagen
iiber Algorithmen in mathematisch zuverlédssiger Form zu treffen. Man bendtigt viel-
mehr ein mathematisches Modell fiir Algorithmen, das universell ist in dem Sinn, dafs
jeder vorstellbare Algorithmus mit ihm simuliert werden kann. Man hat viele Algorith-
menmodelle angegeben, die alle zueinander dquivalent sind, mit deren Hilfe man also
jeweils dieselbe Klasse von Funktionen berechnen kann. Ein solches Modell ist durch
die in diesem Kapitel besprochenen Turingmaschinen gegeben, aber ebenso durch die
Registermaschinen aus Abschnitt 2.8, durch p-rekursive Funktionen (siehe Kapitel 3),
Markoff-Algorithmen, while-Programme, durch den A-Kalkiil usw. Die Churchsche
These, die zunachst fiir den A-Kalkiil formuliert wurde, behauptet, daf diese Modelle
universell sind.

Churchsche These: Eine partielle Funktion ist genau dann intuitiv berechenbar,
wenn sie durch eine Turingmaschine berechnet wird. [

Die Richtigkeit der Churchschen These ist nicht beweisbar, weil ja gerade der in-
tuitive Algorithmusbegriff nicht zu formalisieren ist. Da jedoch so viele dquivalente
Algorithmenmodelle gefunden wurden, aber noch kein umfassenderes Modell, kann
man dies als einen Hinweis fiir die Giiltigkeit der Churchschen These verstehen.

Aufgrund dieser Uberlegungen ist das Entscheidungsverfahren nach Definition 2.7.2
mit Hilfe einer Turingmaschine durchfiihrbar. Dabei kann die Entscheidung dadurch
erfolgen, daf die Turingmaschine iiber einem Feld mit einem entsprechenden Entschei-
dungssymbol, z.B. ,,j* oder ,n“ stehenbleibt. Ebenso ist es aber auch moglich, daf
ein bestimmter Wert Turing-berechnet wird, z.B. 1 im Falle der positiven und 0 im
Falle der negativen Entscheidung. Dieses unterschiedliche Entscheidungsverhalten hat
jedoch keine besondere Bedeutung, da eine gegenseitige Simulation der verschiedenen
Verhaltensweisen immer durchgefiihrt werden kann. Wir werden im folgenden Satz die
Entscheidung durch das Berechnen der Werte 1 oder 0 herbeifiihren. Wir sagen kurz,
die Turingmaschine stoppt mit 1 oder 0.

Satz 2.7.1 Das Halteproblem ist nicht entscheidbar, d.h., es existiert kein Algorith-
mus, der zu entscheiden erlaubt, ob eine beliebige Turingmaschine, angesetzt auf eine
beliebige Bandinschrift, stoppt oder nicht.

Beweis: Wir betrachten zunichst ein spezielles Halteproblem und nehmen ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit an, daf X = {|} gilt. Mit 7 bezeichnen wir die Bandin-
schrift ...b "™ b... fiir alle n € INy. Es sei E eine Eigenschaft fiir Turingmaschinen.
Fiir eine Turingmaschine T" bedeute E(T), daf die Eigenschaft E auf T zutrifft. Wir
betrachten die folgende Eigenschaft E:

E(T) gilt genau dann, wenn 7', angesetzt auf G(T'), mit 0 stoppt.
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G(T) ist eine Kodierung von T'. Folglich entspricht £ dem Halteproblem bei Selbst-
anwendung. Zu zeigen ist, daft die Eigenschaft E unentscheidbar ist. Wir nehmen
das Gegenteil an. Es existiert dann eine Turingmaschine Tj, die E(T) fiir beliebige T'
entscheidet. Die Entscheidung ergibt sich wie folgt:

(x) E(T) gilt genau dann, wenn Tj, angesetzt auf G(7'), mit 1 stoppt,

E(T) gilt genau dann nicht, wenn Ty, angesetzt auf G(T'), mit 0 stoppt.

Durch Einsetzen von Ty in () sowie in die Definition von E erhalten wir:

E(Ty) gilt genau dann, wenn Tp, angesetzt auf G(7Tp), mit 1 stoppt,

E(Ty) gilt genau dann, wenn Tp, angesetzt auf G(7Tp), mit 0 stoppt.

Dies ist ein Widerspruch, folglich muf £ unentscheidbar sein.

Wir nehmen nun an, daf das allgemeine Halteproblem entscheidbar ist und somit
ein Entscheidungsverfahren V fiir das allgemeine Halteproblem existiert. Mit Hilfe von
V' konnen wir dann auch ein solches Verfahren fiir das spezielle Problem E konstruie-

ren, das durch die Anwendung von V' auf 7" und G(T) definiert wird. Dies Verfahren

liefert die Antwort auf die Frage, ob die Turingmaschine T', falls sie auf G(T") angesetzt
wird, stoppt oder nicht. Im Fall des Stoppens kann man iiberpriifen, ob 7" mit dem
Ergebnis 0 stoppt oder nicht, d.h., ob E(T) erfiillt ist oder nicht. Im anderen Fall ist
E(T) nicht erfiillt. Folglich entscheidet dieses Verfahren die Eigenschaft E, was im
Widerspruch zu dem oben gewonnenen Ergebnis steht. [

Im folgenden wollen wir wieder Turing-berechenbare Funktionen f : INJ — IN,
betrachten. Ohnehin kann jede berechenbare Funktion so kodiert werden. In Uberein-
stimmung mit Definition 2.7.2 (man wéhle X = {|}) heiftt nun eine Teilmenge A C IN,
genau dann entscheidbar, wenn die charakteristische Funktion x4 : INg — INy mit

(z) = 1, fallsxe A
XA =0, fallsz g A

Turing-berechenbar ist. Mit A ist offenbar auch das Komplement INg— A entscheidbar.
Wie auf Seite 42 sei eine Aufzéhlung

1o, 11, 15,15, .. . Iy, - .

aller Turingmaschinen gegeben. Zur Vereinfachung betrachten wir die von ihnen be-
rechneten einstelligen Funktionen ¢, : INy — INy. Dabei sei n die Godelnummer der
entsprechenden Turingmaschine. Ist jedoch n keine Godelnummer einer Turingmaschi-
ne, dann wird fiir 7,, speziell eine Turingmaschine gewihlt, die niemals hélt und die
iiberall undefinierte partielle Funktion 1: I[Ny — INy berechnet. Durch die Aufzédhlung
dieser Turingmaschinen ist auch eine Aufzédhlung

(1007()0179027()037"'7()071,---

aller partiellen berechenbaren Funktionen INy — IN, gegeben. Dabei nennen wir n den
Index der Turingmaschine 7;, oder der Funktion ¢,,.

46



2.7. Unentscheidbare Probleme

Definition 2.7.3 Eine Menge von Indizes J C INy respektiert Funktionen, wenn fiir
alle 7, j € INg mit ¢ € J und ¢; = ¢; die Beziehung j € J folgt. [

Beispiel 2.7.1 Offenbar respektieren die folgenden Indexmengen Funktionen:
(a) A ={i|7 liegt im Wertebereich von ¢;},
(b) B ={i| ¢; ist total},
c) C = {i| p; ist iiberall undefiniert},
(d) D=1{i|p;=¢&}, wobei £ : INg — INy eine gegebene partielle Funktion ist. [

Die Menge E = {i | ;(i) ist definiert} respektiert Funktionen hingegen nicht.
Man kann zeigen, dafs ein Index e existiert, fiir den der Definitionsbereich von ¢, nur
aus dem Element e besteht. Dies ist nicht einfach und soll hier nicht durchgefiihrt
werden. Es gibt also einen Algorithmus, der genau dann terminiert, wenn er seine
eigene Beschreibung als Eingabe erhilt. Es sei €’ ein Index mit €/ # e und ¢, = @,.
Ein solcher Index €’ existiert. Dies sehen wir wie folgt ein. Es sei T, = (Z, X, , z).
Wir wihlen ein 2z’ ¢ Z und definieren eine neue Turingmaschine 7' = (7, X, ', 2)
durch 7' = Z U {2} und

§'(2,7) = 8(z,2) und &' (2, x) = (¢',]) fiir 2 € Z,x € X.

Es sei € der zugehorige Index. Offenbar wird der Zustand 2’ nie erreicht, so dafs T,
und T, dieselbe Funktion berechnen. Es gilt e € E, o, = ¢ und €' ¢ E.

Satz 2.7.2 (Satz von Rice) Es sei J C INy eine Menge von Indizes, die Funktionen
respektiert. Dann ist J genau dann entscheidbar, wenn J = () oder.J = IN, gilt.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Reduktion auf die Unentscheidbarkeit des Haltepro-
blems. Fiir J = () oder J = INy ist J offensichtlich entscheidbar. Die umgekehrte Rich-
tung beweisen wir durch Kontraposition. Es sei eine Indexmenge J mit () # J # IN,
gegeben. Wir miissen zeigen, dafs J nicht entscheidbar ist. Es sei L die iiberall undefi-
nierte Funktion. Da J Funktionen respektiert, liegen alle Indizes von L entweder alle
in INg — J oder alle in J. Im ersten Fall existiert eine berechenbare Funktion 6 #.1,
deren Indizes in J liegen. Im zweiten Fall liegen diese Indizes in INy — J. Wir nehmen
ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, daf die Indizes von # in J liegen. Es sei j
ein solcher Index.

Fiir jeden Index ¢ € INy betrachten wir die ¢; berechnende Turingmaschine 7;.
Nach Satz 2.4.1 kénnen wir dann eine Turingmaschine 7; konstruieren, die (; normiert
Turing-berechnet. Wir bilden damit die Turingmaschine

| |
L)y 40
~ bl ~ bl - T

Ty = (r] )Hl rT; J

Thr Index f(i) héngt bei festem j nur von i ab und kann effektiv bestimmt werden.
Nach der Churchschen These existiert dann eine Turingmaschine, die diese ,, Index-
transformation“ f : INg — INy berechnet. Die Konstruktion einer entsprechenden
Turingmaschine ist sehr aufwendig und soll hier entfallen. Fiir ein Argument x € IN,
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berechnet T(;) zundchst ¢;(i). Falls ¢;(¢) definiert ist, entfernt T(; zunéchst das Er-
gebnis ¢;(7), dann das Argument i und berechnet anschliefsend 6(x). Es gilt also

~_ |0, falls (i) definiert ist
PIO T\ L, falls ©;(7) undefiniert ist.

Fiir alle ¢ € [N, zeigen wir die Behauptung
f(i) € J < (i) ist definiert.

Wenn ¢;(i) definiert ist, dann gilt ¢4 = 0. Da der Index j von 6 in J liegt, folgt
f(i) € J wegen Definition 2.7.3. Umgekehrt gelte f(i) € J. Entweder gilt ;) = 6
oder ;) =L. Da der Index von L nicht in J liegt, folgt wegen f(i) € J die Aussage
@iy = 0. Also ist ¢;(i) definiert.

Es sei x; die charakteristische Funktion von J. Dann gilt wegen der obigen Be-
hauptung fiir die Funktion

1, falls ¢;(i) definiert ist
0 sonst.

a(£) = {

Die Funktion y; o f : INg — INy beschreibt genau das spezielle Halteproblem (Hal-
teproblem bei Selbstanwendung, siehe Beweis von Satz 2.7.1) und ist daher nicht be-
rechenbar. Da jedoch f : INg — INy berechenbar ist, kann x; : INg — INy nach Satz
2.4.2 nicht berechenbar sein. Das bedeutet, dafs J nicht entscheidbar ist. [

Beispiel 2.7.2 Da die Indexmengen A, B,C' und D aus Beispiel 2.7.1 Funktionen
respektieren, sind die folgenden Probleme nicht entscheidbar.
(a) Gibt ein beliebiger Algorithmus fiir eine geeignete Eingabe die Zahl 7 aus?
(b) Hilt ein beliebiger Algorithmus bei jeder Eingabe?
(c) Hilt ein beliebiger Algorithmus bei keiner Eingabe?
(d) Berechnet ein beliebiger Algorithmus die gegebene partielle Funktion & : INy —
INy? O

Definition 2.7.3 und Satz 2.7.2 konnen mit einigen Abdnderungen auf n-stellige
Indexmengen J C IN}, n > 2, iibertragen werden. Man erhilt z.B., daf die Menge
M = {(i,j) | i = ¢;} Funktionen respektiert. Betrachtet man némlich ein zweites
Paar (7, ;') mit ¢; = ¢y und ¢; = ¢, so folgt wegen p; = ¢, auch ¢y = ¢; und
damit (i',j') € M. M ist daher nicht entscheidbar. Also ist das Aquivalenzproblem fiir
Algorithmen nicht entscheidbar.

Die Probleme aus Beispiel 2.7.2 fiir Algorithmen konnen natiirlich auch fiir Pro-
gramme, z.B. in Fortran, Modula-2 oder Algol 68, formuliert werden. Selbst wenn
vorausgesetzt wird, dall unbegrenzt Speicherplatz zur Verfiigung steht und keine Zeit-
grenze gegeben ist, so sind die entsprechenden Probleme nicht effektiv losbar. Ein
anderes unentscheidbares Problem ist auch das Postsche Korrespondenzproblem, das
neben dem Halteproblem héufig als ein Problem verwendet wird, auf das man andere
Unentscheidbarkeitsprobleme zuriickfiihrt.
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Definition 2.7.4 Ein Postsches Korrespondenzproblem P = (X, n,a, ) besteht aus
einer endlichen Menge X, einer Zahl n € IN sowie zwei n-Tupeln

a:(ala"'aan)a /6:(/61?7577,)

mit o, 3; € X+,4=1,...,n. Eine Losung von P ist eine nichtleere endliche Folge von
Indizes i1, ..., ik, ix € {1,...,n}, k =1,..., k, mit

ail...aikzﬁil...ﬁik. O
In [19] findet sich der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2.7.3 Es ist unentscheidbar, ob ein beliebiges Postsches Korrespondenzproblem
eine Losung besitzt. [

2.8 Registermaschinen

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten gesehen, daf das Turingmaschinen-
modell ausreichend ist, um Fragen der Berechenbarkeit zu untersuchen. Eine Turing-
maschine hat jedoch mit einem modernen Computer wenig gemeinsam. Daher mag es
sinnvoll sein, der Realitdt eher entsprechende Modelle zu betrachten. Das wichtigste
Beispiel hierfiir ist die Registermaschine mit wahlfreiem Speicherzugriff, die auch RAM
(englisch: random access machine) genannt wird. Dieses Rechnermodell besitzt einen
Speicher, der dhnlich dem eines modernen Mikroprozessors aufgebaut ist. Gleichzeitig
stehen elementare arithmetische Operationen zur Verfiigung. Der Speicher besteht aus
einer unendlichen Folge von Registern, die Zahlen beliebiger Grofe aufnehmen kon-
nen, was natiirlich eine Abstraktion der Wirklichkeit bedeutet. Ein Programm einer
Registermaschine ist mit einem Programm vergleichbar, das in einer Assembler- oder
héheren Programmiersprache geschrieben ist. Wir werden sehen, dafl Turingmaschinen
und Registermaschinen dquivalent sind.

Das folgende Bild stellt den schematischen Aufbau einer Registermaschine dar.
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Eingabeband

B

Steuereinheit
Programm

1

2

3

A —[pc 1?) Ry [ Ry Rs

Akkumulator Speicher

k | STOP

—

m

Ausgabeband

Wir geben nun die nétigen formalen Definitionen an.

Definition 2.8.1 Eine Registermaschine mit wahlfreiem Speicherzugriff (kurz RAM)
besteht aus einer Steuereinheit, einem Speicher R, einem Eingabe- und einem Ausga-

beband.

()

(b)

20

Die Steuereinheit enthélt ein gemaf Definition 2.8.2 definiertes Programm, also
eine endliche Folge von durchnumerierten Befehlen, sowie den Befehlszihler PC'.
Der Befehlszdhler PC' beinhaltet eine Zahl b € IN, die die Nummer des jeweils
auszufithrenden Befehls angibt.

Der Speicher besteht aus einer durchnumerierten Menge von Registern R;, 1 =
0,1,2,..., die jeweils eine Zahl r(i) € IN, enthalten. Dabei mufs {r(i) | r(i) #
0} zu jedem Zeitpunkt endlich sein. Das Register Ry wird auch Akkumulator
genannt.

Das Eingabeband besteht aus unendlich vielen Feldern, die jeweils eine Zahl aus
INy enthalten. Ein Feld, das 0 enthilt, wird als leer angenommen. Nur endlich
viele Felder sind nicht leer. Auf dem Eingabeband steht ein Lesekopf, der nach
dem Lesen einen Schritt nach rechts wandert. Das gelesene Symbol wird mit |,
read® bezeichnet.

Das Ausgabeband besteht aus unendlich vielen Feldern, die jeweils eine Zahl
aus IN, enthalten. Ein Feld, das 0 enthélt, wird auch als leer angenommen. Nur
endlich viele Felder sind nicht leer. Uber dem Ausgabeband steht ein Schreibkopf,
der nach dem Schreiben einen Schritt nach rechts wandert. [



2.8. Registermaschinen

Der Speicher aus (b) kann auch zu jedem Zeitpunkt als eine Funktion r : INg — IN
mit jeweils endlicher Menge {r(i) | r(i) # 0} aufgefaft werden. Die Register und auch
die Felder des Eingabe- und des Ausgabefeldes sind potentiell unendlich grofs, da sie
beliebig grofse Zahlen enthalten konnen. Im folgenden fassen wir die Register R; auch
als Variablen fiir Zahlen aus N, auf, fiir den Befehlszidhler wird im iiblichen Sinn b
sowohl als Variable als auch als Wert aufgefafst.

Definition 2.8.2 Ein Programm einer Registermaschine besteht aus einer ab 1 durch-
numerierten Folge von Befehlen, wobei der letzte Befehl ein STOP-Befehl sein muf.
Im folgenden sei zunéchst i € INy. Als Befehle stehen dann zur Verfiigung:

Befehl Wirkung

READ Ry :=read, b := b+ 1, der Lesekopf bewegt sich einen
Schritt nach rechts.

WRITE b:= b+1, der Schreibkopf schreibt r(0) in das Ausgabe-
feld und bewegt sich einen Schritt nach rechts.

LOAD ¢ Ry :=r(i) und b:=b+ 1.

STORE i R;:=r(0) und b:=0b+ 1.

ADD i Ry :=7r(0) +r(i) und b:=b+ 1.

SUB i Ro:=r(i) — r(0) und b := b+ 1.

GOTO m b:=m.

IF R; =0 GOTO m | Falls r(i) = 0 gilt, folgt b := m, anderenfalls b := b + 1.

IF R; > 0 GOTO m | Falls r(i) > 0 gilt, folgt b := m, anderenfalls b := b + 1.

STOP Die Registermaschine beendet die Ausfithrung des Pro-
gramms.

In den vier Befehlen der mittleren Gruppe kann ¢ auch durch ! fiir eine Konstante
i € INy (mit Ausnahme von STORE !i) oder i fiir indirekte Adressierung ersetzt
werden. So hat z.B. LOAD !i die Wirkung Ry := ¢ und b := b + 1, wohingegen
LOAD xi die Wirkung Ry := r(r(i)) und b := b+ 1 besitzt. Unter SUB !i wollen wir
Ry := r(0) — 4 verstehen.

Bei m in den Sprungbefehlen muf es sich um eine existierende Zeilennummer des
Programms handeln. Ist bei jedem Sprungbefehl nur eine solche Nummer angegeben,
so sprechen wir von einer deterministischen Registermaschine, sonst von einer nicht-
deterministischen.

Die Registermaschine arbeitet taktweise. In jedem Takt wird der Befehl mit der
Zahl b aus dem Befehlszihler PC' ausgefiihrt. Zu Beginn ist dieser Wert b = 1. Am
Anfang sind alle Register leer (r(i) = 0 fiir alle : € INp), ebenso das Ausgabeband. Die
Eingabe steht auf dem Eingabeband. Die Berechnung endet, wenn die Registermaschi-
ne auf den Befehl STOP trifft. Die Ausgabe ergibt sich dann aus der Beschreibung der
Ausgabefelder. [

Neben den in Definition 2.8.2 angegebenen Befehlen kénnen auch weitere arithme-
tische Operationen durch entsprechende Befehle aufgenommen werden. Sie lassen sich
andererseits aber leicht als Unterprogramme definieren. Dies soll an einigen wenigen
Beispielen deutlich gemacht werden.
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Beispiel 2.8.1 Bei den folgenden Unterprogrammen wird der Akkumulator Ry be-
nutzt. Wenn sein Wert nach dem Unterprogramm noch zur Verfiigung stehen soll, so
muf er zunéchst in ein anderes, sonst nicht benutztes Register, etwa R;, durch STORE
J weggespeichert werden, um nach Ausfithrung des Unterprogramms durch LOAD j
zuriickgeholt zu werden.
(a) Die Funktion SUCC i mit der Wirkung R; := r(i) + 1 wird fiir ¢ > 0 durch das
folgende Unterprogramm definiert (fiir ¢ = 0 durch ADD !1).

Befehl Wirkung

STORE j | R; :=r(0)

LOAD!T | Ry:=1

ADD i Ry :=r(i) +7r(0) =r(i)+1
STORE i | R;:==r(i) + 1

LOAD j | Ry :=r(j)

(b) Die Funktion PRED ¢ mit der Wirkung R; := r(i) — 1 fiir i > 0:
Befehl Wirkung
STORE j | Rj :=r(0)
LOAD!'1 | Ry:=1
SUB i Ry :=r(i) —r
STORE i | R; :=r(i) — 1
LOAD j | Ry:=r(j)
Die Funktion PRED 0:
Befehl ‘ Wirkung
STORE j | R; :=r(0)
LOAD!1 | Ry:=1
SUB j Ry:=r(j) — 1

(0) = r(i) — 1

(c) IF R; > k GOTO m fir Konstanten & € Ny und m € IN mit der iiblichen
Wirkung fiir ¢ > 0:

Befehl Wirkung

STORE j R; :=1(0)

LOAD !k Ry =k

SUB i Ry :=7(i) —r(0) =r(i) — k
STORE s R, :=7r(i) —k

LOAD j Ry :=r(j)

IF Ry > 0 GOTO m | Sprung wie gewiinscht

Man muss dafiir Sorge tragen, dak auch das Register R, sonst nicht benutzt
wird. Fiir 7 = 0 kann man fast dasselbe Unterprogramm verwenden, wenn man
den Befehl SUB ¢ durch SUB j ersetzt. [

Da wir durch Registermaschinen, wie schon bei der normierten Turing-
Berechenbarkeit, partielle Funktionen f : INj — IN, berechnen wollen, miissen wir
im Ein- und Ausgabeband die Argumentwerte bzw. den Funktionswert der Funktion
um 1 erhdhen, da ein leeres Register durch 0 dargestellt wird. Wir erhalten
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Definition 2.8.3 Es sei n € INy und f : INj — IN, eine n-stellige partielle Funktion.
Die Funktion f heifst RAM-berechenbar, wenn eine Registermaschine existiert, fiir die
das folgende gilt:
(a) Bei Vorlage der Argumente xq,...,z, enthalten zu Beginn die ersten n Felder
des Eingabebandes die Zahlen xy +1,..., 2, + 1, die anderen Felder enthalten 0.
(b) Falls f(z1,...,x,) definiert ist, dann trifft die Registermaschine nach endlich
vielen Schritten auf den Befehl STOP, und fiir den Wert y des ersten Feldes des
Ausgabebandes gilt dann y > 0 und f(z1,...,2,) = y — 1. Falls f(xq,...,2,)
nicht definiert ist, gilt y = 0, oder die Registermaschine halt nicht. [

Eine Registermaschine kann also, je nach Wahl von n, beliebigstellige Funktionen
berechnen. Offensichtlich kénnen wir bei Beriicksichtigung weiterer Ausgabefelder auch
partielle Funktionen f : INy — IN' berechnen. Wir erkennen, da wir auf das Ein- und
das Ausgabeband einer RAM verzichten kénnen, wenn wir die Argumente und auch
den Funktionswert im Speicher ab dem Register R; in geeigneter Weise ablegen. Der
Vorteil der Benutzung des Eingabe- und des Ausgabebandes ist es jedoch, daf dann im
Programm die Beriicksichtigung der Stelligkeit im allgemeinen weniger Schwierigkeiten

macht.
Wir zeigen die RAM-Berechenbarkeit der Addition und der Multiplikation.

Beispiel 2.8.2 (a) Die Funktion f(n,m) =n+m wird von einer Registermaschine
mit dem folgenden Programm berechnet:

Befehl Wirkung

READ Ry:=n+1
PRED 0
STORE 1 | R, :=7r(0)=n
READ Ry:=m+1

PRED 0
ADD 1 Ry:=7r(l)+r(0)=n+m
SUCC 0
WRITE | Ausgabe von n+m + 1

(b) Die Funktion f(n,m) = n-m kann durch n-malige Addition von m berechnet
werden. Man beachte im folgenden Programm, dafl zu Beginn im Register R;
der Wert 0 steht. Die Duchnumerierung der Befehle entspricht nicht derjenigen,
die sich bei Zuriickgehen auf die Befehle von Definition 2.8.2 ergeben wiirde.

Befehl Wirkung

READ Ry:=n+1
PRED 0
STORE 1 | Ry :=r(0)=n
READ Ry:=m+1

PRED 0
STORE 2 | Ry :=7r(0) =m

SRRl
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Befehl Wirkung
7. IF Ry =0 GOTO 13 | n-malige Addition von m beendet
8. PRED 1 Ry :=r(l)—1
9. LOAD 2 Ry:=7r(2)=m
10. ADD 3 Ry=1r(3)+r0)=7r(3)+m
11. STORE 3 R;:=7r(0)=r(3)+m
12. GOTO 7 Ende des Schleifenkorpers
13. LOAD 3 Ry :=r(3) (Resultat)
14. SUCC 0
15. WRITE Ausgabe von n-m + 1 O

Obwohl Turingmaschinen weniger der Realitéit entsprechen als Registermaschinen,
kénnen sie trotzdem dieselben Funktionen berechnen. Dariiberhinaus haben Turing-
maschinen den Vorteil, dafs sie einfacher aufgebaut sind und damit fiir theoretische
Uberlegungen besser geeignet sind.

Satz 2.8.1 Es sei f : INf — INy, n € IN;, eine n-stellige partielle Funktion. Genau
dann ist f Turing-berechenbar, wenn f RAM-berechenbar ist.

Beweis: Es sei f : INf — INy, n € INy, eine Turing-berechenbare Funktion. Nach Satz
2.4.1 existiert dann eine Turingmaschine 7' = (Z, X, 0, z9) mit {|} C X, die f normiert
Turing-berechnet. Das bedeutet nach Definition 2.4.2, daf bei Vorlage der Argumente
Y1, - - -, Yn der anfingliche Bandinhalt

R S Ty Y

ist und 7" wihrend seiner Arbeit niemals {iber das mit b beschriftete Feld links vom
Argument hinausgeht. Es sei Z = {29, 21,...,2.}, X = {b = 20,71 = |, T2, ..., 2,} fiir
gewisse r, s € IN. Zustinde und Eingaben konnen durch ihren Index in den Registern
des Speichers dargestellt werden. Das Eingabeband der Registermaschine ist mit

yi+ 1y +1 yn+1 0 0

beschrieben. Fiir die Simulierung von 7" werden in den Registern Ry, 5. .. die Felder
des Bandes von T dargestellt, wobei R, fiir das Feld steht, in dem sich anfangs das
Zeichen b links vom Argument von 7" befindet. Ry gibt die Kopfposition von 7" in bezug
auf diese Register an. Dies gilt in allen folgenden Teilprogrammen.

Zunichst wird im Speicher das Band der Turingmaschine initialisiert. Dabei werden
in das Register R; der Reihe nach die Argumente des Eingabebandes iibernommen.
Entsprechend viele Einsen als Darstellung des Striches | werden dann jeweils in die
passenden Register eingetragen, fiir das erste Argument z. B. in die Register R4 bis
Ry, . Die Initialisierung erfolgt durch das folgende Programmstiick.
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Befehl Wirkung
1. LOAD !5 Ry := 5, hier beginnt der Eintrag der Einsen, wobei eine
1 einem | des Bandes entspricht, in R, steht 0 fiir das
Blankzeichen b
2. STORE 2 R, :=1r(0) = 5, Kopfposition fiir das erste Zeichen # b
3. READ Ry := r(0) = yr + 1 (das k-te Argument, Beginn der
k-ten Iteration)
4. STORE 1 Ry :=7r(0) =y +1
5. IF Ry =0 GOTO 14 | alle Argumente sind gelesen worden, der Kopfzihler
zeigt zum Register mit dem Blankzeichen rechts vom
Argument
6. IF Ry =0 GOTO 12 | das Argument der k-ten Iteration ist in Einsen
umgewandelt
7. LOAD 1 Ry:=1
8. STORE %2 R,y := 1, trage die 1 in das dem Feld zugehdrige Regi-
ster ein
9. SUCC 2 verschiebe den Kopf um eine Position nach rechts
10. PRED 1 Ry := r(1) — 1, es sind noch r(1) — 1 viele Einsen
einzutragen
11. GOTO 6 die néchste 1 soll eingetragen werden
12. SUCC 2 verschiebe den Kopf um eine Position nach rechts, d.h.,
das Register nach den Registern mit den Einsen behilt
die urspriingliche 0 fiir b
13. GOTO 3 zum nachsten Argument

Der Kopf, der durch das Register R, charakterisiert wird, steht jetzt auf dem Blank-
zeichen hinter der Eingabe.

Als néchstes wird die Arbeit der Turingmaschine simuliert. Das Register R, dient
nun zur Darstellung der Zustinde und Rj fiir die Bandsymbole, diese werden zunéchst
mit 0 fiir zp und b initialisiert. Ry bleibt das Register fiir die Kopfposition, wobei der
zuvor bestimmte Wert iibernommen wird. Die folgenden Zeilen des Programms werden
zum Teil gar nicht oder nur symbolisch numeriert.

Befehl Wirkung
14. LOAD !0 Ry:=0
15. STORE 1 Ry :=r(0) = 0, Ry enthilt den Index des Anfangzu-
stands, R3 hat noch den Wert 0 fiir b
16. IF R; > 0 GOTO ¢, der Zustand ist nicht z

17.

IF R3; > 0 GOTO P11
UP(0,0)

das Bandsymbol ist nicht b
Unterprogramm zur Berechnung von §(zp, b) und Ent-
scheidung iiber den néchsten Schritt
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Befehl Wirkung

pi1 IF R3 > 1 GOTO p;» | das Bandsymbol ist weder b noch |
UP(0,1) (2o, |)

p1s  UP(0,s) d(z0, T5)

¢ IF Ry >1 GOTO ¢ | der Zustand ist weder zy noch z;
IF R3 > 0 GOTO P21

prs  UP(r,s) 3z, Ts)

Insgesamt sind (r + 1) - (s + 1) Unterprogramme UP(7, j) aufzufiihren. Dabei sind
vier Typen zu unterscheiden, und zwar:

(a) Fiir (2, a) = (zi,aj):

Befehl Wirkung

LOAD !/ Ry =1

STORE 1 | Ry :=1r(0) =, der Index des Folgezustands

LOAD !y | Ry =7

STORE 3 | R3 :=r(0) = j', der Index des neuen Bandsymbols
STORE %2 | Ry(2) :=r(0) = j', speichere diesen Index an der ent-
sprechenden Bandposition

GOTO 16 | gehe zum nichsten Schritt von T iiber

(b) Fiir 6(z;,a;) = (z,1) (Linksbewegung):

Befehl Wirkung

LOAD i | Ry :=14'

STORE 1 | Ry :=r(0) =i', der Index des Folgezustands

PRED 2 | Linksbewegung

LOAD %2 | Ry :=r(r(2))

STORE 3 | R;3 enthélt den Wert des neu gelesenen Bandsymbols
GOTO 16 | gehe zum néchsten Schritt von 7" iiber

(c) Fiir §(z;,a;) = (2,7) (Rechtsbewegung):
wie (b), jedoch Austausch von PRED 2 durch SUCC 2.

(d) Fiir §(z;,a;) = (2,s) (Ende der Arbeit von T'):

Befehl ‘ Wirkung
LOAD !4 Ry =17
STORE 1 Ry :=r(0) = ¢, der Index des Folgezustands

GOTO Schlufs | gehe zur Ausgabe iiber

Wenn die Turingmaschine 7' hilt, die Registermaschine also die Befehle geméf
(d) ausgefiihrt hat, liefert die RAM durch das folgende Programmteil schlieflich das
Ergebnis.
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Befehl Wirkung
Schlufs LOAD !0 Ry:=0

STORE 1 Ry := r(0) = 0, Zéhler fiir die Zahl der Striche des
Resultats

PRED 2 T steht auf dem letzten Strich | des Resultats

P SUCC 1 der Strich wird gezé&hlt

PRED 2 der Kopf wandert nach links

LOAD %2

STORE 3 falls ein Strich vorhanden, hat R3 den Wert 1

IF R3 > 0 GOTO P | ein weiterer Strich soll gezahlt werden

LOAD 1 Ubertragung des Ergebnisses in den Akkumulator

WRITE schreibe  Ergebnis in die Ausgabe, dies ist
f(yla---ayn)+1

STOP

Wir kommen nun zur umgekehrten Beweisrichtung. Wir werden hierfiir nur ei-
ne Beweisskizze angeben, da die Einzelheiten des Beweises sehr aufwendig sind, es
andererseits aber einsichtig ist, dafs die Details mit entsprechendem Arbeitsaufwand
ausgefiillt werden konnen. Es sei also eine Registermaschine vorgegeben, die f berech-
net. Wir miissen eine Turingmaschine angeben, die f Turing-berechnet. Aufgrund der
Uberlegungen von Abschnitt 2.3(d) geben wir eine Turingmaschine 7' mit 6 Biindern
und Kopfen an, die das Argument von f auf einem Eingabeband hilt und das Ergeb-
nis schlieklich auf das Ausgabeband schreibt. Die simulierende Turingmaschine nach
Abschnitt 2.3(d) besitzt dann ein Band, das in 12 Spuren aufgeteilt ist. Sie kann durch
Einfiihrung einiger initialer und finaler Schritte leicht so abgedndert werden, dak sie
zundchst mit nur einer Spur, dem Eingabeband, beginnt, das Band dann in 12 Spuren
aufteilt und schlieflich mit nur einer Spur, dem Ausgabeband, endet. Auf diese Weise
ist dann f auch geméaf Definition 2.4.1 Turing-berechenbar.

Unsere Turingmaschine 7" hat die folgenden Béander, wobei in der Abbildung eine
Bandinschrift zu einem spéteren Zeitpunkt eingetragen ist.

Band 1 (Eingabe) bl LIl eI ]b]b

Band 2 (Speicher) blo |l LI lbll]o]lo]]]|b]|]|b|b|b]D
Band 3 (Akkumulator) | o [ | | | ||| ]| b

Band 4 (Befehlszahler) | o | | [ | || | &

Band 5 (Hilfsband) bll|b|b]|b

Band 6 (Ausgabe) b|lb|b|b|b

Auf Band 1 wird die Eingabe dargestellt, im Beispiel fiir ein 2-stelliges Argument
(y1,92) = (2,3) der Funktion f. Auf Band 2 wird der Speicher simuliert. Es werden
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nur die bis dahin angesprochenen Register ohne Akkumulator in der Form
bb|"b|™bb|7 b|™ bbb . . .

abgespeichert. Diese Bandinschrift bedeutet, daf das Register R; den Wert r(i) = n
und das Register R; den Wert 7(j) = m beinhaltet. Im Falle des Wertes m = 0 gibt es
drei aufeinanderfolgende Vorkommen von b. Vier solche aufeinanderfolgende Vorkom-
men bedeuten, dak keine weiteren Register mehr rechts davon vorkommen. Im Beispiel
finden wir die Register Ry und Ry, jeweils mit dem Wert 1. Auf dem Speicherband
werden die Registerwerte niemals iiberschrieben, sondern ein zu d&ndernder Wert wird
hinter die bisherigen Register angehdngt. Um also den Inhalt eines Registers zu le-
sen, muf die Turingmaschine auf Band 2 ganz nach hinten gehen, also nach bbbb, um
dann nach links laufend hinter einem Vorkommen von bb die passende Registernummer
zu suchen. Wegen der Moglichkeit der indirekten Adressierung kann von vornherein
nicht eine feste Obergrenze fiir eine Registernummer angegeben werden. Das Suchen
der Nummer erfolgt i. allg. durch Vergleich mit einer auf dem Hilfsregister abgelegten
Nummer. Das erste so gefundene Register liefert dann in den rechts daneben liegenden
Feldern den aktuellen Wert. Wird ein Register nicht gefunden, so ist sein Wert 0. Der
Wert 0 eines Registers mufs daher auch nicht eingetragen werden, sofern nicht zuvor
ein anderer Wert gesetzt war.

Der Wert a € INy des Akkumulators wird auf Band 3 durch b|%b. .. dargestellt. Im
Beispiel hat der Akkumulator den Wert 4. Auf Band 4 befindet sich der Befehlszih-
ler, dessen Werte auf dieselbe Weise notiert werden. Band 5 dient als Hilfsband, wo
Zwischenrechnungen abgelegt werden kénnen. Am Ende wird auf Band 6 die Ausgabe
f(y1,...,y,) in der Form

geschrieben.

Initial ist nur das Band 1 mit der Eingabe beschrieben, alle anderen Béander sind mit
lauter Blankzeichen belegt. Zu Beginn beschreibt die Turingmaschine das Band 4 mit
blb.. ., also mit der Nummer 1 des ersten auszufiihrenden Befehls der Registermaschine.
Allgemein beginnt die Simulation der Ausfiihrung eines Befehls der Registermaschine
damit, daft auf Band 4 die Nummer des néchsten Befehls gelesen wird. Da es nur
endlich viele Befehle gibt, kann sich diese Zahl in einer geeigneten Zustandskomponente
gemerkt werden. Entsprechend diesem Zustand durchlduft die Turingmaschine eine
Reihe von Aktionen, die die Simulation des Befehls bewirken. Fiir jeden Befehl des
Programms der RAM miissen also entsprechende Zustinde und Uberfiihrungen der
Turingmaschine definiert werden. Wir wollen fiir einige Befehle die Arbeitsweise der
Turingmaschine beschreiben.

Beim Befehl READ nehmen wir an, das bereits £k — 1, £ > 1, Argumente gele-
sen worden sind und nun der Kopf 1 auf dem ersten Blankzeichen von b[% ') steht.
Zunéchst 16scht der Kopf 3 den Akkumulator. Dann wird durch paralleles Zusammen-
wirken von Kopf 1 und Kopf 3 b|%**1b... auf Band 3 geschrieben. Anschliefend wird
der Befehlszidhler durch Kopf 4 um 1 erhdht.

Bei STORE i sucht Kopf 2 das Ende des Speicherbandes, also bbbb. Auf dem dritten
dieser vier Blankzeichen beginnt dann nach rechts der Eintrag von [*b|™bb.... Da i
eine feste Zahl des Programms ist, kann durch entsprechende Zustandsinderungen
festgestellt werden, wann ¢ Striche durch Kopf 2 geschrieben worden sind. Der Wert
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von m wird dagegen wahrend des Schreibens durch Kopf 2 mit Hilfe von Kopf 3 aus
dem Akkumulator geholt. Anschlieffend wird der Befehlszdhler durch Kopf 4 um 1
erhoht.

Die indirekte Adressierung STORE x: ist komplizierter. Die Zahl m des Akkumu-
lators soll in das Register R; geschrieben werden, wobei der Wert von j im Register
R; gespeichert ist. Folglich sucht fiir i # 0 Kopf 2 von rechts kommend das erste
Vorkommen von bb|*b]Y auf Band 2. Da i eine feste Zahl des Programms ist, kann die
Uberpriifung der Zahl i wieder durch entsprechende Zustandinderungen erfolgen. Fiir
¢ = 0 wird die Zahl 7 dem Band 3 entnommen. Ist ein solches Vorkommen gefunden,
dann wird zunichst das Hilfsband 5 geloscht und anschliefsend j durch gleichzeitige
Arbeit von Kopf 2 und Kopf 5 in der Form b| auf Band 5 geschrieben. Wird i nicht
gefunden, so ist 7 = 0 anzunehmen. Fiir j # 0 wird danach unter Benutzung des
Hilfsbandes und des Akkumulators bb|’b|™ hinter den letzten Strich des Speicherban-
des geschrieben und dann der Befehlszédhler um 1 erhoht. Fiir 5 = 0 bleibt wegen
r(r(i)) = r(0) := r(0) der Wert des Akkumulators unveréndert, es wird nur der Be-
fehlszéhler erhoht.

Es diirfte keine Schwierigkeiten machen, auch die anderen Befehle aus Definition
2.8.2 in dhnlicher Weise zu beschreiben. Bei den Spriingen mufs natiirlich das Band 4
geloscht werden, bevor der neue Stand des Befehlszéhlers eingetragen werden kann.

Ein WRITE-Befehl wird simuliert, indem mit Hilfe von Kopf 3 und Kopf 6 der In-
halt des Akkumulators auf das Ausgabeband 6 geschrieben wird. Beim ersten Auftreten
von WRITE ist dies b|fWi-vn)+1h  also das gewiinschte Ergebnis der Berechnung
von T'. Die Registermaschine hélt, wenn sie auf den Befehl STOP trifft. Dann stoppt
auch unsere Turingmaschine 7'. Hélt die Registermaschine nicht, dann auch nicht 7.
Wird nach dem ersten WRITE-Befehl die Zahl 0 in das Ausgabeband eingetragen,
bleibt das Ausgabeband der Registermaschine also leer, dann geht die Turingmaschine
sofort in eine unendliche Schleife iiber, da auch in diesem Fall nach Definition 2.8.3
der Wert von f(y1,...,¥yn) als nicht definiert gilt. Die Turingmaschine berechnet also
dieselbe Funktion wie die Registermaschine. [

Damit haben wir auf zwei verschiedene, aber dquivalente Arten die Berechenbarkeit
von partiellen Funktionen f : INf — IN; charakterisiert. Im folgenden Kapitel wer-
den wir eine weitere dquivalente Methode zur Definition von berechenbaren partiellen
Funktionen kennenlernen.
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3 Rekursive Funktionen

In den bisherigen Betrachtungen haben wir uns bei der Berechnung von Funktionen
immer auf Automaten und Maschinen bezogen, d.h. auf Systeme, die entweder in einem
oder in endlich vielen Schritten ein Resultat liefern, sofern sie iiberhaupt eines liefern.
Diese Vorgehensweise ist fiir die Informatik typisch, nicht jedoch fiir die Mathematik.
Wir wollen die algorithmischen Moglichkeiten jetzt anders charakterisieren, ndmlich
iiber die Klasse der Funktionen, die man erhélt, wenn man von Grundfunktionen mit
gewissen Operationen ausgeht.

3.1 Primitiv-rekursive Funktionen

Im folgenden wollen wir uns wie in Kapitel 2 mit zahlentheoretischen partiellen
Funktionen f : INf — INy, n € INy, beschéftigen, also mit Funktionen, die auf einer
Teilmenge von INj definiert sind. Speziell werden auch totale Funktionen betrachtet,
die fiir alle Elemente aus INj definiert sind. Eine besonders einfache Klasse von Funk-
tionen, die offensichtlich im intuitiven Sinn berechenbar sind, wird durch Definition
3.1.1 gegeben.

Definition 3.1.1 Die primitiv-rekursiven Grundfunktionen werden durch die folgen-
den totalen Funktionen gegeben:
(a) C’SU) = 0 (nullstellige Nullfunktion),
(b) S:INg — INy mit S(x1) = z1 + 1 (Nachfolgerfunktion) und
(c) Ui(n) : INy — INy mit Ui(n) (T1,...,xp) = x; fiir i = 1,...,n (Projektionsfunktio-
nen). O

Bei C’éo) deutet (0) auf die Stelligkeit der Funktion und der untere Index 0 auf ihren
errechneten konstanten Wert hin.

Auf der Basis der primitiv-rekursiven Grundfunktionen konnen wir mit Hilfe der
Konstruktionen der beiden néchsten Definitionen eine schon recht umfangreiche Klasse
von Funktionen gewinnen.

Definition 3.1.2 Es seien n,r € INy, r > 1, und h; : INf — INg mit ¢ =1,...,r und
g : INj — IN, seien partielle Funktionen. Eine partielle Funktion f : INy — IN, geht
aus g durch Einsetzung von hq, ..., h, hervor, wenn

[z, .o xn) =glhi(xr, .. 2n), oo b2, o 1)
fiir beliebige (z1,...,x,) € INy gilt. O
Die rechte und damit auch die linke Seite der Gleichung sind offenbar genau dann
definiert, wenn sowohl die Werte hy(xy,...,2,),..., h.(z1,...,2,) definiert sind als

auch g(hy(z1,...,20)y .y he(T1, .., 20)).
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Definition 3.1.3 Es sei n € Ny, und g : N} — INy und h : INJ™? — IN; seien
partielle Funktionen. Eine partielle Funktion f : INJT' — INj heikt induktiv-rekursiv
durch g und h definiert, wenn

f(z1,...,2,,0) = g(21,...,2,) und
f(xla"'axn7y+1) - h(ajla"'axnayaf(xla'"7xn7y))

fir beliebige (z1,...,2,) € INj und y € INy gilt. O

Man spricht vom Induktions-Rekursionsschema oder auch vom primitiven Rekur-
sionsschema. Mit Hilfe des Induktions-Rekursionsschemas kann man bei gegebenen
Funktionen g und h die Funktion f bestimmen. Speziell fiir n = 1 gilt zunéchst
f(z,0) = g(z). Damit erhélt man

fl@,1) = f(x,041) = h(z,0, f(,0)),
f(z,2) = f(z,1+1) = h(z,1, f(z,1)) usw.

Fiir alle z,n € IN; sind somit die Werte f(x,n) eindeutig konstruierbar.

Definition 3.1.4 Es sei f : INy — INj eine Funktion. f heifit primitiv-rekursiv, wenn
f eine primitiv-rekursive Grundfunktion ist oder sich aus primitiv-rekursiven Grund-
funktionen durch endlich viele Anwendungen der Einsetzung oder des Induktions-
Rekursionsschemas gewinnen 1aft. [

Die primitiv-rekursiven Grundfunktionen sind totale Funktionen. Sind weiter
hi,...,h, und g total, dann ist auch g o (hy,...,h,) total. Sind g und h total, dann
ist die induktiv-rekursiv durch ¢ und A definierte Funktion f total. Somit sind alle
primitiv-rekursiven Funktionen totale Funktionen.

Alle ,,iiblichen“ Funktionen sind primitiv-rekursiv, aber keineswegs alle Funktionen.
Wir zeigen zunéchst fiir einige bekannte Funktionen, daf sie primitiv-rekursiv sind.

Beispiel 3.1.1 (a) Die Addition. Es seien x,y € INy. Dann gilt

+(z,0) = Ul(l)(x) und
Hay+1) = SO (@,y,+(.p)-
Die Addition ist also durch das Induktions-Rekursionsschema definiert, wobei
die Entsprechungen f L4 , g £ Ul(l) und h £ So U§3) gelten und h aus S durch
Einsetzung von Uég) hervorgeht.
(b) Fir n,k € INy sind die konstanten Funktionen C’,En) . INyg — INy mit
C’,En) (x1,...,2,) = k sukzessive wie folgt gegeben:
fir n = 0 durch die Grundfunktion Céo) sowie durch die Einsetzung C,(c(jzl =

S (C’,EO)), fiir n > 1 durch das Induktions-Rekursionsschema, und zwar fiir n = 1
durch

C,gl)(()) = C,go) und
cPy+1) = V) (20" und h2UP),
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fiir n = 2 durch

C’,?)(x,O) = C’,El)(x) und
COr,y+1) = CPw,y) (g2 und h2UP)
usw.

(c) Die Multiplikation. Es seien x,y € INg. Dann gilt

*(z,0) = C’él)(x) und
s,y +1) = (+UP,UP) (@, y,#(z,y)),

wobei +(U1(3), Ué?’)) durch Einsetzung von Ul(g) und Uég) aus -+ hervorgeht.
(d) Die Fakultét. Es sei # € INy. Dann gilt

fak(0) = C und
fak(z +1) = (x(SoU?,UP))(x, fak(z)).
(e) Die Potenz. Es seien x,y € INy. Dann gilt
2’ = Cfl) und
= (U, UP)) (@, 9,2).
(f) Die Vorgingerfunktion V' : INyg — INy. Es sei y € INy. Dann gilt

Vo) = ¢ (=0) und
Viy+1) = UPwVE) (=v).

(g) Die modifizierte Differenz (die Monus-Operation, sieche auch Beispiel 2.4.2). Es
seien z,y € INy. Dann soll gelten

y= x—y fiirz>y.

Dies wird durch
r—0 = Ul(l)(a:) (=) und

v+l = VIO (g2 -y) (=Vie-y)
erreicht.

(h) Der Abstand. Es seien z,y € INy. Dann gilt offenbar

=yl = (z —y)+ (y - 2).
(i) Die Signum-Funktion. Es sei x € INy. Dann ist die Signum-Funktion durch

. _J0 firxz=0
sign(z) = { 1 firz>0
definiert. Dies wird durch

sign(0) = C’éo) (=0) und
sign(z +1) = CP(x,sign(z))

erreicht. Entsprechend ist auch die durch sign(z) = 1 — sign(z) gegebene sign-
Funktion eine primitiv-rekursive Funktion. [
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Die Grundfunktionen sind offensichtlich im intuitiven Sinn berechenbar. Unmit-
telbar ist klar, dafs der Prozelt der Einsetzung und der Gewinnung von Funktionen
iiber das Induktions-Rekursionsschema intuitiv wieder zu berechenbaren Funktionen
fithrt. Aufgrund der Churchschen These ist somit jede primitiv-rekursive Funktion
Turing-berechenbar. Wir leiten dieses Ergebnis formal her.

Satz 3.1.1 Primitiv-rekursive Funktionen sind normiert Turing-berechenbar.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Struktur der Definition der
primitiv-rekursiven Funktionen. Zunéchst wird gezeigt, dafl die Grundfunktionen nor-
miert Turing-berechenbar sind. Dann muf bewiesen werden, dafs alle Funktionen,
die sich durch die Einsetzung oder durch das Induktions-Rekursionsschema aus nor-
miert Turing-berechenbaren Funktionen ergeben, wieder normiert Turing-berechenbar
sind. Man beachte dabei, daf sich nach Definition 2.4.2 bei der normierten Turing-
Berechenbarkeit am Ende der Rechnung neben dem Funktionswert auch die Argu-
mentwerte auf dem Band der Turingmaschine befinden.

Wir betrachten die Grundfunktionen. Die Nullfunktion C’SO) wird durch die Turing-
maschine I r berechnet. Offenbar wird die Bandinschrift ...b..., die einem 0-stelligen
Argument (keinem Argument) entspricht, durch I'r in ...b|b... iiberfiihrt. Die Nach-
folgerfunktion S wird durch K1 r berechnet. Fiir k& € IN; gilt ndmlich

L < B L A L G L s

Die Kopiermaschinen K, ;_; realisieren die Projektionsabbildungen Uz-(n), 1=1,...,n,
denn fiir (z4,...,z,) € IN} erhalten wir
[Ty ppee iy R gty et
Wir kommen jetzt zur Einsetzung. Die Funktionen g, hq,...,h, seien normiert
Turing-berechenbar durch die Turingmaschinen 7,7%,...,7T,. Dann ist f = g o
(h1,...,h,) normiert Turing-berechenbar durch

WK, _ .V . . (K, T,V")TV",

wobei V die Verschiebemaschine aus Beispiel 2.2.8 ist. Speziell fiir » = 1 ist die Turing-
maschine 77TV zu betrachten. Es sei (x1,...,x,) € INj das Argument von f. Dann
erhalten wir die Uberfiihrungen

bRy pEet S b @) Ly

~”

w1

K" T
E by b @) Ty b ER L bwyb| @) L

~~
w2

'V'TL
Vs o bwy b @ m) t p he @)y

= ... bw1b|hl(wl""’m")+1b . b|hr—1($1,...,:1:n)+1b

Kn_1+ .v™
n r o bwlb |h1($1,...,mn)+1b L b hr(ml,...,l‘n)+1 b

~~
w3

64



3.1. Primitiv-rekursive Funktionen

|Z> o bwlbw3b|g(h1(x1,...,xn),...,hr(:vl,...,xn))-l—lb o
\%

r N bw1b|g(h1(:El,...,.’tn),...,hr(.’tl,...,:En))—l—lb L

Wir sehen, dak g(hi(z1,...,2,),. .., he(z1,...,2,)) der errechnete Funktionswert ist.

Schlieflich seien g und h normiert Turing-berechenbar durch 7, und 7},. Dann wird
die durch ¢ und h induktiv-rekursiv definierte Funktion f normiert Turing-berechnet
durch die Turingmaschine

| b
4 O

K", T,L" 12—~ bl —e R"VK?, Koy oK, 2T VL
! ! I
R"*V" r
y T ;
I < | 12 =
Dies erkennen wir wie folgt. Fiir (z1,...,2,) € IN} setzen wir zur Abkiirzung

X — |m1+1b|zz+1b‘ N b|$n+1, y = |y+1 und fz — |f(m1 ..... xn,i)+1.

Insbesondere gilt fo = [9(@1®)+1 Die Berechnung von f(21,...,2,,y) mit y > 0
wird mit Hilfe der folgenden Schritte durchgefiihrt:

Ko Lnt!

o bxbyb .. — ...bxbybxb...rg...bxbybxbfgb... — .. bxbybxbfob. .. .

Bei der folgenden Anwendung von 12 sind jetzt zwei Fille zu unterscheiden. Fiir y = 0
ist der gewiinschte Wert bereits durch fy bestimmt, und die Arbeit der Turingmaschine
wird durch

. bxblbxbfob . s L bxblbxbfob. . RS L bxbybxbfob. . s .. bxbybfob. ..

abgeschlossen. Damit ist f(x1,...,2,,0) = g(x1,...,z,) berechnet.
Fiir y > 1 erhalten wir

L XBTIOXDfob B BB [Bxbfob . P bbb bxbfob

I.y«l»l Rn+2

. bxbbY|bxbfob . .. =— .. bxbbY[bxbfob. . ..

Allgemein nehmen wir an, daf nach ¢ Schleifendurchlaufen, i = 0,...,y — 1, und
nach Anwendung von R"*? die Bandinschrift

L bXBOY T bxbfb .
vorliegt. Wie wir eben gesehen haben, ist dies fiir ¢ = 0 richtig. Es gilt dann
L BXDBY Db fib L e bbby | bbb
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T by [ bxh fibxb | L R L bbbt I b fibxb| b fib

Th

.bxbbY~ Z|““1bxbfzbxb|l“bfzbfz+1b. o
An dieser Stelle ist der Wert
fzy, . xn, i+ 1) =h(xy, ..., zn,0 f(x,. .., 2,,17))

berechnet. Weiter erhalten wir dann

- bxbbY T | oxb fbxb| T fib i b . . L bxbbY T oxb fi b .
bbb [P xb i

Bei der folgenden Anwendung von 12 sind wieder zwei Fille moglich. Fiir y =i + 1 ist
der gewiinschte Wert bereits durch f;,; bestimmt, und die Arbeit wird durch

LB [ fiab s bbb fiah TS

S bxbybfiqb. ..

beendet. Dabei bedeutet x, dafs die Turingmaschine iiber dem letzten Strich | von x

steht. Insgesamt ist somit das Ergebnis f(x1,...,2,,y) = f(x1, ...z, i+1) berechnet.
Fiir y > 7 + 1 erhalten wir

COXBB T [ xb f b bxb? 2| P 2bxb fiyb

R bbb 2 xbfy b

Wir sehen also, daf unsere Annahme iiber die Gestalt der Bandinschrift nach ¢ Schlei-
fendurchliufen und nach Anwendung von R™*2 richtig ist. Insgesamt folgt, daf fiir
y > 1 wihrend des y-ten Schleifendurchlaufs der Funktionswert f(z1,...,x,,y) be-
rechnet wird. Damit ist der Satz bewiesen. [

3.2 Die Ackermann-Funktion

Die Frage ist, ob die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen gleich der Klasse
aller Turing-berechenbaren Funktionen ist. In diesem Fall wire sie nach der Church-
schen These auch gleich der Klasse aller intuitiv berechenbaren Funktionen. Das kann
allerdings schon deswegen nicht gelten, weil es Turing-berechenbare nicht-totale Funk-
tionen gibt (z.B. die leere Funktion), die als nicht-totale Funktionen nicht primitiv-
rekursiv sein konnen. Am Beispiel der Ackermann-Funktion wird gezeigt, dak sogar
totale Turing-berechenbare Funktionen existieren, die nicht primitiv-rekursiv sind.

Zunichst wollen wir einige Uberlegungen durchfiihren, die schlieflich zur Definition
der Ackermann-Funktion fiihren werden. Die Grundidee dabei ist, eine Funktion zu
finden, die in gewisser Weise schneller wéchst als jede primitiv-rekursive Funktion.
Dazu betrachten wir die Folge der immer stirker wachsenden Funktionen Summe,
Produkt, Potenz. Da die Potenz aus dem Produkt auf dhnliche Weise entsteht wie das
Produkt aus der Summe, 1idfst sich diese Folge verlangern: Fiir n = 1,2,3 werde mit
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fn(z,y) die Summe, das Produkt bzw. die Potenz bezeichnet. Wir fiigen die Funktion
fo mit fo(z,y) = S(z) hinzu. Dann erhalten wir

fi(z,0) = =z

filv,y+1) = folfilz,y), ),
fg(l',O) = 0

flr,y+1) = filfa(z,y), ),
fg(l',O) = ]_

f3(iU,y+ 1) = fZ(f3(x7y)7x)'

Wir erkennen sofort, dak diese Definitionen, abgesehen von fy, dem Gleichungssystem

fn+1(x70) = gn+1(x)
fn-l—l(xvy_'_l) = fn(fn-l-l(xay)ax)

geniigen. Wéhlen wir fiir ¢,,11 geeignete primitiv-rekursive Funktionen, so erhalten wir
eine Folge f, von Funktionen (n = 0,1,2,...), welche die Anfangsfolge S, Summe,
Produkt, Potenz fortsetzt. Wir stellen fest, daf jedes f, primitiv-rekursiv ist, denn
fnt1 ist induktiv-rekursiv durch ¢, 41 und h, mit h,(z1, 29, 23) = fu(x3,21) definiert.
Dabei geht h,, aus f, durch Einsetzung von U3(3) und U1(3) hervor.

Nun wird die unendliche Folge f,, von Funktionen von zwei Argumenten durch eine
einzige Funktion f von drei Argumenten mit

ersetzt. Dabei kommt der Index n als erstes Argument von f vor. Die Funktion f ist
offensichtlich im intuitiven Sinn berechenbar. Sie erfiillt aufgrund der Definition von
fn die Funktionalgleichung

fiir alle n,z,y € INy. Damit erhalten wir eine Art induktiver Definition von f, die
jedoch fiir den Fall, dafs das erste oder dritte Argument 0 ist, noch geeignet ergénzt
werden mufs. Diese Definition ist allgemeiner als die Definition, die beim Induktions-
Rekursionsschema vorkommt. Man kann zeigen, daf f nicht primitiv-rekursiv ist. Wir
beweisen ein entsprechendes Ergebnis fiir eine etwas einfachere Funktion, die wir jetzt
aus f ableiten.

In der obigen Gleichung fiir f spielt x, das iiberall unverdndert als Parameter auf-
taucht, eine geringere Rolle als die Variablen n und y, fiir die auch die Nachfolger
vorkommen. Wenn wir = weglassen und anschliefend den Buchstaben z fiir n ver-
wenden, dann erhalten wir die dritte Gleichung der folgenden Definition. Die beiden
anderen Gleichungen sind so gewihlt, daf die weiteren Uberlegungen méglich werden.

Definition 3.2.1 Die Ackermann-Funktion f : IN3 — INy ist definiert durch
(a) f(0,9) =y+1,
(b) f(z+1,0) = f(z,1) und
(©) fle+1Ly+1) = f(z,flz+1y)). O

67



3. Rekursive Funktionen

Wir wollen uns durch Induktion iiber x und dann iiber y iiberzeugen, daf durch
(a) bis (¢) die Funktion f fiir jedes x und y eindeutig festgelegt ist. Fiir x = 0 gilt
nach (a) die Gleichung f(0,y) = y + 1 fiir alle y € INy, und anders kann f(0,y)
nicht bestimmt werden. Die erste Induktionsannahme fiir die Induktion iiber z ist, daf
f(z,y) fiir ein festes © € INy und alle y € IN eindeutig definiert ist. Wir miissen zeigen,
dak dann f(x + 1,y) fiir alle y € IN, ebenfalls eindeutig definiert ist. Dies beweisen
wir durch Induktion iiber y. Fiir y = 0 konnen wir nur (b) verwenden und erhalten
f(x 4+ 1,0) = f(z,1). Wegen der ersten Induktionsannahme ist f(z,1) und damit
f(z+1,0) eindeutig bestimmt. Die zweite Induktionsannahme fiir die Induktion iiber
y ist, dak f(x+1,y) eindeutig definiert ist. f(z+1, y+1) kann nur gemaf (c¢) berechnet
werden und liefert aufgrund der zweiten und dann der ersten Induktionsannahme das
eindeutig bestimmte Element f(x, f(x + 1,y)).

Die Rechnungen geméf (a) und (b) konnen leicht durchgefithrt werden. Durch
den Induktionsbeweis ist dann klar, wie fiir andere Argumente die Berechnungen zu
erfolgen haben. Die Ackermann-Funktion ist also berechenbar und natiirlich auch total.
Schon fiir kleine Argumentwerte ist die Berechnung jedoch sehr aufwendig. So ist z.B.

f(27 1) = f(la f(27 0)) = f(la f(la 1))
Wegen

F(1,1) = f(0,£(1,0) = f(1,0)+1=f(0,1)+1=(1+1)+1=3

folgt dann weiter

f(2,1)=f(1,3) =
= f(0,3) +

Satz 3.2.1 Fiir die Ackermann-Funktion f : IN; — IN; gelten fiir alle z,y € INy die
folgenden Aussagen:
( )y < flz,y).
T, ) < flz,y+1).
+1) < f(x +1 y)

F00,7(1,2)) = f(1,2) + 1= f(0, f(1,1)) + 1
1=3B34+1)+1=5.

s seien c¢i,...,c, € INy. Dann existiert ein ¢ € INy, so dal fiir alle x € IN, die
Ungleichung

Zf ci,w) < fle,x)
gilt.

Beweis: Man beachte, daf in dem Beweis die Gleichungen aus Definition 3.2.1 ohne
entsprechenden Hinweis verwendet werden.

(a) Durch Induktion iiber x zeigen wir y < f(x,y) fiir alle y € INy. Fiir x = 0 gilt
y <y+1= f(0,y). Die erste Induktionsvoraussetzung lautet, daf (a) fiir ein z
und jedes y gilt. Zu zeigen ist, dak (a) fir  + 1 und jedes y richtig ist. Diesen
Beweis innerhalb des Induktionsbeweises iiber x fithren wir durch Induktion iiber
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3.2. Die Ackermann-Funktion

y. Fiir y = 0 gilt nach der ersten Induktionsvoraussetzung 0 < 1 < f(z,1) =
f(z + 1,0). Die zweite Induktionsvoraussetzung ist die Giiltigkeit von (a) fiir
x4+ 1 und y. Zu zeigen bleibt, daf (a) fiir x + 1 und y + 1 erfiillt ist. Aufgrund
der beiden Induktionsvoraussetzungen erhalten wir

y<flz+1ly) <flz,flz+1y)=flx+1y+1).

Daraus folgt y + 1 < f(x + 1,y + 1).
(b) Fiir x =0 gilt
fOy)=y+1<y+2=[f(0,y+1).

Mit Hilfe von (a) erhalten wir weiter fiir alle x € N,

fle+1Ly) < flx, flx+1,9) = fle + 1,y +1).

(c) Wir fiithren eine Induktion iiber y durch. Fiir y = 0 gilt

f(z, 1) = f(z+1,0).

Nach (a) ergibt sich y +1 < f(z,y + 1). Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
folgt daraus y+2 < f(z,y+1) < f(x+1,y). Unter Zuhilfenahme von (b) kénnen
wir

flr,y+2) < flr, flx+1,y) = fla+1Ly+1)

schliefien.
(d) Wegen (b) und (c) gilt f(z,y) < f(z,y+1) < f(z+1,y).
(e) Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber y. Wir erhalten

f(1,0)=f(0,1)=1+1=2 und

f(Ly+1)=f0,f(1,y) = f(0,y +2) =y + 3.

(f) Unter Verwendung von (e) fithren wir eine Induktion iiber y durch. Es gilt
£2,0) = £(1,1) =3 und

fy+1)=f(1,f2,9)=f(1,2y+3)=2y+5=2(y+1)+3.

(g) Es reicht aus, den Fall n = 2 zu zeigen. Es sei d = max{¢j, 3} und ¢ = d + 4.
Mit Hilfe von (b), (c), (d) und (f) erhalten wir

fler, ) + fleg, ) < f(d,x) + f(d,x) < 2f(d,x) +3

= f(2, f(d,2)) < f(2, f(d+3,2)) < f(d+2, f(d+3,2))
=fd+3,z+1) < f(d+4,2) = f(c,x). O

Satz 3.2.2 Es sei g : INy — IN, primitiv-rekursiv. Dann gibt es ein ¢ € Ny, so dafs
fiir alle x4, ..., z, € INy die Ungleichung

(%) g(xy, .. xy) < fle, 1+ ...+ xp)

gilt (fir n =0: g < f(c,0)).
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3. Rekursive Funktionen

Beweis: Der Beweis erfolgt wieder durch Induktion iiber die Struktur der Definition
der primitiv-rekursiven Funktionen. Wir beweisen zunéchst die Ungleichung (x) fiir
die primitiv-rekursiven Grundfunktionen. Dann wird gezeigt, dafs alle Funktionen, die
sich durch den Einsetzungsprozef oder durch das Induktions-Rekursionsschema aus
Funktionen ergeben, fiir die jeweils () gilt, ebenfalls (k) erfiillen. Die Hinweise (a),
(b) usw. beziehen sich im folgenden auf die Teilaussagen von Satz 3.2.1.

Wir betrachten die Grundfunktionen. Wegen f(0,0) =1 gilt

C\¥ < £(0,0).
Weiter erhalten wir fiir die Nachfolgerfunktion
S(x) < f(1,2),

denn nach (d) ist S(z) = f(0,z) < f(1,x). Fir die Projektionsfunktionen ergeben
sich fiir e =1, ..., n die Ungleichungen

U_(n)(xla-.-yxn) < f((),xl—k—i—xn),

)

da Ui(")(xl,...,xn) =x; < (r1+...+x,) +1=f(0,2; 4+ ...+ x,) ist.
Wir kommen jetzt zum Einsetzungsprozef. Es werde angenommen, daf es zu den
Funktionen g, g1, ..., g, Zahlen ¢, cq,...,c, € INy gibt mit

g(xla'--axn) < f(C,l'1++l'n) und
gj(yla"'ayr) < f(cjayl‘i‘...—l—yr)

fir j=1,...,n und alle x1,...,x, € Ny, y1,...,y, € INyg. Weiter gehe die Funktion
h aus g durch Einsetzung von g, ..., g, hervor, es gelte also

h(yla"'ayr) = g(gl(yla"'7y7‘)7"'7gn(y17"'7yr))

fiir alle yq, ...,y € INg. Dann erhalten wir

h(y1s--yyr)
:g(gl(yla"'ayr)a'"7gn(y17"'7y7"))
<f(cagl(yla"'ayr)+---+gn(y17"'7yr))
<f(caf(clay1+---+yr)+"'+f(cmy1+---+yr)) (naCh (b))
< fle, f(¢*;y1+ ...+ y)) (mit geeignetem c¢* nach (g))
< fle+ce fle+c*+ 1,1+ ...+ y)) (nach (b), (d))
=flc+c+1L,;+...+y+1)
< fle+e +2,5+...+y,) (nach (c))

fiir alle y; ...,y € INy.
Es mufs noch der Induktions-Rekursionsprozeft behandelt werden. Zu den Funktio-
nen ¢, g2 gebe es Zahlen ¢y, cy € INy mit

gi(z1,...,x,) < fler,x1 4+ ...+ )
fiir alle z1,...,2, € INy und

g2(£17"'7xn7yaz) <f(62,x1++xn+y+z)
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3.2. Die Ackermann-Funktion

fiir alle x1,...,2,,y, 2 € INy. Die Funktion A sei induktiv-rekursiv gegeben durch
h(z1,...,2,,0) = g1(21,...,2,) und

h(xla ey Ty Y + 1) = 92(3717 vy Ty Y, h(ajla s 7xn7y))'

Wir miissen zeigen, dal es eine Konstante ¢ € INy gibt mit
h(xla"'axnay) < f(caxl ++xn+y)

fiir alle xq,...,2,,y € INy. Statt dessen beweisen wir die stirkere Aussage, daf ein
¢ € INy existiert mit

(1) h(zi, .., Tny)+ 1+ ... +o,+y < fle,z1+...+ 2, +y)

fiir beliebige 1, ...,7,,y € INy. Dafiir zeigen wir zunédchst, dal es ein ¢j € IN, gibt
mit

(2) gz, )ttt < f(E v+ 1)

fir alle xq,...,x, € INy. Mit Hilfe von Uz-(n) (T1,... ) < f(O,21 4+ ...+ 2,) und (g)
folgt dies aus

gz, x) +x1 4+ ...+ 2
=gz, 2) + U™ @y, xn) + o A U (0, )
< fley,xr4+ .o+ z) + fO,21 4+ .o+ x,)+ .o+ f(O, 21 + ...+ 2)
< f(ef,z1 4+ ...+ x,) (mit geeignetem ¢} nach (g)).

In der gleichen Weise wird gezeigt, dafs es eine Konstante ¢ € INy gibt mit

(3) g?(xla"-axnayaz)+x1+---+xn+y+z
< fled,z1+ ...+ xy +y+ 2)

fiir alle z1,...,2,,y,2 € INg. Durch Induktion iiber y wird nun die Ungleichung (1)
bewiesen, wobei wir

¢ = max{c},c} +1
mit den zuvor bestimmten ¢}, ¢} setzen. Unter Beriicksichtigung von (d) und (2) er-

halten wir

hzy,...,2n,0)+ 21+ ...+ x,=g1(21, ..., 20) + 21+ ...+ 2y
< flef,xzr+ .o 4 xy) < fle,z1 4+ ..o+ xp).

Wir nehmen an, daf die Induktionsvoraussetzung (1) gilt und betrachten den Fall
y + 1. Unter Verwendung von (3) ergibt sich
hzy,.. ., epy+ D)+ 4+. ..+, +y+1
=go(x1,. ., T,y bz, T, y)) o+ Y+ 1
< flcs, i+ ... +xy +y+h(ry,... 20,y) +1
< fle, fle,xr+ ...+ x, +y) + 1

Der letzte Term ist wegen der Definition von ¢ und der Aussage (d)
< fle—=1,fle,x1+...+2,+y)) +1
=fle,e1+...+z,+y+1)+ 1.
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Zweimal wurde in der Abschiatzung das Kleinerzeichen verwendet, so daf insgesamt
h(zy,...,¢n,y+1)+a1+.. .+, +y+1< fle,o1+ ...+ 2, +y+1)

folgt. Damit ist der Induktionsbeweis fiir die Ungleichung (1) abgeschlossen und der
Satz bewiesen. [

Satz 3.2.3 Die Ackermann-Funktion ist nicht primitiv-rekursiv.

Beweis: Wir nehmen an, daf die Ackermann-Funktion f primitiv-rekursiv ist. Dann
ist es auch die durch g(z) = f(x,x) fiir alle z € INy definierte Funktion g : INg — INj.
g entsteht namlich aus f durch Einsetzung von hy, hy mit hy = hy = Ul(l) (Identitéats-
funktion). Daraus folgt nach Satz 3.2.2, dak ein ¢ € IN, existiert mit g(z) < f(c, )
fiir alle z € INy. Dies gilt insbesondere fiir x = ¢, woraus sich g(c¢) < f(¢,¢) = g(c)
ergibt. Das ist ein offensichtlicher Widerspruch. [

3.3 Der p-Operator und p-rekursive Funktionen

Es seien x1,...,x, € INy mit n € IN. Ein n-stelliges Prddikat p ist eine Aussage p
iiber n natiirliche Zahlen, die auf gewisse n-Tupel von Zahlen zutrifft. Wir schreiben
p(x1,...,x,) oder sagen, dab p(xq,...,z,) wahr ist, wenn p auf (xq,...,z,) zutrifft.
Zum Beispiel ist das Primzahlpréidikat ein einstelliges Pradikat, das auf 2,3,5,. . . zutrifft
und auf 0,1,4,6,. .. nicht.

Definition 3.3.1 Es sein € IN, p ein n-stelliges Pradikat und yx, eine n-stellige Funk-
tion. x, heilst charakteristische Funktion von p, wenn X, gegeben wird durch

1, falls p(xy,...,z,)

Xp(xl’ @) = {0 sonst, |

Fiir ein Pradikat p und seine charakteristische Funktion y, gilt also

p(x1,...,2,) = Xp(@1,...,2,) = 1.

Definition 3.3.2 Essei p ein n-stelliges Pradikat mit n € IN. p heilst primitiv-rekursiv,
wenn eine primitiv-rekursive Funktion f existiert mit

p(xy,...,x,) <= f(z1,...,2,) =0
fir alle (z4,...,2,) € INj. O

Jedes primitiv-rekursive Pridikat ist entscheidbar, da die primitiv-rekursive Funk-
tion f im intuitiven Sinn berechenbar ist und somit effektiv iiberpriift werden kann,
ob p(z1,...,x,) zutrifft. Die Zugehorigkeit eines n-Tupels (x1,...,2,) zu der Menge
E = {(x1,...,2,) | p(x1,...,2,)} kann also effektiv festgestellt werden. Nach Defini-
tion 2.7.2 (siehe Seite 44) ist folglich die Menge E entscheidbar.

Satz 3.3.1 Es sei n € IN und p ein n-stelliges Pradikat. p ist genau dann primitiv-
rekursiv, wenn seine zugehorige charakteristische Funktion primitiv-rekursiv ist.
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Beweis: Es sei f die nach Definition 3.3.2 zu p gehdrende primitiv-rekursive Funktion.
Es gilt offenbar x, = signo f. Da f und sign primitiv-rekursiv sind, ist es auch y,,.
Ist umgekehrt , primitiv rekursiv, so definieren wir die primitiv-rekursive Funk-

tion f =1 — x,. Damit erhalten wir
f@r,...,2,) =0 <= x,p(@1,...,2,) =1 <= p(x1,...,2,)
fiir alle xy, ..., x, € INy. Folglich ist p nach Definition 3.3.2 primitiv-rekursiv. [l

Wir zeigen jetzt, dal Funktionen, die durch eine einfache Fallunterscheidung aus
primitiv-rekursiven Funktionen entstehen, selbst primitiv-rekursiv sind.

Satz 3.3.2 Es sei n € IN, p sei ein n-stelliges primitiv-rekursives Pradikat und f,g :
INy — INy seien primitiv-rekursive Funktionen. Dann ist die durch

r(z1, ..., %) :{ flzy, ... xyn), falls p(xq,...,2,)

g(x1,...,2,) sonst

fiir alle 21, ..., 2, € INy definierte Funktion r : INf — IN, primitiv-rekursiv.

Beweis: Wir erkennen sofort, daf

(1, Tn) = Xp(21, ... ,.xn) S, )
+ (1 = xp(x1,..oyn)) - g(z1, ..o 1)

gilt. Die Funktion r wird also durch mehrfache Anwendung des Einsetzungsprozesses
aus den primitiv-rekursiven Funktionen f, g, x,, *, +, — sowie C’fn) gewonnen und ist
somit selbst primitiv-rekursiv. [

Definition 3.3.3 Es sei n € INy und p ein (n + 1)-stelliges Pradikat.

(a) Falls es zu (z1,...,2,) € IN} ein y € INg mit p(z1,...,z,,y) gibt, so gibt es ein
eindeutig bestimmtes kleinstes y mit p(z1, ..., xy,, y). Dieses y bezeichnen wir mit
pyp(xy, ..., x,,y). Existiert dagegen zu (x1,...,z,) kein y mit p(xy,...,2,,v),
so ist pyp(xy,...,Z,,y) undefiniert. p heift unbeschrankter pu-Operator.

(b) Falls es zu (x1,...,2,,y) € INJT ein kleinstes 5 € INg mit 0 < j < y und
p(x1,...,2,,J) gibt, so wird dieses j mit p(i < y)p(z1,...,xn,1) bezeichnet.
Anderenfalls setzen wir pu(i < y)p(x1,...,2n,0) = 0. p(i < y) heikt beschrinkter
w-Operator. U

Der griechische Buchstabe p in p-Operator steht fiir pekpos (klein). Mit Hilfe
des p-Operators werden nun Funktionen definiert. Im allgemeinen miissen dies keine
berechenbaren Funktionen sein.

Definition 3.3.4 Es sei n € INj.
(a) Es sei f : INj — IN, eine partielle Funktion. f ist durch den unbeschrinkten
p-Operator definiert, wenn ein (n + 1)-stelliges Priadikat p existiert mit

f(xla"'axn) = /'Lyp(xla"'axnay)

fiir alle x4, ..., z, € INy.
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b) Es sei f : IN'™' — IN; eine totale Funktion. f ist durch den beschrinkten p-
0
Operator definiert, wenn ein (n + 1)-stelliges Pradikat p existiert mit

f(xla"'axnay) = ,U/(Z S y)p(xla"'axnai)
fiir alle xy,...,z,,y € INy. O

Die beiden vorangegangenen Definitionen gelten fiir beliebige Pradikate. Zur Bil-
dung von berechenbaren Funktionen sind entscheidbare Pradikate von besonderem
Interesse. Diese konnen durch primitiv-rekursive Funktionen wie in Definition 3.3.2
gegeben sein, aber auch durch jede andere (intuitiv) berechenbare totale Funktion wie
z.B. die Ackermann-Funktion. Wir wollen verdeutlichen, wie wir im Falle eines ent-
scheidbaren Pradikats p beim unbeschrinkten p-Operator die Funktion f berechnen

kénnen. f(zq,...,x,) ist sicher dann definiert, wenn es zu (z1,...,x,) ein y € IN, gibt
mit p(z1, ..., Ty, y). Man entscheide der Reihe nach, ob p(x, ..., z,,0), p(z1,...,2,, 1)
usw. gilt, bis zum ersten Mal p(xq,...,z,,y) erfiillt ist. Dieses y ist nach Definition

3.3.3(a) und Definition 3.3.4(a) gleich f(z1,...,z,). Wenn es dagegen kein y gibt, fiir
das p(x1,...,z,,y) gilt, so bricht das Verfahren nicht ab, und f(zy,...,z,) ist nicht
definiert. f ist also im allgemeinen nur eine partielle Funktion. Dies sehen wir auch im
folgenden Beispiel 3.3.1. Fiir den beschrénkten p-Operator dagegen wird das Verfahren
spétestens mit i = y abgebrochen. Falls fiir i = 0, ...,y die Beziehung p(z1, ..., z,,1)
nicht gilt, wird der Wert 0 als Resultat geliefert. Hier erhalten wir fiir ein entscheidba-
res Préidikat also eine totale Funktion. Ist das Prédikat jedoch nicht entscheidbar, so
scheitern die Verfahren beim ersten Auftreten eines n-Tupels (z1,...,z,,y), fir das
p(x1,..., 2Ty, y) nicht bestimmt werden kann, obwohl doch p(xy,...,2,,y) entweder
wahr oder falsch sein mufs. In diesem Fall ist die Funktion f nicht berechenbar.

Beispiel 3.3.1 Wir definieren das Pridikat p durch
p(z,y) < z=3y.

Damit kann eine partielle Funktion f : INg — INy durch

T falls 3 | z
— — 37
f(a) = nyp(z, y) {undeﬁniert sonst

angegeben werden (3 | z bedeutet: 3 teilt x). Das Préidikat p ist nach Definition
3.3.2 primitiv-rekursiv, da es durch die primitiv-rekursive Funktion g(z,y) = (3y —
z) 4 (x — 3y) bestimmt ist. Die Funktion f ist jedoch nicht total und somit auch nicht
primitiv-rekursiv. [

Der beschrinkte pu-Operator filhrt im Gegensatz zum unbeschrénkten p-Operator
immer zu primitiv-rekursiven Funktionen, falls das Priadikat p primitiv-rekursiv ist.

Satz 3.3.3 Es sei n € INy und p ein (n + 1)-stelliges primitiv-rekursives Pradikat.
Dann ist die durch

f(xla"'axnay) = IU’(Z S y)p(xla"'axnai)

fiir alle 2y, ..., 2,,y € INy definierte Funktion f : INJ™ — IN, primitiv-rekursiv.
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Beweis: Offenbar gilt f(xq,...,2,,0) =0 fir z,,...,x, € INy, und fiir y € IN, erhalten
wir

f(z1,...,x,,y), fallsein z € INy existiert,
0<z<y,mit p(z1,...,2,, 2)

flzy,.. . xn,y+1) =< y+1, falls dies nicht erfiillt ist,
jedoch p(z1,..., 2.,y + 1) gilt
0 sonst.

Wir sehen, dafs dies eine rekursive Definition von f ist, die wir auf das Induktions-

Rekursionsschema zuriickfiihren miissen. Dafiir definieren wir als Zwischenschritt die
Funktion h : INg*? — INy mit

x, falls ein z € IN, existiert, 0 < z <y,
mit p(z1,..., T, 2)
h(zy,...,zn,y,x) = ¢ y+ 1, falls dies nicht erfiillt ist,

jedoch p(z1,...,z,,y+ 1) gilt
0 sonst,

in der f auf der rechten Seite entfernt wurde. Wir zeigen zunichst, dafs h primitiv-
rekursiv ist. Die Bedingung der oberen Alternative der Definition von h kann offenbar
durch ein (n + 1)-stelliges Priadikat p mit

Y

Xa(T1, .. an,y) =1 = sign(ZXp(xl, ey Ty 2)) =1
2=0

ausgedriickt werden. Wir definieren zunichst eine primitiv-rekursive Funktion ¢ :
INy — INy durch

g(x1, .. my) = Xp(Ul(n)(xl, o), U (@ ,xn),C’én)(xl, )
= Xp(z1,...,2p,0)

Dann erhalten wir xz induktiv-rekursiv durch

Xa(T1, . 20, 0) = g(z1,...,2,)
Xﬁ(xla"'axnay+1) — hl(xla'"7xn7y7Xﬁ(x17"'7xnay))

mit oy = sign o (+) o (x, o (UM, ..., US| S o UM, UE?) also

hl(xla s ,l‘n,y,Xﬁ(J;l, s 7xn7y))
=sign(x,(1, .. Tn, y + 1) + x5(21, ..., Tn, ¥))-

Das Pradikat p ist daher nach Satz 3.3.1 primitiv-rekursiv. Nach Satz 3.3.2 ist weiter

+ 1, falls p(xq,...,2,,y+1
hZ(xla"'axnayax):{g SOHStp( ! m )

primitiv-rekursiv und damit auch

g2 falls p(x1, . .., Zn, y)
h(zi,... 00,y,2) = { ha(Z1,y ..., Tp,y,x) sonst.
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Wir beachten dabei, daf alle auf den rechten Seiten von hy und h vorkommenden Funk-
tionen und Prédikate als (n + 2)-stellige primitiv-rekursive Funktionen und Préidikate
des Arguments (z1,...,%,,y,x) geschrieben werden kénnen. Unter Verwendung der
weiter oben gegebenen Definition von h sehen wir, dafs sich f mit Hilfe dieser Funkti-
on h durch das Induktions-Rekursionsschema

f(xl,...,xn,()) =0
flz, o xny+ 1) = bz, zn,y, f(21, .., 20, y))

ausdriicken lafst. Folglich ist f primitiv-rekursiv. [l

Definition 3.3.5 Es sei n € INg und p ein (n + 1)-stelliges Pridikat, das durch die
Funktion f : INJ™" — IN mit

p(x1, ..y o) = f(T1,.. 0 Tpp1) = 0

definiert ist.

(a) Wenn man das so definierte Prédikat beim unbeschrinkten p-Operator an-
wendet, dann erhiilt man zu jeder Funktion f : INg™ — IN; eine Funktion
pu(f) s INg — INg mit u(f)(xy,...,z,) = pyp(xy, ..., T, Yy), die Minimalisierung
von f.

(b) Wenn man das so definierte Pridikat beim beschrinkten p-Operator anwen-
det, dann erhiilt man zu jeder Funktion f : INJ™' — INy eine Funktion
M(S)(f) : W6L+1 — INy mit N(S)(f)(xlv Tt xn+1) = M(i < xn+1)p(a:1, <oy Tn, i)a
die beschrinkte Minimalisierung von f. [

Satz 3.3.3 zeigt, dak sich bei Anwendung der beschrinkten Minimalisierung auf eine
primitiv-rekursive Funktion f wieder eine primitiv-rekursive Funktion ergibt. Dazu
betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 3.3.2 Wir wollen zeigen, daf die Funktion g : INZ2 — INy mit

g(z,y) = [5] fiir y >0
0 firy=0

primitiv-rekursiv ist. Dabei sei [5] die grofste Zahl n € INy mit n <

definieren wir eine Funktion f : IN3 — IN durch

T Zunachst

< |

f(,y,2) = Siga(z -y = a).

Da wir f(z,y,2) = (sign o (5))((«(U5”, US))(x,y, 2), UL (2, y, 2)) schreiben kinnen,
ist f primitiv-rekursiv. Fiir y > 0 gilt

o) =[] = (i key <)

= min{k |k-y>az} —1

min{k | sign(k-y — z) = 0} — 1
= min{k | f(z,y,k) =0} — 1
= () (,y,x) — 1.
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Auch fiir y = 0 ist wegen g(z,0) = 0 diese Gleichung erfiillt. Nach Satz 3.3.3 ist
(<) (f) primitiv-rekursiv. Da sich g in der Form

g(z,y) = = (u()(f) o (UP, UL, UP)) (@, y), O (2,7))

notieren 1aft, entsteht g aus primitiv-rekursiven Funktionen durch den Einsetzungs-
prozef und ist selbst primitiv-rekursiv. [

Im allgemeinen ist eine Funktion, die durch die unbeschrinkte Minimalisierung
aus einer primitiv-rekursiven Funktion entsteht, nicht unbedingt primitiv-rekursiv.
Das zeigte bereits Beispiel 3.3.1, wo f = u(g) mit g(z,y) = 3y — 2) + (v — 3y)
gilt und f nicht total ist. Man sagt, fiir ein Priadikat p liegt der Normalfall vor, wenn
es zu jedem (xq,...,2,) € INy ein y € INy gibt mit p(z1,...,2,,y). In diesem Fall
fithrt das im Anschluf an Definition 3.3.4 beschriebene Verfahren fiir alle (z1, ..., z,)
zur Berechnung eines Wertes f(z1,...,x,), d.h., f ist eine totale Funktion. Man kann
zeigen, dak sich die Ackermann-Funktion aus primitiv-rekursiven Prédikaten durch
Anwendung des p-Operators im Normalfall ergibt und somit durch unbeschrinkte
Minimalisierung im Normalfall entsteht. Die Ackermann-Funktion ist jedoch nach Satz
3.2.3 nicht primitiv-rekursiv. Sie ist ein Beispiel dafiir, daf die Anwendung des pu-
Operators im Normalfall auf ein primitiv-rekursives Priadikat nicht immer zu einer
primitiv-rekursiven Funktion fithren muf.

Eine umfangreichere Klasse als die der primitiv-rekursiven Funktionen erhalten wir
durch die folgende Definition.

Definition 3.3.6 Es sei f eine partielle Funktion. f heifst p-rekursiv, wenn f
- eine primitiv-rekursive Grundfunktion ist,
- durch Einsetzung aus p-rekursiven Funktionen hervorgeht,
- induktiv-rekursiv durch p-rekursive Funktionen definiert ist
- oder durch Anwendung der Minimalisierung auf eine totale u-rekursive Funktion
entsteht. [

Wir sehen sofort, dafs die nicht primitiv-rekursive Funktion aus Beispiel 3.3.1
p-rekursiv ist. Den Ausfiithrungen, die der Definition 3.3.6 vorangehen, entnehmen wir
weiter, dak auch die Ackermann-Funktion p-rekursiv ist. Definition 3.3.6 ist eine in-
duktive Definition, die auf den offensichtlich berechenbaren Grundfunktionen basiert.
Der Einsetzungsprozefs und das Induktions-Rekursionsschema liefern aus berechenba-
ren Funktionen wieder solche Funktionen. Die Anwendung der Minimalisierung auf
eine totale berechenbare p-rekursive Funktion liefert nach den Darlegungen im An-
schlufs an Definition 3.3.4 ebenfalls eine berechenbare Funktion. Daher stellt sich die
Frage, ob alle im intuitiven Sinn berechenbaren Funktionen nicht genau durch die pu-
rekursiven Funktionen beschrieben werden kénnen. Nach den Uberlegungen in Kapitel
2 wissen wir, dafs dies prinzipiell nicht bewiesen werden kann. Mit einigem Aufwand
kann jedoch der néchste Satz bewiesen werden.

Satz 3.3.4 Eine Funktion f ist genau dann p-rekursiv, wenn sie Turing-berechenbar
ist. O
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3. Rekursive Funktionen

Satz 3.3.4 ist ein Argument fiir die Richtigkeit der Churchschen These. Zwei sehr
unterschiedliche Modelle der Berechenbarkeit fiihren zur selben Klasse von Funktio-
nen. Dasselbe gilt fiir das Modell der Registermaschinen und auch fiir weitere Bere-
chenbarkeitsmodelle, die wir in diesem Buch jedoch nicht betrachten. Welche Modelle
man bisher auch immer betrachtet hat, man ist nicht iiber die Klasse der Turing-
berechenbaren Funktionen hinausgekommen.

Man kann zeigen, daf man sich bei der Definition der p-rekursiven Funktionen
auf eine einmalige Anwendung der Minimalisierung auf primitiv-rekursive Funktionen
beschrinken kann.
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4 Sprachen, Grammatiken und
erkennende Automaten

4.1 Einfiihrung

In Beispiel 1.2.3 wurde die Funktion f : {0,1}* — {0, 1} mit

fw) = { 1, fallsw=wll, w' € {0,1}*
0 sonst

betrachtet und durch einen endlichen Moore-Automaten realisiert. Sie kann als cha-
rakteristische Funktion der Menge

M = {w'1l | w' € {0,1}*} c {0,1}*

aufgefafst werden. In diesem Sinn wird ein Moore-Automat, der die Ausgabemenge
{0,1} hat, auch als Erkennungsgerét fiir Mengen von Wortern betrachtet. Bei Vorlage
von w erkennen wir durch den errechneten Wert, ob w zur Menge M gehort oder nicht.
Solche Mengen werden auch Sprachen genannt.

Definition 4.1.1 Eine endliche Menge V' heifst Alphabet. Eine Teilmenge L C V*
heikt (formale) Sprache iber V. Es seien Ly und Ly beliebige Sprachen. Dann ist ihre
Konkatenation durch

LiLy ={w | w=wwy,w; € Ly,wy € Ly}

definiert. Fiir eine Sprache L und n € IN, wird die n-fache Konkatenation von L mit
sich selbst durch L™ bezeichnet, wobei L = {¢} gilt. Dann heift

U:UUl
n=0
die Iteration von L. O

Beispiel 4.1.1 Es sei V' = {A, Aachen, Aal, ..., Zytode, z.Z., ., ..., :} (Eintrdge im
Duden). Dann ist die deutsche Sprache eine Sprache L C V*. Eine endliche Sprache
tiber V ist z.B. L = {ich habe Hunger, ich habe Durst, gute Nacht}, die nur aus drei
, Wortern iiber V' besteht. [

Wenn eine Sprache L endlich viele Elemente hat, dann ist sie durch Aufzihlung
ihrer Elemente darstellbar. Anderenfalls ist eine Formulierung nétig, die eine endliche
Beschreibung der Sprache ermdéglicht. Die oben gegebene Menge M konnte durch einen
endlichen Moore-Automaten erkannt werden. Wir werden in den Abschnitten 4.3 und
4.5 verschiedene Typen von Automaten (Akzeptoren) einfithren, die unterschiedliche
Klassen von Sprachen mit Hilfe von Endzustédnden erkennen. Neben Erkennungs- sind
aber auch Generierungsverfahren von Bedeutung, die nach gewissen Regeln Worter der
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4. Sprachen, Grammatiken und erkennende Automaten

Sprache erzeugen. Besonders wichtig sind dabei Grammatiken, die wir in Abschnitt
4.2 ausfiihrlich behandeln. Fiir verschiedene Programmiersprachen kann die Syntax
durch eine Grammatik beschrieben werden. In Kapitel 8 von [23] wird dies fiir eine
spezielle Programmiersprache durchgefiihrt. Zunéchst geben wir einen Versuch an, die
deutsche Sprache durch eine Grammatik zu erzeugen.

Beispiel 4.1.2 Ein Ausschnitt einer moglichen Grammatik fiir die deutsche Sprache

18t
Satz — Subjekt Pradikat,

Satz — Subjekt Pradikat Objekt,
Subjekt — Substantiv,

Subjekt — Artikel Substantiv,

Subjekt — Artikel Adjektiv Substantiv,

Objekt — Artikel Adjektiv Substantiv,

Pradikat — Verb,
Pradikat — Hilfsverb Verb.

Diese Regeln miissen noch erweitert werden, da Artikel, Substantiv, Adjektiv, Verb
und Hilfsverb durch konkrete derartige Worter ersetzt werden miissen, z.B. durch eine
Regel ,, Verb — bauen“. Eine Ableitung nach dieser Grammatik kann durch einen
Strukturbaum dargestellt werden, etwa

Satz

Subjekt Pradikat Objekt

Artikel AdjektivSubstantiv Verb  Artikel AdjektivSubstantiv

Durch Einsetzen geeigneter Worter, d.h. durch zusatzliche Verwendung von Regeln, die
die Eintriage des Duden liefern, erhélt man etwa den Satz ,, Die fleiffigen Maurer bauen
ein schones Haus®“. Das Problem ist dabei jedoch, dafs auch unsinnige Sétze gebildet
werden konnen. Eine natiirliche Sprache kann also durch eine formale Grammatik nicht
befriedigend dargestellt werden. [

Wir stellen nun verschiedene Mdoglichkeiten zur Festlegung von Sprachen L C V*
zusamimen:
(a) Auflistung der Elemente: Dies ist nur fiir endliche Sprachen moglich.
(b) Erzeugungs- oder Generierungsverfahren: Es werden Regeln angegeben, nach
denen gewisse Elemente aus V* erzeugt werden konnen. Es wird festgelegt, daf
L genau die Menge der Worter ist, die durch diese Regeln erzeugt werden.
(c) Erkennungs- oder Rekognitionsverfahren: Es wird ein Algorithmus angegeben,
der bei Anwendung auf ein w € V* feststellt, ob w € L gilt oder nicht. Es kann
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4.2. Die Chomsky-Hierarchie

sich aber auch um ein Verfahren handeln, das bei Anwendung auf w € L nach
endlich vielen Schritten abbricht mit der Aussage, dafs w € L ist, jedoch fiir
w ¢ L nicht abbricht.

(d) Konstruktionsverfahren: Es wird ein Ausdruck angegeben, der L darstellt.

(e) Losung einer Gleichung: Es wird eine Gleichung iiber V* angegeben. Die Losun-
gen dieser Gleichungen bestimmen eine (oder mehrere) formale Sprachen.

Wir werden in Abschnitt 4.2 Sprachen geméf (b), in Abschnitt 4.3 und 4.5 geméfs
(c) und in Abschnitt 5.2 geméf (e) bestimmen. Ein Konstruktionsverfahren kann dar-
in bestehen, einen reguliren Ausdruck anzugeben. Das werden wir in Abschnitt 4.4
betrachten.

4.2 Die Chomsky-Hierarchie

Wir beginnen mit dem Begriff des kombinatorischen Systems, der etwas allgemeiner
als der einer Grammatik ist.

Definition 4.2.1 KS = (V| F) heifst kombinatorisches System, wenn
(a) V ein Alphabet ist und
(b) FC{(P,Q)|P,Q € V*} gilt mit |F| < 0.
(P, Q) € F heifst Ersetzungsregel oder Produktion. Man schreibt auch P — Q. O

Definition 4.2.2 Es sei KS = (V, F) ein kombinatorisches System.
(a) P € V* erzeugt direkt Q € V* (kurz P = gs @ oder P = (), wenn
P', P, P" () € V* existieren mit P = P'P,P", Q = P'Q1P" und (P,,Q;) € F.
(b) P € V* erzeugt @Q € V* (kurz P =4 Q oder P =>* )), wenn Py, Py,..., P, €
V* existieren mit k € INy, Py =P, P, =Q und P, — P, flir 0 <+ <k — 1.
Die Folge Py, Py, ..., Py heilst Ableitung von @Q aus P in KS. Man schreibt auch Py =
P, = ... = P, wobei k als Linge der Ableitung bezeichnet wird. [

Durch Auszeichnung von gewissen Teilmengen von V* erhilt man Erzeugungssy-
steme.

Definition 4.2.3 Es sei KS = (V, F) ein kombinatorisches System und AX C V*
(Aziomenmenge genannt). Dann heifit

Ly(KS,AX) ={Q | P =" Q, P € AX}

die von (KS, AX) erzeugte Sprache. 0O

Im folgenden wird V unterteilt in ein Terminalalphabet V7 und ein Nichtterminalal-
phabet V. Zur Sprache sollen nur noch die Worter aus V; gehoren. Dies verdeutlichen
wir zunéchst an einem Beispiel.

Beispiel 4.2.1 Es sei KS = ({a,0, X},{X — &, X — aXb}). Wir wihlen Vy =
{X} und Vr = {a,b}. Dann ist L, (KS,{X}) N {a,b}* = {a'b' | i € Ny} =
{e,ab,a®v?,a®v?,...}. O
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4. Sprachen, Grammatiken und erkennende Automaten

Allgemein erhalten wir

Definition 4.2.4 G = (Vy, Vr, Xo, F) heilt (erzeugende) Grammatik, wenn
(a) Vy und Vi Alphabete sind mit Vy N Vy = 0 (Vy heift Menge der Endsymbole
oder Terminalzeichen und Vy Menge der Nichtendsymbole oder Nichtterminal-
zeichen),
(b) Xy € Viy ist (Xy heift Anfangssymbol) und
(c) F eine endliche Menge von Paaren (P, Q) ist mit @ € V*, V = Vy U Vp, und
P e V*VNV* ((P,Q) € F heikt Ersetzungsregel oder Produktion).

Falls nichts anderes gesagt wird, vereinbaren wir V' = Vy U Vp. Offenbar bestimmt
eine Grammatik G das durch G induzierte kombinatorische System (V, F'). Folglich
gilt Definition 4.2.2 auch fiir Grammatiken. In G' bedeuten also , erzeugt (direkt)®, ,,
Ableitung®, , = und ,,==** dasselbe wie im induzierten kombinatorischen System.

Definition 4.2.5 Es sei G = (Vy, Vi, X, F)) eine Grammatik. Dann heift
L(G)={w]|we V) Xy =" w}
die von G erzeugte Sprache.

Beispiel 4.2.2 Im allgemeinen ist es schwierig nachzuweisen, dal eine Grammatik
eine bestimmte Wortmenge und nur diese erzeugt. Man betrachte

G = ({Xo,Xl,XQ}, {Cl, b, C},X(), {XU — Cle, XU — ClebC, le — le,

Xic — Xobee, bXy — Xob, aXy — aaXy, aXy — aa}).

Wir behaupten L(G) = {a'b'c’ | i € IN}. Die Produktion Xy — abe liefert das Wort
a'v'c' € L(G). Mit Xy — aX,bc gelangt man zu o' X;b'c'. Allgemein muf man fiir ein
Wort a’Xb'c’,i € IN, zunichst genau i-mal die dritte Produktion, einmal die vierte
Produktion und i-mal die fiinfte Produktion anwenden:

A’ X bt =" a'b' X = a'b' Xob T =T @ Xpb T
Dabei haben wir die Anzahl der direkten Ableitungsschritte als oberen Index an —>
herangeschrieben. Andere Ableitungen sind fiir a’X,b’c’ nicht moglich. Dann hat man
die Wahl zwischen der sechsten und siebten Produktion, also
aiX2bi+lci+1 — ai+1X1bi+lci+1 oder
4 XAt s ittt

Folglich erhalten wir L(G) wie angegeben. [

Im folgenden teilen wir Grammatiken in verschiedene Klassen ein.
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4.2. Die Chomsky-Hierarchie

Definition 4.2.6 Es sei G = (Viy, Vi, X, F) eine Grammatik. G ist vom Typ i, i =
0,1,2,3, wenn die Einschriankung (7) fiir F' erfiillt ist:

(0) Keine Einschréinkung.

(1) Jede Produktion in F ist von der Form Q1 X Qs — Q1 PQs mit Q1,Q2 € V*, X €
Vy und P € V' mit der eventuellen Ausnahme von Xy — . Im Ausnahmefall
darf X, nicht auf der rechten Seite einer Produktion von F' vorkommen.

(2) Jede Produktion in F ist von der Form X — P mit X € Viy und P € V*.

(3) Jede Produktion in F' ist von einer der Formen X — Yw oder X — w mit
X,Y € Vy und w € V.

Es sei i € {0,1,2,3} und L eine Sprache. L ist vom Typ i, wenn L = L(G) gilt und G
vom Typ i ist. £ = {L | L = L(G), G vom Typ i} heilst Familie der Sprachen vom
Typi. O

Definition 4.2.7 Es seien G; und G Grammatiken. GG; und G5 heiflen dquivalent,
wenn L(G,) = L(G,) gilt. O

Eine Grammatik vom Typ 1 heilst kontextsensitiv, da das Symbol X aus der De-
finition nur ersetzt werden kann, wenn es im Kontext );...(Q» steht. Grammatiken
vom Typ 2 heifen auch kontextfrei, da das Zeichen X unabhingig vom Kontext ersetzt
wird. Eine Grammatik vom Typ 3 wird reguldr genannt. Die erzeugten Sprachen wer-
den entsprechend als kontextsensitive, kontextfreie bzw. requlire Sprachen bezeichnet.

Definition 4.2.8 Es sei G eine Grammatik. G heilst monoton, wenn fiir alle Pro-
duktionen (P, Q) € F die Ungleichung |P| < |Q| gilt mit der eventuellen Ausnah-
me von (Xy,¢). Dann darf X, jedoch nicht auf der rechten Seite einer Produktion
vorkommen. [

Offenbar ist jede Grammatik vom Typ 1 auch monoton. Umgekehrt kann man
zeigen, dak jede Sprache, die von einer monotonen Grammatik erzeugt wird, vom Typ
1 ist. Die Grammatik aus dem Beispiel 4.2.2 ist vom Typ 0 und monoton. Die erzeugte
Sprache ist also vom Typ 1. Wir geben nun noch Beispiele fiir eine Typ-3- und eine
Typ-2-Grammatik an.

Beispiel 4.2.3 Gegeben sei die Typ-3-Grammatik
G = ({Xo, X1}, {a, b}, X0, {Xo = Xob, Xo — X1b, X; = Xqa, X; — a}).
Die von G erzeugte Sprache ist
L(G) = {a'V" | i,k € N} = {a}"{b}",
denn es sind nur Ableitungen der Form
Xo =1 Xpb ' = XpF =1 X = o'V

moglich. Fiir ein Alphabet Vi erhalten wir die Sprache L(G') = Vi durch die Typ-3-
Grammatik G' = ({Xo}, Vir, Xo, {X() — Xopa, Xy — ¢ | a < VT}) Il
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4. Sprachen, Grammatiken und erkennende Automaten

Beispiel 4.2.4 Die Typ-2-Grammatik
G = ({XU}, {a, b}, XU, {XU — Cngb, XU — 5})

erzeugt die Sprache
L(G) = {a"b" | n € INy}.

Man kann zeigen, dak diese Sprache nicht vom Typ 3 ist. Ahnlich wird die durch die
charakteristische Funktion f in Beispiel 1.2.5 gegebene Sprache {a"ba" | n € IN} durch
die Typ-2-Grammatik G = ({ Xy}, {a, b}, Xo, {Xo = aXpa, Xo — aba}) erzeugt. Wir
wissen, dafs die Funktion f nicht durch einen endlichen Moore-Automaten realisierbar
ist. O

Definition 4.2.9 Es sei V' ein Alphabet.

(a) L C V* heifst rekursiv-aufzihlbar, wenn ein Algorithmus existiert, der nur die
Worter von L, gegebenenfalls mit Wiederholungen, auflistet. Mit o&£(ra) bezeich-
nen wir die Familie der rekursiv-aufzihlbaren Sprachen.

(b) L C V* heiit rekursiv, wenn ein Algorithmus existiert, der fiir ein beliebiges
Wort w entscheidet, ob w € L oder w ¢ L gilt. Mit £(rek) bezeichnen wir die
Familie der rekursiven Sprachen. [

Die Definition einer rekursiven Sprache stimmt mit der einer entscheidbaren Menge
(siehe Definition 2.7.2) iiberein. Daher nennen wir sie auch entscheidbare Sprache.

Satz 4.2.1 (a) Jede Typ-1-Sprache ist rekursiv.
(b) Jede Typ-0-Sprache ist rekursiv-aufzihlbar.
(c) Jede rekursive Sprache ist rekursiv-aufzéhlbar.

Beweis: (a) Es sei L= L(G), wobei G eine Typ-1-Grammatik ist. ¢ € L gilt
genau dann, wenn (X, ¢) eine Produktion in F' ist. Das kann sofort tiberpriift
werden. Sei nun w € V. Wir betrachten die endlich vielen Folgen der Form

(x) Xo=Py,P,....,P,=w mit n>0,P, € (VyUVp)",

P# Py fir i#j und [P < [P[,0<i<n-—1

Wegen der Monotonie von G erhalten wir w € L(G) genau dann, wenn fiir eine
derartige Folge
X0:P0:>P1:>...:>Pn:w

gilt. Es ist immer moglich zu entscheiden, ob eine Folge diese Eigenschaft erfiillt.

(b) Es sei G eine Typ-0-Grammatik. Fiir jedes k£ € INy gibt es nur endlich viele
Ableitungen in G, die mit X, beginnen und die die Lénge k& haben. Daher ist
es moglich, alle Ableitungen der Lange k£ mit £ = 0,1,2,... der Reihe nach zu
tiberpriifen. Stammt das letzte Wort einer solchen Ableitung aus Vi, dann ist es
in die Liste der Worter von L(G) aufzunehmen.

(c) Es sei L C V* eine rekursive Sprache, die durch einen Algorithmus A bestimmt
ist. Wir konstruieren einen neuen Algorithmus B, der A als Teilalgorithmus
enthélt. B bearbeitet die Worter von V* in einer festgelegten Reihenfolge (z.B.
der Lénge nach und bei gleicher Linge in lexikographischer Reihenfolge). Fiir
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4.3. Endliche erkennende Automaten und regulire Sprachen

jedes Wort w € V* wendet er den Algorithmus A an, der die Entscheidung
liefert, ob w zu L gehort. In diesem Fall wird w in eine Liste der Worter von L
aufgenommen. [

Der Beweis von Satz 4.2.1(a) gilt nicht fiir Typ-0-Sprachen, da es wegen der feh-
lenden Monotonie nicht nur endlich viele Folgen (%) geben muf. Unter Annahme der
Giiltigkeit der Churchschen These kann der Aufzdhlungsalgorithmus aus Definition
4.2.9(a) durch eine Turingmaschine verwirklicht werden. Dann kann man zeigen, daf
Lo und L(ra) libereinstimmen.

Die Menge {i | i € INy, ; ist total} aus Beispiel 2.7.1 ist nach Satz 2.7.2 nicht
entscheidbar, d.h. nicht rekursiv. Folglich ist auch die Menge {a’ | i € INy, ¢; ist total}
nicht rekursiv. Man kann zeigen, daf diese und die anderen Mengen aus Beispiel 2.7.1
nicht rekursiv-aufzédhlbar sind. Wegen der Unentscheidbarkeit des speziellen Haltepro-
blems aus dem Beweis von Satz 2.7.1 ist auch {a’ | i € INy, ;(i) ist definiert} nicht
rekursiv. Es 1dft sich jedoch zeigen, dafs diese Sprache rekursiv-aufzéhlbar ist.

Mit £L(fin) werde die Familie der endlichen Sprachen bezeichnet. Die Sprachfami-
lien der Chomsky-Hierarchie und ihre Inklusionsbeziehungen werden durch

L(fin) G Ly G Ly G L1 G R(rek) S Lra) =L G ) PXY)

X Alphabet

dargestellt. Es gilt £L(fin) C L3, da jede endliche Sprache L = {wy,...,w,} C V}
durch eine Typ-3-Grammatik G = ({X},Vr, X, {X — wy,..., X — w,}) erzeugt
werden kann. Wegen Definition 4.2.6, Satz 4.2.1 und £y = £L(ra) folgt sofort, dak
alle einfachen Inklusionen bis auf £y C £ erfiillt sind. Fiir &£, C &£; verweisen wir
auf das Buch von Salomaa [19]. Man kann zeigen, daf alle Inklusionen echt sind.
Die echte Inklusion der Familie der endlichen Sprachen in o£3 wird durch Beispiel
4.2.3 gegeben. In Abschnitt 4.3 werden wir sehen, daf {a"ba" | n € IN} € £y — L3
gilt. Ohne Beweis notieren wir {a"b"c" | n € INy} € £1 — £Lo. Oben wurde bereits
{a’ | i € INg, @;(i) ist definiert} € £y — £(rek) erwiihnt.

4.3 Endliche erkennende Automaten und regulire Sprachen

Wir wollen jetzt bei Mealy- oder Moore-Automaten auf die Ausgabe verzichten,
dafiir aber Endzusténde einfiihren. Solche Automaten koénnen Sprachen erkennen.

Definition 4.3.1 F = (Z, X, 0, 29, F') heilt endlicher erkennender Automat, wenn
(a) Z und X endliche nichtleere Mengen sind,
(b) §:Z x X — Z eine Abbildung (Zustandsiberfihrungsfunktion) ist,
(c) zo € Z (Anfangszustand) und
(d) F C Z (Menge der Endzustinde) gilt. O

Definition 4.3.2 Es sei E ein endlicher erkennender Automat. Dann heifst
L(E)={we X" | (2,w) € F}

die von E erkannte oder akzeptierte Sprache. [
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4. Sprachen, Grammatiken und erkennende Automaten

Definition 4.3.3 Es seien F; und E5 endliche erkennende Automaten. F; und Ej
heifen dquivalent, wenn L(E;) = L(FE,) gilt. O

Beispiel 4.3.1 Ein endlicher erkennender Automat kann durch einen Zustandstiber-
fiihrungsgraphen dargestellt werden. Wir betrachten den Automaten

Dabei wird der Anfangszustand zp mit einem unmarkierten eingehenden Pfeil und der
Endzustand 2z, durch einen ausgehenden unmarkierten Pfeil gekennzeichnet. Die von
diesem endlichen erkennenden Automaten erkannte Sprache ist L(E) = {wll | w €

(0,17}, O

Wir stellen fest, dafs in diesem Beispiel die Sprache erkannt wird, deren charak-
teristische Funktion durch den Moore-Automaten aus Beispiel 1.2.3 realisiert wird.
Ein Vergleich des Zustandsiiberfiihrungsgraphen aus Beispiel 4.3.1 mit dem Zustand-
Ausgabe-Graphen aus Beispiel 1.2.3 zeigt, dal beide gleich sind, falls ein Endzustand
des Automaten aus Beispiel 4.3.1 mit einem Zustand des Moore-Automaten mit der
Ausgabe 1 identifiziert wird. Allgemein bedeutet dies, dafs Moore-Automaten mit der
Ausgabemenge {0, 1} sowie festem Anfangszustand dquivalent zu endlichen erkennen-
den Automaten sind. Dies wird genauer durch den folgenden Satz gegeben.

Satz 4.3.1 Es seien Z und X Alphabete. Eine bijektive Zuordnung zwischen end-
lichen erkennenden Automaten E = (Z,X,0, 2, F) und Moore-Automaten M =
(Z,X,{0,1},6, B) mit ausgezeichnetem Zustand zy € Z sei durch

f(2) =1 <= z€ FfiralezeZ
gegeben. Dann ist M, : X* — {0,1} die charakteristische Funktion von L(FE).
Beweis: Es gilt
{we X" [ My(w) =1} = {we X*|B(67(20,w)) =1}
= {weX"|0(x,w) e F} =LF). O

Aufgrund der durch diesen Satz gegebenen Aquivalenz kénnen die Ergebnisse aus
Kapitel 1 auf endliche erkennende Automaten iibertragen werden. Speziell liefert der
Beweis von Satz 1.2.3, dak es fiir eine feste endliche Menge X mit |X| > 2 iiberab-
zéhlbar viele charakteristische Funktionen f : X* — {0, 1} gibt, die keine Realisierung
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(M, zp) besitzen. Nach Satz 4.3.1 ist dies dquivalent dazu, dafs es iiberabzihlbar vie-
le Sprachen L C X* gibt, die nicht durch einen endlichen erkennenden Automaten
akzeptiert werden. Insbesondere zeigt Beispiel 1.2.5, dak die Sprache

{a"ba" | n € IN}

nicht durch einen endlichen erkennenden Automaten akzeptiert wird. Zusammen mit
Beispiel 4.2.4 und dem weiter unten angefiihrten Satz 4.3.5 ergibt sich daraus, daf die
Inklusion £3 C £5 echt ist.

Auch die Reduktion von endlichen erkennenden Automaten kann auf die Redukti-
on von Moore-Automaten zuriickgefithrt werden. Es sei E ein endlicher erkennender
Automat und M ein Moore-Automat, die geméaf Satz 4.3.1 einander zugeordnet sind.
Nach Definition 1.3.2 gilt fiir Zustédnde 2z, 2, € Z

21~ 2y le = M22-

Bezeichnen wir nun fiir ein beliebiges 2 € Z mit E, den Automaten, der wie E, jedoch
mit Anfangszustand z, definiert ist, so gilt (sieche Beweis von Satz 4.3.1)

M,(w)=1 <= w e L(E,)

und damit
M, =M, < L(E,)=L(E,).

Die Aquivalenz zweier Zustinde eines endlichen erkennenden Automaten kann also
durch
2~ 2 = L(E,)=L(E,)

definiert werden. Bevor wir reduzierte endliche erkennende Automaten definieren kon-
nen, miissen wir noch vereinfachte endliche erkennende Automaten betrachten.

Definition 4.3.4 Es sei F = (Z, X, 0, 29, F') ein endlicher erkennender Automat. Ein
Zustand z € Z heift erreichbar, wenn ein Wort w € X* mit §*(zp, w) = 2 existiert.
Der Automat E heifst vereinfacht, wenn alle seine Zustdnde erreichbar sind. [

Satz 4.3.2 Es sei F = (7, X, 0, 29, F') ein endlicher erkennender Automat. Dann exi-
stiert ein vereinfachter endlicher erkennender Automat E' mit L(E) = L(E'), der in
endlich vielen Schritten konstruiert werden kann.

Beweis: Es sei n die Anzahl der Zustidnde aus Z. Wir zeigen zunéchst, dak es fiir jeden
erreichbaren Zustand z € Z ein w € X*, |w| < n, gibt mit 6*(zp, w) = z. Es sei ndmlich

6 (z0,w") = 2z, w' =ay...am, m > n.
Dann wird bei der Abarbeitung von w' die Zustandsfolge
20,21 = 0(20,01), 22 = 0(21,02), .., Zm = 2 = 0(2m_1, Qm)

durchlaufen. Wegen m > n tritt wenigstens ein Zustand in dieser Folge mindestens
zweimal auf, etwa z; = z;, 0 <14 < j < m. Folglich wird bei Abarbeitung des Wortes
w" =ay...0;0;41 . ..ay, die Zustandsfolge

ROyer+9 R = Rjyeneyfm = X
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durchlaufen. Dabei gilt 0*(2p, w") = z und |w"”| < |w'|. Dieser Prozefs wird (endlich
oft) wiederholt, bis sich ein Wort w € X* der gewiinschten Gestalt ergibt.

Die Menge {z | z = 0*(20,w),w € X* |w| < n} besteht also aus genau allen
erreichbaren Zustédnden und ist in endlich vielen Schritten konstruierbar. Da die nicht
erreichbaren Zustinde iiberfliissig sind, liefert ihre Entfernung aus Z und F' sowie eine
entsprechende Anderung der Uberfiihrungsfunktion § einen vereinfachten endlichen
erkennenden Automaten mit den oben angegebenen Eigenschaften. [

Der zu einem endlichen erkennenden Automaten E’ reduzierte endliche erkennende
Automat E ergibt sich, indem zuniichst der vereinfachte Automat E = (Z,X,9, 20, F)
von E' konstruiert wird. Man betrachte dann den Moore-Automaten M, der nach Satz
4.3.1 E bijektiv zugeordnet ist. Weiter sei nach Definition 1.3.3 M = (2, X, {0,1}, 5, B)
der reduzierte Automat von M. Der entsprechende endliche erkennende Automat

E=(Z,X,6,[z)], F) mit

Z=2Z]~ F={[z]|z€F} und 0:2Z x X — Z mit 6([z],z) = [0(z, )]

ist der reduzierte Automat von E’. Dabei ergibt sich die Definition von F' unter Be-
nutzung von Satz 4.3.1 wegen

[leF < B([2]) =B(z)=1 < z€F.

Nach Satz 1.3.2 gilt speziell M,, = M[ZO] und damit nach Satz 4.3.1

Auch der Algorithmus zur Konstruktion eines reduzierten endlichen erkennenden Au-
tomaten kann aus Kapitel 1 entsprechend {ibernommen werden. Man kann zeigen, daf
der reduzierte Automat eines gegebenen endlichen erkennenden Automaten E’ unter
allen Automaten E mit L(E) = L(E’) eine minimale Anzahl von Zusténden besitzt.
Damit diese Minimalitdtseigenschaft gilt, ist die oben angegebene Vereinfachung er-
forderlich.

Endliche erkennende Automaten sind deterministisch. Zu jedem Zustand z und
jeder Eingabe x gibt es genau einen Folgezustand §(z, z). Wir wollen die Definition
der Automaten so erweitern, daf ein solches Paar (z,z) keinen oder auch mehrere
Folgezustande besitzen kann.

Definition 4.3.5 F = (Z, X, 0, 29, F) heilt nichtdeterministischer endlicher erken-
nender Automat, wenn E wie in Definition 4.3.1 definiert ist, wobei jedoch die Abbil-
dung § durch § : Z x X — P(Z) ersetzt wird. Die X*-Erweiterung von ¢ ist durch die
Abbildung 6* : Z x X* — P(Z) mit

0" (z,e) = {z}, 0"(z,wx) = §(z1, )

21€0* (z,w)

fiir alle z € Z, x € X und w € X* gegeben. Dann ist die von einem nichtdetermi-
nistischen endlichen erkennenden Automaten E erkannte Sprache L(E) = {w € X* |

6*(z0,w) N F £0}. O
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Auch fiir Moore- und Mealy-Automaten kénnen entsprechende nichtdeterministi-
sche Versionen definiert werden. Aufgrund der Definition mdchte man annehmen, daf
nichtdeterministische endliche erkennende Automaten leistungsfihiger sind als deter-
ministische, also eine umfangreichere Familie von Sprachen akzeptieren. Wir zeigen,
dak diese Annahme falsch ist.

Satz 4.3.3 Es sei L eine Sprache. L wird genau dann von einem endlichen erkennen-
den Automaten erkannt, wenn L von einem nichtdeterministischen endlichen erken-
nenden Automaten erkannt wird.

Beweis: Es sei L erkennbar von einem endlichen erkennenden Automaten

E1 = (Z,X, (S, Z(),F).
Dieser Automat ist auffabar als ein nichtdeterministischer endlicher erkennender Au-
tomat E] = (Z,X,d', 29, F'), wobei §'(z,z) = {0(2,2)} gilt. Es ist dann 6™ (z,w) =
{6*(z,w)} fiir alle z € Z und w € X*, was wir durch Induktion tiber die Lénge von w
beweisen. Fiir w = ¢ gilt 8" (z,¢) = {2} = {0*(z,¢)}. Es sei weiter die Aussage fiir w
bewiesen. Dann folgt

(zwr) = ) ez = |J {6z}
21€8"* (z,w) z1€{0* (z,w)}
= {0(0"(z,w),2)} = {0"(z, wa)},
da z; = 0*(z,w) gilt. Damit erhalten wir weiter
L(E)) = {we X" |6 (z,w) € F}
{we X*|§™(z0,w)NF # 0} = L(E).
Umgekehrt sei L erkennbar von einem nichtdeterministischen Automaten £ =
(Z,X,0,2, F). Dann ist E' = (P(Z), X, 0", {20}, F"') mit
F'={Z'|Z'CcZ,ZnF#0}, §(Z )= ]2
2€Z!

ein deterministischer Automat. Wir zeigen zunéchst fiir alle 7/ C Z und w € X* die
Giiltigkeit von
3 (Z U 6" (z, w)

zeZ!
also die Erweiterung der Definition von ¢" auf Worter. Dies geschieht durch Induktion
iiber die Linge von w. Fiir w = ¢ gilt

(7' e)=27"= U 5" (z,€).
zeZ'
Fir w = wyx erhalten wir

02 wnzx) = 8'(8"(Zwr),x) = &' (| 5 (z,w1), @

zeZ'

= U d(z1, )

21€U, gz 0% (2,w1)

= U( d(z1,x U 0" (2, wr ).

2€Z" z1€6*(z,w1) 2€Z!
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Wir kénnen jetzt die folgende Aquivalenz beweisen:

we L(E) < §(z,w)NF#0
< 0*(z,w) € F'
— ({2} w) = U 6" (z,w) = 6" (29, w) € F'
2€{zo0}
— weLE) O

Um zu zeigen, dak £3 mit der Familie von Sprachen iibereinstimmt, die von end-
lichen Automaten erkannt werden, bendtigen wir als Hilfe den folgenden Satz. Seine
Aussage ist auch von eigenem Interesse, da er eine gewisse ,, Normalform*® fiir Typ-3-
Grammatiken liefert.

Satz 4.3.4 Es sei G = (Vy, Vi, Xy, F)) eine Typ-3-Grammatik. Dann existiert eine
dquivalente Typ-3-Grammatik G’ = (V}, Vi, Xo, F'), die nur Produktionen der Form

(%) X —-Ya oder X —¢

mit X,Y € Vy und a € Vr besitzt.

Beweis: Die Grammatik G kann aufer eventuellen Produktionen der Form (x) auch
Produktionen der Form

X—=>Yay...ap, X = b;...0p und X =Y

mit X,Y € Vn, a;,b; € Vp, i =1,...,k, 5 =1,...,[, k > 2und [ > 1 haben. Als
Zwischenschritt konstruieren wir eine Grammatik G" = (V{/, Vi, Xy, F"), die auker
Produktionen des Typs () noch Produktionen des Typs X — Y enthalten kann. Jede
Produktion X — Ya,...a; aus F' mit k£ > 2 wird entfernt und durch Produktionen

X = Yeag, Y = Yi1ap_y,..., Yo = Yay

aus F" ersetzt, wobei Yy, ..., Y, neue Zeichen aus V] sind. Alle neuen Nichtterminal-
zeichen sind paarweise verschieden und unterscheiden sich von allen Zeichen aus Vy
und allen zuvor eingefiihrten Zeichen. Diese Folge von Produktionen aus G" simuliert
genau die ersetzte Produktion aus G. Ahnlich wird jede Produktion X — by...b,
[ > 1, ersetzt durch

X _>)/2,bl7 YEI _>}/;I—1bl717"'7 Y; _>}/11b17 3/1,_>6

mit neuen Zeichen Y/,... Y] aus V}j. Offensichtlich gilt L(G) = L(G"), und G" hat
die oben angegebenen Eigenschaften. Zur Konstruktion von G' = (Vy,Vr, X, F')
definieren wir fiir jedes Y € V7

UY)={Y' |V eVIY =" Y}

Da die Worter, die in einer Ableitung Y’ =* Y vorkommen, die Linge 1 haben
und Nichtterminalzeichen sind, ist U(Y") endlich und effektiv zu bestimmen. Fiir jede
Produktion Y — Xa aus F” werden zusétzlich die Produktionen

Y' = Xa, Y € U(Y),
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in F" aufgenommen, fiir Y — ¢ noch zusétzlich
Y'—e, Y eUY).

Damit kénnen keine neuen Terminalworter erzeugt werden, jedoch sind jetzt die Pro-
duktionen X — Y iiberfliissig und werden entfernt. Es gilt L(G) = L(G'), und alle
Produktionen von G’ sind von der Form (x). [

Satz 4.3.5 Es sei L eine Sprache. L ist genau dann von einem endlichen erkennenden
Automaten erkennbar, wenn L vom Typ 3 ist.

Beweis: Es gelte L = L(F) mit einem endlichen erkennenden Automaten E =
(Z,X,8,20,7"). Zu E und jedem Endzustand z € Z’ konstruieren wir den endli-
chen erkennenden Automaten E, = (Z, X, 2y, {z}), der sich von E nur durch die
Menge der Endzustéinde unterscheidet. Dann definieren wir eine Typ-3-Grammatik
G,=(Z,X,z F) mit

F={z—zz|z,ncZrecXiz,z)=2}U{zn—c}

Wir betrachten ein Wort w € X*. Im Fall w = ¢ erhalten wir aufgrund der Definitionen
von E, und G, die Aquivalenz

e€L(E,) < z=2 <= c€ L(G,).

Anderenfalls sei w = ay...a, mit a; € X, i =1,...,n, n € IN. Es gilt w € L(FE,)
genau dann, wenn Zustidnde zg, 21,...,2, = 2z € Z existieren mit

0(z0,a1) = 21,0(21,02) = 29, ..., 0(2n_1, an) = 25, = 2.
Nach Definition von G, ist dies gleichwertig zur Existenz von Produktionen
21 = 2001, 2o —> 2109, ..., Z = Zn —> Zn_10p
in G,. Wegen der Produktion zy — ¢ erhalten wir dquivalent eine Ableitung
2= Zp 10y = ... = 210y ... 0y = 2001 ...0p —> W

in G, die w € L(G,) erzeugt. Es gilt also L(F,) = L(G,) und damit

L(E) = L&) = | LG.).

zeZ! zeZ!

Sind nun

Gzl = (Z7X7 ZlaF) und GZZ = (Z7 X’ 22’F)

zwei solche Typ-3-Grammatiken, so ist mit einem neuen Symbol Yy
(ZU{Yo}, X, Y0, FU{Y) = 21,Y) — 2})

eine Typ-3-Grammatik, die offenbar L(G,,) U L(G,,) erzeugt. Damit folgt, dak L(FE)
vom Typ 3 ist.
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Es sei umgekehrt eine Typ-3-Grammatik G = (Vy, Vr, Xo, F)) mit L = L(G) gege-
ben. Nach Satz 4.3.4 kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden,
dak G hochstens Produktionen der Form

X —Ya oder X —¢

mit X, Y € Viy und a € Vy besitzt. Wir definieren einen deterministischen endlichen
erkennenden Automaten E = (P(Vy), Vr, 3, Zy, Vi) mit

Zo={Y|YeVn,(Y,e)e F}, Vk={Z | Z C Vy,X, € Z} sowie

§(Z,a) ={Y | (Y, Xa) € F,X € Z} fiir Z € P(Vy) und a € V7.

Fiir w = ¢ gilt die Aquivalenz
€ L(G) < (Xpe)eF <= Xo€Zy < ZyeVp < € L(E).

Firw=ay...a,, a; € Vp, i =1,...,n, n € IN, folgt aus w € L(G) die Existenz von
Produktionen

XO - YnaTL;Yn — Ynflanfla R YvZ — lealayvl — €

in G mit geeigneten Zeichen Y7,...,Y, € Vy. Im Fall n = 1 wird X, = Y, gesetzt.
Wegen (Y1,¢) € F und der Definition von E gilt Y} € Zy. Mit dem Wort w und dem
Zustand Z, des Automaten E betrachten wir dann die Folge von Zustandsiibergéngen

(S(ZU, al) = Zl; ceey 5(Zn,1,an) = Zn

Wegen Y] € Zy, (Ys,Y1a1) € F und der Definition von § erhalten wir Y5 € Z;. Falls
n > 2 ist, ergibt sich wegen (Y3, Yoas) € F weiter Y3 € Z5 usw., bis schlieklich X, € Z,
folgt wegen Y, € Z, 1, (Xo, Yna,) € F. Die Definition von Vg liefert 7, € Vr und
damit w € L(E).

Fiir w € L(E) gibt es umgekehrt eine Folge von Zustandsiiberfiihrungen

5(Z0,a1) = Zl, .. .,6(Zn_1,an) = Zn mit Zn S VF

Dann ist Xy € Z,. Nach Definition von § existiert Y,, € Z,_; mit Xy — Y,a, geméif
G. Falls n > 2 ist, gibt es zu Y, ein Symbol Y, | € Z, 5 mit einer Produktion
Y, — Y, 1a, 1 usw. In jedem Fall erhalten wir am Ende Y; € Z; mit einer Produktion
Yo — Yia,. Aus Yy € Z, folgt, dak auch Y7 — ¢ eine Produktion in G ist. Somit ist
w € L(G). Insgesamt haben wir damit L(E) = L(G) bewiesen. O

4.4 Reguliare Ausdriicke

Wie wir auf Seite 81 bemerkt haben, besteht die Md&glichkeit, eine Sprache durch
ein Konstruktionsverfahren zu beschreiben. Dies soll hier fiir regulére Sprachen durch-
gefithrt werden. Zunéchst beweisen wir drei einfache Abschlufeigenschaften, die auch
fiir andere Typ-i-Sprachfamilien erfiillt sind (siehe z.B. [19]).
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Satz 4.4.1 Es seien L und L' Sprachen vom Typ 3. Dann folgt

LULI € ofg, LL, & oﬁg und L* € 0‘83.

Beweis: Es seien G = (Viy, Vp, Xo, F) und G' = (V, Vi, X{, F') Grammatiken vom
Typ 3 mit L(G) = L und L(G') = L'. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte
Vy NVY = 0. Die Vereinigung L U L' wird von der Grammatik

G1:(VNUV&U{YE)},VTUVTC,YE),FUFIU{Yb—)Xo,}/o—>X6})

erzeugt, wobei Y{ ein neues Nichtterminalzeichen ist.
Fiir die Konkatenation betrachten wir die Produktionen

X —w, XeVy, we Vix

aus F'. Bei einer Ableitung geméfs G' konnen sie nur im letzten Ableitungsschritt
angewendet werden. Wir ersetzen diese Produktionen daher durch die Produktionen
X — Xow und erhalten so eine neue Produktionenmenge F'. Dann ist

Gy= (VnUV, Ve UV, X, FUF)

eine Typ-3-Grammatik mit L(Gy) = LL'.
Schlieflich betrachten wir den Fall der Iteration. Wir ersetzen jede Produktion

X —w, X eVy,weVp,

in F' durch X — Yjw mit einem neuen Symbol Y;. Dadurch erhalten wir eine Produk-
tionenmenge F' und damit die Grammatik

Gs = (Vv U{Yo}, Vi, Yo, {Vg = £, = X} U F),
fir die L(G3) = L* gilt. O

Definition 4.4.1 Es seien V und V' = {U,*,0,(,)} disjunkte Alphabete. Es heifst
P e (VUV")* regulirer Ausdruck iber V., wenn die folgenden Aussagen erfiillt sind:
(a) PeV Vv P =0 oder
(b) P=(QUR) vV P=(QR) VvV P=Q"
mit reguldren Ausdriicken () und R iiber V. [

Definition 4.4.2 Es sei P ein regulidrer Ausdruck iiber V. Dann bezeichnet P die
Sprache < P > iiber V', wobei < P > wie folgt gegeben ist:
(a) Die durch @) bezeichnete Sprache ist die leere Sprache.
(b) Die durch a € V bezeichnete Sprache besteht aus dem Wort a, d.h. < a >= {a}.
(c) Fiir reguldre Ausdriicke P und @ iiber V' gilt

<(PUQR)>=<P>U<@Q> <(PQ)>=<P><Q> <P >=<P>".
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Man beachte, dafs formal das Zeichen U in einem reguldren Ausdruck nicht das
Vereinigungszeichen zweier Mengen ist. In < (PU Q) >=< P > U < @ > bedeu-
tet z.B. nur das zweite U-Zeichen die Mengenvereinigung, entsprechendes gilt fiir das
*-Zeichen und auch die ,Konkatenation“. Der Zusammenhang zwischen einem regula-
ren Ausdruck und der durch ihn bezeichneten Sprache kann so gesehen werden, dafs der
regulire Ausdruck der syntaktische Begriff ist, dessen Semantik durch die bezeichnete
Sprache gegeben wird.

Wir vereinbaren, dafs bei reguldren Ausdriicken ,,unnétige* Klammern weggelassen
werden konnen. Die Stirke der Bindung ist durch die Reihenfolge ,Iteration®, . Konka-
tenation®“, ,Vereinigung“ gegeben.

Beispiel 4.4.1 Wir wihlen V' = {a} und erhalten damit z.B.

< (aa)* > = < (aa)* U (a) > = < (aa U aaaa)* > = < (aa)*(aa)* >
={w | w=a?",n€ Ny},
<Pr>=<P>= 0 = {e}. O

Satz 4.4.2 Es sei L eine Sprache. L ist genau dann durch einen reguldren Ausdruck
bezeichnet, wenn L € £3 gilt.

Beweis: Wir gehen zunichst davon aus, daf L durch einen reguldren Ausdruck
tiber {ai,...,a,} bezeichnet ist, d.h., L ergibt sich aus den endlichen Sprachen (),
{a1},...,{a,} durch endlich viele Anwendungen der reguldren Operationen Vereini-
gung, Konkatenation und Iteration. Nach Satz 4.4.1 gilt dann L € £5.

Umgekehrt sei L eine Typ-3-Sprache. Dann wird L nach Satz 4.3.5 von einem deter-
ministischen endlichen erkennenden Automaten F = (7, X, 0, 2, F) akzeptiert. Dabei

gelte Z7 = {z1,...,2,} mit einem geeigneten n € IN, wobei z; der Anfangszustand
ist, und weiter sei F' = {2],...,2.} mit £ € INy und k& < n. Dann definieren wir fiir
i=1,...,k endliche erkennende Automaten E* dadurch, daf sie im wesentlichen wie

E definiert sind, nur die Endzustandsmenge F' von E wird durch {z}} ersetzt. Offenbar
gilt

k

L(E) = | JL(E*).

i=1
Ist nun k£ = 0, also F' = (), so wird L(E) nach Definition 4.4.2(a) durch den reguliren
Ausdruck @) bezeichnet. Fiir & > 0 miissen wir nach Definition 4.4.2(c) zeigen, daf
jede Sprache L(E*) durch einen reguliren Ausdruck bezeichnet ist. Wir beweisen
allgemein, dafs dies fiir jede Sprache L(E%), j =1,...,n, gilt.

Wir definieren
Lk

b g ke Ny, 0<k<n, 1<ij<n,

als die Sprache, die aus allen Wortern w = 21 ...24, x; € X, i =1,...,t, t € INy, mit

6" (zi, w) = z; besteht, fiir die
t=0o0dert=1

oder aber fiir ¢t > 1
0(2i, 1) = 2iys 023, T2) = Ziyy --vy 0(Zip_ys W) = 25
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mit i, < k,v=1,...,t—1, gilt. Anschaulich ausgedriickt, ist ij die Menge der Worter
w, die den endlichen erkennenden Automaten E vom Zustand z; in den Zustand z;
iiberfithren und dabei nur Zustédnde z; mit &' < k durchlaufen. Man beachte, dafs
1,7 > k gelten darf. Wir zeigen durch Induktion iiber £, dafs ij durch einen reguldren
Ausdruck bezeichnet werden kann.

Nach Definition von Li?j gilt € € ij genau dann, wenn ¢ = j ist. Wir betrachten
LY;. Fiir i # j besteht LY; aus den Wortern, die in einem Schritt den Zustand z; in
z; liberfithren, so dafs L?j C Vr gilt. Fiir ¢« = 7 gilt noch zusétzlich ¢ € L?j und damit
e € Lj; € Vp U {e}. Da nach Definition 4.4.2(a) und (c) die Sprache {¢} durch den
reguldren Ausdruck ()* und jede Teilmenge {a,...,a;} C Vr nach Definition 4.4.2(b)
und (c) durch den reguldren Ausdruck (a; U...U a;) bezeichnet ist, ist auch Lj; fiir
alle 7, 7 mit 1 < 4,5 < n durch einen reguldren Ausdruck bezeichnet.

Wir nehmen weiter an, daf fiir ein festes k, 0 < k < n — 1, jede Sprache ij durch
einen reguldren Ausdruck bezeichnet ist. Dann gilt offenbar

Lt = L U Lig 1y (L y k) “Liks ;-

Nach Definition 4.4.2(c) ist dann auch Lffl durch einen reguldren Ausdruck bezeich-
net. Damit ist der Induktionsbeweis beendet.

Speziell erkennen wir, dak L(E£?) = Ly, fiir alle j = 1,...,n durch einen reguléiren
Ausdruck bezeichnet ist. [

Definition 4.4.3 Es sei w = ajas...a,, a; € Vp, it = 1,...,n, n € INy. Durch
sp(w) = ay...aza; wird die Spiegeloperation sp : Vi — Vi definiert. Speziell gilt
sp(e) = e. Damit wird sp(L) = {w' | w" = sp(w),w € L} fiir jede Sprache L C V}
gegeben.

Definition 4.4.4 Es seinen V und V' Alphabete. Eine Abbildung A : V* — V'™ mit

hie)=ze, J\ hlww') = h(w)h(w)
w,w'eV*
heifst Homomorphismus von V* in V'*. Fiir eine Sprache L C V* werde h(L) = {h(v) |
v € L} gesetzt. [

Offensichtlich ist ein solcher Homomorphismus A eindeutig bestimmt, wenn fiir
jedes a € V' der Bildwert h(a) festgelegt ist.

Satz 4.4.3 Die Familie £3 ist abgeschlossen unter beliebigem Homomorphismus und
der sp-Operation.

Beweis: Es sei L C V', L € £L3. Wegen Satz 4.4.2 wird L durch einen reguldren
Ausdruck P iiber Vi bezeichnet. Wir beweisen zunichst den Abschluft unter der sp-
Operation. P’ sei der reguldre Ausdruck, der sich aus P durch Vertauschung der Fak-
toren in allen Konkatenationen ergibt. Dann ist offenbar sp(L) durch P’ bezeichnet,
und es folgt sp(L) € £3. Weiter sei h ein Homomorphismus. Somit wird jedes a € Vi
in den Wortern von L durch die einelementige Menge {h(a)} € £3 ersetzt. {h(a)} ist
jedoch durch einen regulidren Ausdruck (), bezeichnet. Wird jedes a € Vi in P durch
Q. ersetzt, so erhalten wir nach Definition 4.4.1 einen reguldren Ausdruck P”, der die
Sprache h(L) bezeichnet, d.h. h(L) € £;. O
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4.5 Weitere Automatentypen und ihre zugehorigen Sprachen

Es stellt sich die Frage, ob auch andere Sprachfamilien der Chomsky-Hierarchie
durch geeignete Typen von Automaten charakterisiert werden kénnen. Im folgenden
wollen wir fiir &£y, &£ und £y entsprechende Akzeptoren definieren. Ohne Beweis ge-
ben wir dabei die Aquivalenz zwischen den Sprachfamilien und den Akzeptoren an.
Im Buch von Hopcroft und Ullman [11] kénnen diese Beweise nachgelesen werden.
Wir betrachten zunéchst die in Kapitel 2 eingefiihrten Turingmaschinen und verse-
hen sie zusétzlich mit einer Menge von Endzustinden. Gleichzeitig lassen wir fiir sie
Nichtdeterminismus zu.

Definition 4.5.1 T = (Z, X, 0, 29, F) heilt (akzeptierende) nichtdeterministische Tu-
ringmaschine, wenn

(a) Z, X und zy wie in Definition 2.1.1 definiert sind,
(b) 0: ZxX = P'(Zx(XU{l,r,s})) eine Abbildung ist (lokale Uberfiihrungsfunk-
tion), wobei P'(Z x (X U {l,r,s})) die Menge der nichtleeren Teilmengen von
Z x (X U{l,r,s}) ist, und
(c) F C Z gilt (Endzustandsmenge).
T heifst (akzeptierende) deterministische Turingmaschine, wenn [6(z,z)| = 1 fiir alle
(z,2) € Z x X gilt. O

Das hier eingefiihrte Modell einer nichtdeterministischen Turingmaschine hat fiir
jeden Zustand z und jedes Bandsymbol x mindestens eine Instruktion zur Verfiigung.
Diese Art der Definition ist zur Vereinfachung einiger Beweise in der Vorlesung ,, Theo-
retische Informatik IT“ niitzlich. Man kann aber auch hier fiir die Abbildung ¢ die
leere Menge als Bild zulassen. Dies bedeutet jedoch keine Anderung der prinzipiellen
Fahigkeiten, da 6(z,x) = () immer durch 6(z,x) = {(z, s)} simuliert werden kann.

Entsprechend Definition 2.1.2 koénnen nichtdeterministische Turingmaschinen
durch Turingtafeln dquivalent gekennzeichnet werden. Die Turingtafel fiir eine nicht-
deterministische Turingmaschine kann jedoch fiir ein Paar (z,7) € Z x X mehrere
Zeilen enthalten, die mit z & beginnen. Bandfunktion, Bandinschrift, Konfiguration,
Anfangs-, End- und Folgekonfiguration kénnen wie in Definition 2.1.3, 2.1.4 bzw. 2.1.5
angegeben werden. Man beachte, daf aufgrund des Nichtdeterminismus Folgekonfigu-
rationen nicht mehr eindeutig bestimmt sein miissen.

Definition 4.5.2 Essei T = (Z, X, 0, 29, F) eine nichtdeterministische Turingmaschi-
ne und w € X*. Eine Rechnung von 7" an w heifst haltend, wenn folgendes gilt:

(a) T befindet sich zu Beginn im Zustand zj, und fiir w # ¢ ist der Bandinhalt
...bwb. .., wobei der Kopf iiber dem ersten Symbol von w steht. Fiir w = ¢ ist
der Bandinhalt ...b....

(b) T befindet sich nach endlich vielen (etwa k — 1,k > 1) Schritten in einer End-
konfiguration (n,I'(5), ). k wird als Ldnge der Rechnung bezeichnet.

Diese Rechnung heifit akzeptierend, wenn fiir den Zustand z der Endkonfiguration
z B(n) 2’ s mit 2’ € F eine Zeile der Turingtafel von T ist. O
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Definition 4.5.3 Es sei T eine nichtdeterministische Turingmaschine.
L(T) = {w € X™ | es existiert eine akzeptierende Rechnung an w}

heiltt die von T akzeptierte Sprache. [
Mit diesen Definitionen l1aft sich zeigen:

Satz 4.5.1 £ ist gleich der Familie der Sprachen, die durch deterministische (oder
nichtdeterministische) Turingmaschinen akzeptiert werden. O

Wir sehen also, daf die Familie der Typ-0-Sprachen sowohl durch deterministische
als auch durch nichtdeterministische Turingmaschinen charakterisiert wird. Ebenso
fiihren deterministische und nichtdeterministische endliche erkennende Automaten,
wie wir in Satz 4.3.3 und Satz 4.3.5 gezeigt haben, zur gleichen Sprachfamilie 3.

Wir wollen abschliefsend noch Akzeptoren fiir die Sprachfamilien £ und £; ange-
ben.

Definition 4.5.4 S = (7, X, K, 0, 29, ko, F') heifst Kellerautomat, wenn

(a) Z, X, K endliche nichtleere Mengen sind (Menge der Zustinde, Eingaben, Kel-
lersymbole),

(b) §: Zx (XU{e}) x K — P;(Z x K*) eine Abbildung ist ( Uberfiihrungsfunktion),
wobei Pr(Z x K*) die Menge der endlichen Teilmengen von Z x K* ist,

(c) zo € Z (Anfangszustand),

(d) ko € K (Startsymbol des Kellerbandes) und

(e) FF C Z (Menge der Endzustinde) gilt. O

Einen Kellerautomaten konnen wir uns durch das folgende Bild veranschaulichen:

a

Eingabeband N\

Zustandsteil z > k

Kellerband

Ein Kellerautomat besteht aus einem Eingabeband, einem Kellerband, einem Zu-
standsteil, einem Lesekopf fiir das Eingabeband sowie einem Lese- und Schreibkopf
fiir das Kellerband. Das Eingabeband enthélt das jeweilige Eingabewort w, das von
links nach rechts gelesen wird. Befindet sich der Kellerautomat im Zustand z € 7, ist
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k € K das oberste Kellerelement und steht unter seinem Lesekopf das Symbol a € X,
so kann er entweder a lesen oder auch ignorieren. Im ersten Fall geht der Automat
nichtdeterministisch geméf (z', P) € d(z,a,k) in einen Zustand 2z’ {iber und ersetzt
das oberste Kellerelement k£ durch P, wobei auch P = ¢ gelten darf. Ist P =k, ... k,,
r € IN, dann wird k; das oberste Kellerelement. Der Kopf iiber dem Eingabeband geht
anschlieffend zum néchsten Eingabezeichen weiter. Im zweiten Fall wéhlt der Kellerau-
tomat eine Instruktion (2', P) € d(z, ¢, k). Die Zustandsénderung und das Beschreiben
des Kellerbandes erfolgt wie im ersten Fall, jedoch bleibt der Kopf an seinem Platz. Wir
sehen, dafs der Kellerautomat nur auf das jeweils oberste Element des Kellerbandes
zugreifen kann.

Ein Wort w wird von einem Kellerautomaten akzeptiert, wenn er, mit dem An-
fangszustand z; und dem Startsymbol kg beginnend, nach Abarbeitung von w in einen
Endzustand iibergegangen ist. Dabei beginnt die Bearbeitung von w mit dem ersten
Symbol von w. Sie ist beendet, wenn der Lesekopf rechts von w steht, also das letzte
Symbol von w abgearbeitet wurde. Eine Sprache L wird von einem Kellerautomaten
S erkannt, wenn L aus genau den Wortern besteht, die von S akzeptiert werden. Es
gilt der folgende Satz.

Satz 4.5.2 &£ ist gleich der Familie der durch nichtdeterministische Kellerautomaten
akzeptierten Sprachen. [

Als Spezialfall kann man deterministische Kellerautomaten betrachten. Bei ihnen
muf in jeder Situation der néchste auszufiihrende Schritt eindeutig bestimmt sein.
Dies wird durch die folgende Definition erreicht.

Definition 4.5.5 Es sei S = (Z, X, K, 0, 29, ko, F') ein Kellerautomat. S heifst deter-
manistischer Kellerautomat, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
(a) Falls 0(z,¢e,k) # 0 fiir einen Zustand z € Z und ein Kellersymbol k£ € K gilt, so
folgt d(z,a, k) = 0 fiir alle a € X.
(b) Fiirallez € Z, k€ K und a € X U{e} gilt |0(2,a,k)] < 1. O

Moglich ist, daf ein deterministischer Kellerautomat wegen fehlender Instruktion
stehenbleibt. Man kann zeigen, daf fiir die Familie DX der von deterministischen
Kellerautomaten erkannten Sprachen die Beziehung

£5C DK C &,

gilt.

Beispiel 4.5.1 Wir betrachten den deterministischen Kellerautomaten
S = ({20, 21, 22, 23}, {a, b}, {ko, a,a'}, 8, 20, ko, {23}),

wobei die Uberfiihrungsfunktion gegeben ist durch

§(z0, a, ko) = (21, d’ko) §(z1,b,a") = (22,0a")
§(z1,a,a) = (z1,aa) d(22,a,a) = (22,¢)
§(z1,a,a") = (2, aad) §(22,a,a") = (z3,¢)
d(z1,b,a) = (22, a).
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Zur Vereinfachung sind dabei die einelementigen Mengen durch das jeweilige Element
ausgedriickt. Dieser Kellerautomat erkennt die Sprache

{a"ba" | n € IN}.

Der Lesekopf wird mit jedem Schritt bewegt. Das erste gelesene a wird als ¢’ in den
Keller geschrieben. Falls zuerst ein b gelesen wird, bleibt S wegen fehlender Instruktion
stehen. Weitere gelesene Symbole a werden als a oben auf dem bisherigen Kellerinhalt
gestapelt. Wird dann erstmals ein b gelesen, so erfolgt ein Ubergang in den Zustand 2y,
der die Uberpriifung der restlichen Symbole vornimmt. Wird anschliekend a gelesen
und das oberste Kellerelement ist a, so wird a geloscht. Wird a gelesen und das oberste
Kellerelement ist o', so erfolgt ein Ubergang in den Endzustand z. In den anderen
Fillen bleibt S stehen, bevor der Automat das ganze Wort w abgearbeitet hat. Dazu
gehort auch der Fall, dafs in einem Endzustand ein weiteres Element gelesen wird, was
z.B. bei a"ba™"! oder a™ba™b eintreten kann. [

Zum Abschluf gehen wir noch auf das Automatenmodell ein, das die Sprachfamilie
L1 charakterisiert.

Definition 4.5.6 B = (7, X,¢,8$,9, 20, F') heifst linear beschrinkter Automat, wenn
T = (Z,X,0,2,F) eine nichtdeterministische Turingmaschine ist und ¢,$ € X gilt,
so daf folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(a) Gilt (2',2") € 8(z,¢) fiir 2,2' € Z, 2" € X U{l,r, s}, so folgt 2’ € {¢,7,s}.
(b) Gilt (#,2") € §(2,$) fiir 2,2 € Z, 2’ € X U{l,r, s}, so folgt 2’ € {$,1, s}.
(¢) Gilt (¢,2") € 6(z,2) fiir 2,2' € Z, 2" € X U{l,r,s}, v € X — {¢,$}, so folgt
¥ #¢und ' £$. O

Wir kénnen einen linear beschrinkten Automaten durch das folgende Bild veran-
schaulichen:

Zustandsteil | 2

Ein linear beschrankter Automat besitzt ein beschranktes Lese- und Schreibband so-
wie einen Zustandsteil. Zwischen den beiden Randsymbolen wird das zu bearbeitende
Wort w eingetragen, das weder ¢ noch $ enthélt. Der Automat geht in Abhéngigkeit
von seinem Zustand z und dem gerade gelesenen Symbol @ in einen anderen Zustand
iiber und dndert entweder das gelesene Zeichen oder bewegt seinen Schreib- und Lese-
kopf einen Schritt nach links oder rechts. Die Randsymbole diirfen nicht {iberschrieben
werden. Eine Bewegung iiber die Rdnder hinaus ist nicht mdéglich, so daf das Blank-
zeichen iiberfliissig ist und in der Definition entfernt werden kénnte.

Ein Wort w € (X — {¢,$})* wird von einem linear beschrinkten Automaten ak-
zeptiert, wenn er, ausgehend vom Anfangszustand und angesetzt auf das erste Zeichen
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von w (im Falle w = ¢ auf das Zeichen ¢), irgendwann in einen Endzustand gelangt
und hélt. Eine Sprache L C ¥*, ¥ C X, wird von einem linear beschrankten Automa-
ten B erkannt, wenn L aus genau den Wortern w € ¥* besteht, die von B akzeptiert
werden.

Satz 4.5.3 £ ist gleich der Familie der durch nichtdeterministische linear beschrank-
te Automaten akzeptierten Sprachen. [

Beispiel 4.5.2 Ein linear beschrankter Automat, der die Sprache
{a"b"c" | n € IN}

erkennt, arbeitet nach folgendem Prinzip: Durch Hin- und Herlaufen und Markieren
von je einem a, b und ¢ pro Durchgang wird gepriift, ob gleich viele a’s, b’s und ¢’s
vorhanden sind. Wir verzichten auf die explizite Angabe der Abbildung ¢, die etwas
aufwendig ist. [

Fiir linear beschrinkte Automaten konnen wir, wie schon bei den zugrundeliegen-
den Turingmaschinen, ein deterministisches Modell definieren. Ungelost ist hier die
Frage, ob deterministische und nichtdeterministische Automaten zur gleichen Sprach-
familie fithren, wie es bei endlichen erkennenden Automaten und Turingmaschinen der
Fall ist. Dieses offene Problem wird [bA-Problem genannt.
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5 Fixpunkttheorie und

kontext-
freie Sprachen

Jeder hat vielleicht schon einmal beim Umriihren einer Tasse Kaffee beobachtet, dafs
ein ,, Punkt“ auf der Oberfliche des Kaffees seinen urspriinglichen Platz dabei nicht
verdndert hat. Diesen ,, Tropfen“ Kaffee nennt man Fixpunkt. Wahrscheinlich kennt
man auch bereits aus der Schule Fixpunkte in der Geometrie. So sind z.B. bei der Ach-
senspiegelung alle Punkte der Achse Fixpunkte. In der Informatik werden Fixpunkte
in der Semantik von Programmiersprachen oder Datenbanken benutzt. Fixpunktme-
thoden dienen unter anderem dazu, die Semantik eines Programms zu definieren (siehe
Kapitel 8 in [23]). Wir werden in diesem Kapitel sehen, daf Fixpunktmethoden auch
in der Theorie der formalen Sprachen niitzlich sind.

Die grundlegende Idee soll durch das folgende Beispiel veranschaulicht werden. Es
sei G = (Vy, Vr, Xy, F) eine kontextfreie Grammatik mit

Ww=A{X}Vr={()}, Xo=X und F={X - XX, X - (X),X = (O}
Statt durch die Grammatik kann L(G) auch durch das folgende Verfahren beschrieben
werden. Man betrachte zunéchst die Gleichung

g(L) = LL+(L)+()
= {wyws | wy,wy € L} U{(w) |w e L}U{()}.

Wenn wir () an die Stelle von L einsetzen, erhalten wir

g@) =00+ @)+ 0 ={0}
Weiter ergibt sich
9(9(®)) = 9({0}) = {00, (0), 0},
und es gilt g(0), g(g(0)) C L(G) sowie ) = ¢°(0) C g(0) C g(g(D)). Spiter wird man
sehen, dal fiir alle n € IV,
g"@) C g™ (@), ¢"(0) C L(G)

sowie
o0

U¢"0) = L(G) wd L(G) = g(L(G))

n=0
gilt. Die letzte Gleichung zeigt, dak L(G) ein Fixpunkt von g ist. Wir werden beweisen,
dak L(G) der kleinste Fixpunkt von g ist.

5.1 Partielle Ordnungen und Fixpunkte

Um Fixpunktmethoden in der Theorie der formalen Sprachen anwenden zu kon-
nen, benotigen wir den Kleeneschen Fixpunktsatz. Als Voraussetzung werden zunéichst
partiell-geordnete Mengen und speziell vollstindige partiell-geordnete Mengen einge-
fiihrt.
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Definition 5.1.1 (P, <) heifit partiell-geordnete Menge (englisch: partially ordered
set, kurz: poset), wenn P eine Menge mit einer Ordnungsrelation < ist, die fiir al-
le z,y, z € P die folgenden Beziehungen erfiillt:

<z (Reflexivitét)
r<y, y<z = x<z (Transitivitit)
r<y, y<zx = z =y (Antisymmetrie). O

Beispiel 5.1.1 Es sei P = R, und x < y habe die iibliche Bedeutung ,,z kleiner oder
gleich y“. Dann ist (IR, <) eine partiell-geordnete Menge. [

Definition 5.1.2 Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge, und es gelte A C P.
Die Restriktion <4 von < auf A wird durch

a<asb <<= a<b

fiir alle a,b € A definiert. Wenn keine Mifverstdndnisse auftreten kénnen, wird auch
< anstelle von <, geschrieben. [

Satz 5.1.1 Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge, und es gelte A C P. Dann ist
(A, <) eine partiell-geordnete Menge.

Beweis: Der Beweis folgt unmittelbar aus den Definitionen. [l

Man erkennt also sofort, dafs jede Menge von reellen, rationalen, ganzen oder na-
tiirlichen Zahlen partiell-geordnet ist. Zur Vereinfachung vereinbaren wir die folgenden
Bezeichnungen.

Bezeichnungen: Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge. Wir setzen:

r<y <= w=Zy x#Y
>y < y<z
x>y <<— y<z . O

In (R, <) gilt fiir alle 2,y € IR die Ungleichung x < y oder y < z. Eine derartige
Aussage ist nicht fiir alle partiell-geordnete Mengen erfiillt, wie das folgende Beispiel
zeigt.

Beispiel 5.1.2 Es sei A eine Menge, P = P(A) die Potenzmenge von A, und C
sei die Mengeninklusion. Dann ist (P, C) eine partiell-geordnete Menge, denn fiir alle
X,Y, Z C A gilt offenbar:

XCcX
XCY,YcZ = XcZ
XCY,YCX = X=V.

Man beachte, dak es fir A # (), a € A und A # {a} immer unvergleichbare Ele-
mente beziiglich C gibt. Es sei etwa {a,b} C A, a # b. Dann sind {a} und {b}
unvergleichbar. [
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Eine partiell-geordnete Menge kann also Elemente enthalten, die nicht miteinander
zu vergleichen sind. Deswegen ist auch der Name partielle Ordnung aus Definition 5.1.1
gerechtfertigt.

Beispiel 5.1.3 Es sei A # () eine beliebige nichtleere Menge. Fiir alle a,b € A defi-
nieren wir eine partielle Ordnung durch

a<b << a=0

Dann sind alle verschiedenen Elemente unvergleichbar. Man sagt, (A4, <) besitzt die
diskrete Ordnung. [

Definition 5.1.3 Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge, und es gelte A C P.
Ein Element a heiltt kleinstes Element von A, wenn

acAund a <bfirallebe A

gilt. O

Satz 5.1.2 Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge, und es gelte A C P. Dann
besitzt A genau ein oder kein kleinstes Element.

Beweis: Es seien a und b kleinste Elemente von A. Nach Definition 5.1.3 gilt a < b
und b < a. Aufgrund der Antisymmetrie folgt a = b. 0

Beispiel 5.1.4 Das kleinste Element von IN ist 1. Z besitzt kein kleinstes Element.
Fiir jede Menge A ist () das kleinste Element der Potenzmenge P(A) von A. O

Definition 5.1.4 Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge, und es gelte S C P. x
heifst obere Schranke (englisch: upper bound) von S, wenn

re€Pund s<zfirallese S

gilt. Mit UB(S) bezeichnen wir die Menge aller oberen Schranken von S. Dann wird
die kleinste obere Schranke lub(S) von S (englisch: least upper bound) als kleinstes
Element von UB(S) definiert. O

Da es ein kleinstes Element nicht geben muf, muf auch lub(S) nicht in jedem Fall
existieren. Es gilt jedoch der folgende Satz.

Satz 5.1.3 Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge, und es gelte S C P. Die
kleinste obere Schranke lub(S) von S existiere. Dann ist lub(S) das eindeutige Element
r € P mit

s <z fiir alle s € S und = < y fiir alle y € UB(S).

Beweis: Da x = lub(S) existiert, erfiillt es als obere Schranke nach Definition 5.1.4 die
Relation s < z fiir alle s € S. Nach Definition 5.1.3 liefert x als kleinstes Element von
UB(S) die Giiltigkeit von = < y fiir alle y € UB(S). Die Eindeutigkeitsaussage des
Satzes folgt aus Satz 5.1.2. 0

Fiir die Potenzmenge P(A) von A wollen wir die kleinste obere Schranke einer
Menge S C P(A) bestimmen.
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Satz 5.1.4 Es sei A eine Menge und S C P(A). Dann gilt

lub(S) = | J X.

XeS

Beweis: Wir miissen die Eigenschaften einer kleinsten oberen Schranke aus Definiti-
on 5.1.4 fir U X nachpriifen. Da S eine Menge von Teilmengen von A ist, folgt
Xes

U X € P(A). Es sei weiter X' eine beliebige Menge aus S. Dann gilt offensichtlich
Xes

X' c U X, und wir erhalten, daf U X eine obere Schranke von S ist. Wir nehmen

Xxes Xes
schliefllich im Gegensatz zur Aussage des Satzes an, daf U X keine kleinste obere
Xes
Schranke ist. Dann existiert eine obere Schranke Y € UB(S) mit U X ¢ Y. Es gibt
Xes

also ein Element x € U X mit x ¢ Y. Wegen x € U X folgt jedoch x € Z fiir ein

XeSs Xes
geeignetes Z € S. Damit erhalten wir Z ¢ Y, einen Widerspruch zu Y € UB(S). O

Bezeichnungen: Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge und (z,, | n =0,1,...) =
(z, | » > 0) eine Folge von Elementen aus P. Dann wird lub{z, | n = 0,1,...}
mit lub(z,), V, o Zn oder auch, wenn keine Mifiverstidndnisse auftreten konnen, mit
\/ z,, bezeichnet. Statt von der kleinsten oberen Schranke spricht man auch von dem
Supremum der Folge. Gelegentlich schreiben wir (z,,) fiir (x, | n > 0). O

Definition 5.1.5 Es sei (P, <) eine partiell-geordnete Menge.
(a) (z,) heilt (aufsteigende) Kette in (P, <), wenn (x,) eine Folge von Elementen
aus P ist mit x, < z,,, fiir alle n € IN,.
(b) (P, <) heift vollstindige partiell-geordnete Menge (englisch: complete partially
ordered set, kurz: cpo), wenn (P, <) ein kleinstes Element L (englisch: bottom)
besitzt und, sofern (x,) eine Kette in (P, <) ist, lub(z,) in P existiert. O

Beispiel 5.1.5 Wir betrachten die partiell-geordnete Menge (IN, <). Fiir jede endliche
Kette

(o, T1y .-, Tp)

oder jede konstant werdende Kette
o< wp SWo <. ST =Tpyr = -
ist das maximale Element die kleinste obere Schranke. Dagegen besitzt die Folge
(zr | k>0) mit x, =2°

keine obere Schranke. Um auch in solchen Fillen formal eine kleinste obere Schranke
zu erhalten, erweitern wir (IN, <) zu (INU {oo}, <), wobei z < oo definiert wird fiir
alle z € IN. Dann ist (INU {oo}, <) eine vollstindige partiell-geordnete Menge (cpo),
denn 1 ist das kleinste Element und lub(x,,) = oo, falls (x,,) kein maximales Element
besitzt. U
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Beispiel 5.1.6 Wir betrachten die partiell-geordnete Menge (IR, <). Sie besitzt kein
kleinstes Element. Die Teilmenge {z | 0 < z} hat dagegen ein kleinstes Element 0,
aber keine obere Schranke.

Die reellen Zahlen erfiillen jedoch die Vollsténdigkeitseigenschaft: Ist (x,,) eine Ket-
te in (R, <) mit UB(z,) # 0, dann existiert lub(z,). Diese Eigenschaft muf nicht in
jeder partiell-geordneten Menge gelten. Es sei zum Beispiel P = {z |z < 0}U{z | 0 <
z} C IR. Ersichtlich ist (P, <) partiell-geordnet. Wir definieren die Folge (x,,) durch

1 1

To=—1,0,=—-—,... Tp = ———"y.e.n.
0 sy U1 27 ) 7’L+1

Dann gilt UB(z,,) = {z | 0 < 2} # 0. Da die Folge von links gegen 0 ¢ P konvergiert,
existiert allerdings lub(x,,) nicht. O

Beispiel 5.1.7 Es sei X ein Alphabet. Dann ist die Teilwort-Ordnung <g,, fiir x,y €
X* durch
T <gup Yy <= es existieren u,v € X* mit uzv =y

definiert. Durch Uberpriifung von Definition 5.1.1 stellt man sofort fest, daf (X*, <¢up)
eine partiell-geordnete Menge ist. Das kleinste Element ist . Bei einer nicht konstant
werdenden Kette werden die Worter immer linger, so dafs es keine kleinste obere
Schranke gibt und somit (X*, <) keine cpo ist. O

Das néchste Beispiel ist fiir die Anwendung der Fixpunkttheorie von grofer Be-
deutung.

Beispiel 5.1.8 Es sei (P, C) mit P = P(A) die partiell-geordnete Menge aus Beispiel
5.1.2. (P, C) ist eine cpo, denn () ist ihr kleinstes Element und fiir jede Kette (X,,) von
Teilmengen von A existiert nach Satz 5.1.4 die kleinste obere Schranke lub(X,,) = |J X,
als ein Element von P.

Als Verallgemeinerung dieser cpo betrachten wir fiir ein festes k € IN
(P, <).

Ist pr; : (P(A))* — P(A) die i-te Projektion, die die i-te Komponente eines k-Tupels
aus (P(A))* liefert, so ist fiir Y, Z € (P(A))* die Relation Y < Z definiert durch
pr;Y C priZ fiir alle i = 1,..., k. Das kleinste Element von ((P(A))*, <) ist offenbar
(@,...,0) (k-mal). Wenn wir im Beweis von Satz 5.1.4 fiir S die Kette (X,,) einsetzen
und die Inklusion durch die Relation < ersetzen, so 1dft sich der dortige Beweis voll-
stéindig iibertragen. Wir erhalten also, dak jede Kette (X,) von k-Tupeln in (P(A))*
das k-Tupel

lub(X,,) = (JpriXa), .. preXa)) € (P(A))F
als kleinste obere Schranke besitzt. Folglich ist ((P(A))*, <) eine cpo. O

Satz 5.1.5 Es sei X ein Alphabet und A = X*. (X,,) und (Y},) seien Ketten in
(P(A), C). Dann sind (X, Y,) und (X, UY,) Ketten in (P(A), C), und es gilt

lub(X,,Y;,) = lub(X,,)lub(Y;) und lub(X, UY}) = lub(X,) U lub(Y},).
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Beweis: Da fiir Mengen X', X" Y und Y mit X' C X" und Y’ C Y die Inklusionen
X'UY' c X"uY"sowie XV'={w|ueX' c X" veY' CcY"} Cc X"Y"

gelten, sind (X, UY},) und (X,Y;) Ketten.

Wir nehmen an, daf S = lub(X,,)lub(Y;,) nicht die kleinste obere Schranke ist.
Dann existiert ein Z € UB(X,Y,) mit S = (| X,)(JY») € Z. Folglich gibt es ein = €
S mitx & Z. Wegen z € (|JX,,)(JY,) erhélt man z € XY, fiir geeignete r und [. Es
sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit [ > r. Dann gilt wegen der Ketteneigenschaft
z € X;Y; und damit X;Y; ¢ Z. Das ist ein Widerspruch zu Z € UB(X,,Y,).

Analog wird der Beweis fiir lub(X,, UY},) gefithrt. Dabei ist allerdings die Ketten-
eigenschaft nicht notig. [

Die Aussage dieses Satzes in bezug auf die Vereinigungsbildung gilt auch, falls A
eine beliebige Menge ist.

Definition 5.1.6 Es seien (A, <4) und (B, <p) partiell-geordnete Mengen und f :
A — B eine Abbildung. f : (A, <4) — (B, <p) heillt monoton, wenn aus r <, y mit
z,y € A die Relation f(z) <p f(y) folgt. O

Wenn keine Mifverstdndnisse moglich sind, verwenden wir im folgenden fiir <4
und <p dasselbe Zeichen <. Zur Vereinfachung sagen wir oft auch, dak f: A — B
monoton ist, und wir sprechen von den partiell-geordneten Mengen A und B.

Beispiel 5.1.9 (a) f: (R, <) — (R, <) mit f(z) =z + 1 ist eine monotone Funk-
tion.
(b) Es seien A, B # ), und es gelte A C B und b € B — A. Dann ist die durch
f(C) = C U {b} definierte Funktion f : P(A) — P(B) monoton.
(c) Essei X ein Alphabet und A = X*. Wir betrachten die partiell-geordnete Menge
(P(A), C). Es sei weiter L C X*. Dann definieren wir

Sub(L) = {z € X* | es existiert y € L mit  <gp, y}.
Die durch L + Sub(L) gegebene Abbildung ist monoton auf der partiell-
geordneten Menge (P(A4),C). O
Die niichste Definition verbindet Uberlegungen der diskreten Mathematik mit Kon-

zepten der Analysis.

Definition 5.1.7 Esseien (D, <) und (D', <) vollsténdige partiell-geordnete Mengen,
und f : D — D’ sei eine Abbildung. f : (D, <) — (D', <) heilst stetig, wenn fiir jede
Kette

To<z <a9<... InD

die kleinste obere Schranke \/ f(z,) der Folge (f(x,) | n > 0) in D’ existiert und

erfills. O
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Man erkennt die Analogie mit der Definition der Stetigkeit in der Analysis, wenn
man \/ durch lim ersetzt. Es ist ja f : R — IR stetig, falls fiir eine Folge (z,) von
reellen Zahlen die Limites lim z,, und lim f(z,) existieren und

n—oo n—oo

g, f(on) = flig, =)
gilt.

Satz 5.1.6 Es seien (D, <) und (D', <) vollstindige partiell-geordnete Mengen, und
f: D — D' sei eine Abbildung. Ist f stetig, dann ist f auch monoton.

Beweis: Es sei f: (D, <) — (D', <) stetig. Fiir a,b € D gelte a < b. Wir betrachten
die Kette

a<b<b<b<...

Thre kleinste obere Schranke ist b. Nach Definition 5.1.7 ist lub{f(a), f(b)} = f(b). Es
folgt f(a) < f(b). O

Wir kénnen aus diesem Satz schlieken, daf fiir eine stetige Funktion die Folge
(f(x,) | n > 0) aus Definition 5.1.7 ebenfalls eine Kette ist.

Satz 5.1.7 Es sei A eine Menge und k£ € IN.
(a) Die Projektionsabbildungen pr; : ((P(A))*, <) — (P(A),C), 1 < j <k, sind
stetig.
(b) Es sei A" eine beliebige Teilmenge von A. Dann ist die durch die Zuordnung
g(Vi,..., Vi) = A fir Vi,...,Vp € P(A) gegebene konstante Abbildung g :
(P(A)*F, <) = (P(A), C) stetig.

Beweis: Es sei (X,,) eine Kette in (P(A))~.
(a) Nach Beispiel 5.1.8 ist (pr;X,) eine Kette in der cpo P(A), die eine kleinste
obere Schranke besitzt. Unter Verwendung von Beispiel 5.1.8 erhalten wir

VpriX,) = [JoriX,)
= prj(U(pran),...,U(pran)) = prj(\/Xn).

(b) Wegen g(X,) = A’ folgt \/ g(X,) =\/A' =4 =g(\/X,). O
Satz 5.1.8 Es sei X ein Alphabet und A = X* und hy,hy : (P(A))F, <) —
(P(A),C) seien stetige Abbildungen. Damit werden Abbildungen Ay - ho,

hi + hy :((P(A))*, <) = (P(A), C) durch

(hlhg)(‘/i,,‘/]c) = h,l(Vl,,Vk)hg(Vl,,Vk) und
(hi +ha)(Viyo o, Vi) = hi(Va,. ., V) Uhe(Vh, ..., Vi)

definiert. Dann sind h; - hy sowie hy + ho stetig.
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Beweis: Es sei (X,,) eine Kette in (P(A4))*. Mit Satz 5.1.5 und der Stetigkeit von h;
und ho folgt

V(b1 - ho)(X,) = \/(hl(X ) - ha(X,) :\/th -\/hQX

und

V(b +52)(X0) = \/(hi(Xa) Uha(X,)) = \/ ha(X0) U/ ha(X,)
= h(\/ Xn)Uh(\/ X0) = (s + ho)(\/ Xu). O

Die Aussage dieses Satzes in bezug auf die Vereinigungsbildung gilt auch, falls A
eine beliebige Menge ist.

Satz 5.1.9 Es seien [ : (4,<) — (B,<) und g : (B, <) — (C, <) stetige Abbildun-

gen. Dann ist auch go f : (A, <) — (C, <) stetig.

Beweis: Es sei (z,) eine Kette in A. Dann ist nach den Bemerkungen im Anschlufs
an den Beweis von Satz 5.1.6 (f(x,)) eine Kette in B. Somit gilt

V(o @) = V(@) = 9\ flan)
g(f(Vzn) = (go )\ z). B

Satz 5.1.10 Eine Abbildung g : ((P(A))*, <) — ((P(A))*¥, <) ist stetig genau dann,
wenn prjog=g;: ((P(A))*, <) — (P(A),C) fiir alle j = 1,..., k stetig ist.

Beweis: Ist g stetig, so folgt mit Hilfe von Satz 5.1.7(a) und Satz 5.1.9, daf g; stetig ist.
Fiir die andere Beweisrichtung stellen wir zunéchst fest, daf fiir Teilmengen Vi,..., Vi
von A offenbar

gViso Vi) = (@ (Vi Vi), ge(Vis o Vi)
gelten muf. Es sei nun (X,,) eine Kette in (P(A))*. Wegen der Stetigkeit der g; sind
die ¢;(X,) Ketten in P(A). Dann gilt
Voxn) = VX, ... (X))
= (\/ g1(Xn), .., \/gk(Xn)) (nach Beispiel 5.1.8)
= (gl(\/ Xn),. .. ,gk(\/Xn)) (wegen der Stetigkeit der g;)

= g(\/Xn)

Definition 5.1.8 Es sei (A, <) eine partiell-geordnete Menge und f : A — A eine
Abbildung. a € A heikt Fizpunkt von f, wenn f(a) = a gilt. a € A heilt kleinster
Fizpunkt von f, wenn a ein Fixpunkt von f ist und fiir alle Fixpunkte b von f die
Relation a < b gilt. O
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Diese Begriffe wollen wir an einem einfachen Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 5.1.10 Fixpunkte kénnen existieren oder auch nicht. Fiir die identische Ab-
bildung id : IN — IN sind alle n € IN Fixpunkte. Dabei ist 1 der kleinste Fixpunkt.
Die Abbildung s : IN — IN mit s(n) = n + 1 besitzt dagegen keinen Fixpunkt.

Fiir die Abbildung id : Z — Z sind alle z € Z Fixpunkte. Es existiert jedoch kein
kleinster Fixpunkt. [

Der folgende Satz ist zum Beweis des Kleeneschen Fixpunktsatzes notig.

Satz 5.1.11 Es sei (P, <) eine vollsténdige partiell-geordnete Menge, und z; < xo <
23 < ...und y; < yo < ys < ... seien Ketten in P, die die folgenden Eigenschaften
erfiillen:
(a) Fiir alle z; gibt es ein y; mit z; < y;.
(b) Fiir alle y; gibt es ein z; mit y; < z;.
(Man sagt, (z;) und (y;) sind kofinal ineinander enthalten.)

Dann folgt
Vo=V

Beweis: Es sei a = \/ z; und b = \/ y;. Zu zeigen ist a < b und b < a. Wir zeigen b < a
(analog wird a < b bewiesen). Es werde ein beliebiges y; gewéhlt. Nach (b) existiert ein
k mit y; < xj. Dann gilt y; <z <\/z; = a. Aufgrund der Transitivitdt von < folgt
y; < a. Da y; beliebig ist, erhalten wir a € UB(y;) und damit b = lub(y;) <a. O

Satz 5.1.12 (Kleenescher Fixpunktsatz) Es sei (D, <) eine vollstindige partiell-
geordnete Menge und f : (D, <) — (D, <) eine stetige Abbildung. L sei das kleinste
Element von (D, <). Es sei f* = fo---0 f die n-fache Komposition von f mit sich
selbst. Dann besitzt f einen kleinsten Fixpunkt, und zwar

\VARAIES]

neiNy

Beweis: Man setze ap =1 und a,, = f*(L) fiir n € IN. Offenbar gilt ay =1< ay. Da f
als stetige Funktion auch monoton ist, folgt daraus f(ap) < f(a1), d.h. a1 < ay. Wir
gehen nun weiter induktiv vor und nehmen an, daf f*(L) < f**'(L) fiir ein n € IN
gilt. Wegen der Monotonie von f erhalten wir f"*1(L) < f"*2(1). Wir sehen also,
dak (a; | i > 0) eine (aufsteigende) Kette ist. Da (D, <) eine cpo ist, existiert somit
die kleinste obere Schranke ¢ = \/ a;. Aus der Stetigkeit von f schlieffen wir

fe)=f(Va) =\ fla) =\ aips.

Die Ketten ag < a1 < as <...mit \/a; =cund a1 <ay <az <...mit \/ a1 = f(c)
sind offensichtlich kofinal ineinander enthalten. Nach Satz 5.1.11 folgt ¢ = f(¢), d.h.,
¢ ist ein Fixpunkt von f.

Wir nehmen nun an, daf d ein beliebiger Fixpunkt von f ist, also f(d) = d. Es
gilt a9 =1< d. Aus der Monotonie von f folgt a; = f(L) < f(d) = d und daraus
az = ff(L) < ff(d) = d usw. Man erhilt also d € UB(a; | 7 > 0). Da ¢ die kleinste
obere Schranke von (a; | i > 0) ist, ergibt sich ¢ < d. Somit ist ¢ der kleinste Fixpunkt
von f. O
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5.2 Fixpunkttheorie und kontextfreie Sprachen

Wir kommen auf das zu Beginn dieses Kapitels betrachtete Beispiel zuriick.

Beispiel 5.2.1 Man betrachte die kontextfreie Grammatik G = (Vy, Vpr, X, F)) mit
Vv ={X}, Vr={(,)} und

F={X—->XX,X— (X),X— ()}

Wir fassen X als Mengenvariable auf und definieren eine Abbildung g : P(V}) —
P (V) durch

9(X) = XX + (X) + (),
die sich durch ,,Addition“ der Produktionen von G ergibt. Dabei wird + als Vereini-
gungsbildung interpretiert. Ist X eine beliebige Menge, dann ist

XX = {wv]|u,ve X} (Konkatenation von X mit sich selbst)
(X) = {GXD} ={(w) [uec X}
0 = {0}

Spater werden wir sehen, daf g stetig ist. Dann existiert nach Satz 5.1.12 die kleinste
obere Schranke \/ ¢"(L), die auch der kleinste Fixpunkt von ¢ ist. Man erhilt

9@ = {0}
99(0) = 9({03) =1{00,(0), 0}

usw.

Man iiberlegt sich, daf die Vereinigung dieser Folgen die Sprache der , passenden®
Klammerstrukturen ergibt. [l

Beispiel 5.2.2 Es sei G = (Vy, Vr, X1, F) eine kontextfreie Grammatik. Dabei sei
Vi = {Xy, Xo, X3}, Vi = {a, b} und

F = {X1 — XQ,Xl — X3,X2 — CLXQb, Xy — ab, X3 — nga,Xg — ba}

Offenbar gilt
L(G) ={a™" | n > 1} U {b"a" | n > 1}.

Wie in Beispiel 5.2.1 betrachten wir X;, Xy und X3 als Variablen, die ihre Werte in
P (V) annehmen. Die rechten Seiten der Produktionen mit jeweils gleicher linker Seite
werden aufaddiert und der entsprechenden Komponente einer Funktion g : (P(V}))? —
(P(V#))? zugeordnet. Wir erhalten so

g(Xl, XQ, X3) = (X2 + X3, anb + ab, ngCL + ba)
Dabei ist z.B. aXsb + ab eine Abkiirzung fiir {a}X,{b} U {ab}. Nach Beispiel 5.1.8
ist ((P(V4))?, <) eine cpo mit kleinstem Element L= ((),(, ), und die Relation < ist

durch
(}/17}/27)[3) S (Z17Z27Z3) <~ }/1 C Z17Y'2 C ZZ:% C Z3
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gegeben. Wenn (X7}, X! X?!) eine Kette in (P(V;))? ist, dann gilt
lub(XF, 3, X3) = (U1 U x5 U x5 € (P,

die kleinste obere Schranke wird also komponentenweise gebildet. Wir werden spéater
sehen, daf g stetig ist. Dann wird nach Satz 5.1.12 der kleinste Fixpunkt von g durch

(L) = (0,0,0)
H(L) = (0, {ab}, {ba})
2(L) = g(0,{ab},{ba}) = ({ab,ba}, {a*b?, ab}, {b*a* ba})

Usw.

0

Q @ v

bestimmt. Durch Induktion iiber m erhalt man

g™ (0, 0,0)
= ({a*bF, 0%a* | 0 < k <m}, {afb* | 0 < k < m}, {bFa® | 0 < k < m}).

Dann folgt
V g"(L) = (L(G) {aV | j > 1},{vd’ | j > 1}).

me Ny

Wir sehen also, dafs L(G) die erste Komponente des kleinsten Fixpunktes von g ist. [

Allgemein werden wir in Satz 5.2.1 feststellen, daf jede kontextfreie Grammatik
mit k Nichtterminalzeichen eine stetige Abbildung g : (P(V3)* — (P(V}))* be-
stimmt. Jede Komponente ist mit einem anderen Nichtterminalzeichen assoziiert. Ist
(Ly,..., L) der kleinste Fixpunkt und gehort die erste Komponente zum Anfangs-
symbol der Grammatik, dann werden wir in Satz 5.2.2 zeigen, daf L, = L(G) gilt.

Definition 5.2.1 Es sei G = (Vy, Vy, Xy, F) eine kontextfreie Grammatik. Dabei
gelte Vy = {X,,..., X}} mit £ € IN. Die Produktionen aus F mit X;, j = 1,...,k,
auf der linken Seite seien durch

Xj—>Pj1,---,Xj—>ijj

mit k; € INy gegeben. Diese k; Produktionen konnen fiir jedes j, j = 1,..., k, jeweils
als eine Abbildung g; : (P(V;))F — P(V}) aufgefakt werden, die in der Form

gj(Xla---;Xk:) :B1++P]k]
geschrieben werden kann, mit den Nichtterminalzeichen X, ..., X} als Variablen iiber
P(Vy). Fur V; € P(V}), i = 1,...,k, ergibt sich somit g;(Vi,..., V), indem man in
Pj1 + - - -+ Pj; jedes Vorkommens von X; durch V; ersetzt (Interpretation von + und

Konkatenation wie in Beispiel 5.2.1). Dann ist die Abbildung g : (P(V3#))* — (P(V}))*
der Grammatik G durch

g(‘/la7Vk):(gl(‘/177%)779/6(%77%))

definiert. O
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Man beachte, daf speziell fiir k£; = 0 die Abbildung g; in der Form g;( Xy, ..., X;) =
(0 geschrieben wird. Aukerdem folgt aus der Definition von ¢ die Giiltigkeit von ¢; =
prjog,j =1,...,k. Diese Gleichung werden wir in den Beweisen der néchsten beiden
Satze verwenden.

Satz 5.2.1 Die Abbildung g : (P(V}))* — (P(V}))* einer kontextfreien Grammatik
ist stetig auf ((P(V}))*, <).

Beweis: Wir stellen zunéchst fest, dak fiir jedes P € (Vy U Vp)* die durch
h(Xy,...,Xy) = {P} gegebene Funktion h : (P(V;#))* — P(V}) wegen Satz
5.1.7 sowie Satz 5.1.8 (Multiplikation) stetig ist. Dies wollen wir an dem Beispiel
P = abXjc mit a,b,c € Vp verdeutlichen. Die durch fi(X,...,X;) = {ab} und
fa(X1, ..., Xk) = {c} gegebenen konstanten Funktionen sind nach Satz 5.1.7(b) ste-
tig, und die Projektionsfunktion pr;(Xy,..., X;) = X, ist nach Satz 5.1.7(a) stetig.
Aus Satz 5.1.8 (Multiplikation) folgt dann, daf h = fy - pr; - f, stetig ist. Weiter folgt
aufgrund der Definition der g; (siehe Definition 5.2.1) und Satz 5.1.8 (Addition) die
Stetigkeit der g;, j = 1,..., k. Wegen g; = pr; o g schliefen wir aus Satz 5.1.10, dak ¢
stetig ist. [

Nach Satz 5.1.12 besitzt die stetige Abbildung ¢g den kleinsten Fixpunkt \/ g" (L)
n>0
mit L= (0,...,0) (k-mal). -

Im Beweis des folgenden Satzes werden Ableitungsbaume kontextfreier Gramma-
tiken bendtigt. Wir wollen sie hier nicht formal einfiihren. Durch das folgende Beispiel
wird dieser Begriff deutlich gemacht. Der Strukturbaum aus Beispiel 4.1.2 stellt schon
einen Ableitungsbaum dar.

Beispiel 5.2.3 Es sei G = ({X},{a,b}, X, {X — a,X — b, X — XX}) eine kon-
textfreie Grammatik. Es gilt offenbar L(G) = {a,b}". Zur Erzeugung des Wortes
aba € L(G) gibt es unter anderem folgende Moglichkeiten:

(1) X = XX = XXX = aXX=abX=aba
2) X = XX = Xa = XXa=aXa=aba
B) X = XX = aX = aXX=abX=aba

Diese Ableitungen lassen sich durch zwei Ableitungsbdume darstellen:
a b a

b
| | | |
X X a a X X
N NS
X X X X
N S N S
X X
Ableitungsbaum fiir (1) und (2)  Ableitungsbaum fiir (1) und (3)

112



5.2. Fixpunkttheorie und kontextfreie Sprachen

Die Knoten der Baume sind mit Zeichen aus Vy = {X} oder Vi = {a, b} bezeichnet.
Die Wurzel ist der einzige Knoten der Hohe 0. Die unmittelbar dariiber liegenden
Knoten haben die Hohe 1 usw. Beide Bédume haben die Hohe 3. Die Bléitter sind
mit Terminalsymbolen oder ggf., jedoch nicht in unserem Beispiel, mit € bezeichnet.
Verschiedene Ableitungen kénnen, wie wir auch an diesem Beispiel sehen, denselben
Ableitungsbaum besitzen. [

Satz 5.2.2 Es sei G eine kontextfreie Grammatik und g die Abbildung von G. Dann
ist die erste Komponente des kleinsten Fixpunktes von g gleich L(G).

Beweis: Es sei G = (Vi, Vp, X1, F) mit Vy = {Xj, ..., Xi}. Durch Induktion beweisen
wir die folgende Behauptung:

Fiir w € V' existiert genau dann ein Ableitungsbaum mit der durch
X; bezeichneten Wurzel und der Héhe < n, wenn w € pr;(¢g"(L))
gilt.

Wir erinnern zuniichst daran, daf L= ((,...,0) (k-mal) gilt.

Fiir n = 1 wird ein Ableitungsbaum fiir w mit der durch X, bezeichneten Wurzel
durch eine Produktion X; — w gegeben. Nach Definition 5.2.1 ist das genau dann
der Fall, wenn w als Term in der Definition von g; erscheint, also g;(Xy,...,X;) =
o4+ w+ - gilt. Wegen w € Vi ist dies dquivalent zu w € g;(L) = pr;(g(L)).

Wir nehmen nun an, daf die Behauptung fiir alle m < n erfiillt ist.

Fiir w € V! existiere ein Ableitungsbaum der Hohe < n + 1, dessen Wurzel mit
X, bezeichnet ist. Wir betrachten die Knoten der Héhe 1 und nehmen an, dak ihre
Bezeichnungen, von links nach rechts konkateniert, das Wort

a = UlXa1U2...XalUl+l € (VNUVT)*,
Vi, U141 € VI Xal,...,Xal €V, L € INy,

liefern. Zu diesem Wort gehort die Produktion X; — «, es ist also ¢;(Xy,..., X)) =
oo+ a4 e Jedes Xy, € Vi, A = 1,...,[, bezeichnet die Wurzel eines Baums
der Hohe < n, der ein Teilwort w,, von w ableitet. Nach Induktionsannahme gilt
Wy, € Pray(9™(L)). Wir betrachten nun pr;(¢g"*t* (L)) = g¢;(¢"(L)). Ein spezielles
Wort dieser Menge erhalten wir, wenn wir im Term « von g; die Variablen X,, durch
Wa, € Pra, (¢"(L)) ersetzen. Damit ist vjwa, V2. .. wWa, V41 = w € gj(g"(L)).

Diese Argumente sind umkehrbar. Es sei w € pr;(¢g"*' (L)) = g;(¢"(L)). Dann
ist w mit Hilfe eines Terms aus g; gewonnen worden. Wir nehmen an, daf er einer
Produktion

X] — = 'UlXaIUQ c. Xal'UH»l

wie oben entspricht. Dann hat w die Darstellung w = vjwq,, v2 ... We, V141 Mit w,, €
pra, (¢"(L)). Nach Induktionsannahme existiert fiir w,, € V' ein Ableitungsbaum
der Hohe < n, dessen Wurzel mit X,, bezeichnet ist. Das Einsetzen dieser Ablei-
tungsbaume an der Stelle der jeweiligen X, in der Produktion X; — « liefert einen
Ableitungsbaum fiir w € V7 mit der durch X; bezeichneten Wurzel und der Héhe
< n+ 1. Damit ist der Induktionsbeweis beendet.
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5. Fixpunkttheorie und kontextfreie Sprachen

Aus der eben bewiesenen Behauptung ergibt sich, daft X; =* w mit w € V, also
w € L(G), genau dann erfiillt ist, wenn ein n > 1 existiert mit w € pry(¢g™(L)). Das
bedeutet, dafs

we (Jpr(g"(L)

gilt. Wegen der Stetigkeit von pr; erhalten wir dquivalent
w e pri(\/ ¢"(1)).
n>0

Somit ist L(G) nach Satz 5.1.12 die erste Komponente des kleinsten Fixpunktes
\/ g"(L) von g. O

n>0

Die Aussage von Satz 5.2.2 kann man so interpretieren, daf ¢(X,..., X)) als
ein System von Gleichungen aufgefatt und nach Xy, ..., X} aufgelost wird. Fiir den
kleinsten Fixpunkt (V3,..., V%) von g gilt ja g(Vi,..., Vi) = (V4,..., Vk). So mochten
wir in Beispiel 5.2.1 die Gleichung

X=XX+(X)+()
auflosen nach der Mengenvariablen X und in Beispiel 5.2.2 das Gleichungssystem

X1 - X2 + X3
X2 = anb + ab
X3 = nga + ba
nach den Mengenvariablen X;, X5 und Xj3. Diese Betrachtungsweise der Abbildung

g einer kontextfreien Grammatik G wird auch im folgenden Satz angenommen. Die
erhaltene Aussage ist aber allgemeiner giiltig.

Satz 5.2.3 Es seien A, B C V* Sprachen iiber dem Alphabet V. Die kleinste Losung
der Gleichung
X=AX+B

ist A*B, wobei A* = U A" gilt (siehe Definition 4.1.1).
nelNg

Beweis: Es ist (P(V*), C) nach Beispiel 5.1.8 eine vollsténdige partiell-geordnete Men-
ge mit L= (. Wir definieren eine Abbildung g : P(V*) — P(V*) durch

g(X) = AX + B.

Nach den Siitzen 5.1.7 und 5.1.8 ist g stetig. Es gilt g(0) = B, ¢*(0) = AB U B und
allgemein ¢" ™ () = A"BU A" 'BU---UABUB fiir n € INy. Nach Satz 5.1.12 folgt,
daR QU BUABU A?BU --- = A*B der kleinste Fixpunkt von ¢ ist. [

Man kann zeigen, daf die Sprache A*B vom Typ 3 ist, wenn A und B vom Typ
3 sind. Die Gleichung X = AX + B muf, wie wir sehen, nicht unbedingt aus den
Produktionen einer Grammatik herriihren. Wir erhalten in Satz 5.2.3 direkt eine ge-
schlossene Losung A*B. Es ist nicht nétig, wie in Satz 5.2.2 die Folge L, g(L), g?(L)
usw. zu berechnen.

Analog zu Satz 5.2.3 kann der folgende Satz bewiesen werden.
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5.2. Fixpunkttheorie und kontextfreie Sprachen

Satz 5.2.4 Es sei V ein Alphabet und A, B C V* Sprachen iiber V. Die kleinste
Losung der Gleichung
X=XA+B

ist BA*. O

Beispiel 5.2.4 Wir betrachten das Gleichungssystem
(1) X1 :CLX1+bX2+CL
(2) XQZCLX1+CLX2+I)

Dabei sind X; und X, Variablen iiber P(V*), wobei V' = {a,b} gilt. Mit Hilfe von
Satz 5.2.3 erhalten wir aus (1)

(3) X1 = a*(bX2 + Cl),
wobei a* als abkiirzende Schreibweise fiir {a}* verwendet wird. Einsetzen von (3) in
(2) und anschliefende Umordnung liefert

(4) Xy = (aa*b + a) Xy + aa*a + b.
Erneute Anwendung von Satz 5.2.3 ergibt
(5) Xy = (aa*b+ a)*(aa*a + b).

Durch Einsetzen von (5) in (3) finden wir dann die kleinste Losung fiir X, ndmlich
a*(b(aa*b + a)*(aa*a+b) +a). O

Beispiel 5.2.5 Wir betrachten den folgenden endlichen erkennenden Automaten E:

Entsprechend dem Beweis von Satz 4.3.5 konstruieren wir zwei Typ-3-Grammatiken
G 4 und Gp, die beide dieselbe Produktionenmenge F' haben. Dabei ist F' durch die

Produktionen
A— Ab, A— Bb, A — ¢,

B — Aa,
C — Ba, C —=Ca, C—=Cb

gegeben. Die Anfangssymbole sind A bzw. B. In den Grammatiken ist C' von A oder
B aus nicht erreichbar, so daf die Produktionen, die C' enthalten, entfallen kénnen.
Nach dem Beweis von Satz 4.3.5 ist L(E) = L(G4) U L(Gp). Diese Vereinigung wird
durch die Grammatik G erzeugt, die wir durch Hinzunahme der Produktionen

Y A Y —>B

erhalten, wobei das neue Symbol Y das Anfangssymbol ist. L(E) = L(G) ist nun die
zu Y gehorende Komponente des kleinsten Fixpunktes der Abbildung der Grammatik
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5. Fixpunkttheorie und kontextfreie Sprachen

G, d.h. die kleinste Losung fiir Y im Gleichungssystem

A = Ab+Bb+¢
B = Aa
Y = A+ B.

Einsetzen von B in der ersten Gleichung liefert
A=Ab+ Aab+¢ec = A(b+ ab) +¢.

Nach Satz 5.2.4 ist
A=c¢c(b+ab)* = (b+ ab)*

die kleinste Losung fiir A. Somit ist
Y=A+B=A+Aa=A(e+a)=(b+ab)*(¢ +a)
die kleinste Losung fiir Y. Es folgt

L(E) ={b,ab}"{e,a}. O
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