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(Deterministische) Turingmaschine

(K,Σ,δ,s,H)

K endliche Menge von Zuständen

Σ Alphabet, t,B ∈ Σ, ←,→6∈ Σ

s s ∈ K; Startzustand

H H ⊆ K; Menge der Endzustände (Haltezustände)

δ Übergangsfunktion
δ : (K−H)×Σ 7→ K× (Σ∪{←,→}),
so dass für alle q ∈ K−H und a ∈ Σ gilt:
falls δ(q,B) = (p,b), dann ist b =→
falls δ(q,a) = (p,b), dann ist b 6= B
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Sei M = (K,Σ,δ,s,H) eine Turingmaschine. Ein Element

von

K×BΣ∗× (Σ∗(Σ−{t})∪{ε})

heißt Konfiguration von M. Eine Konfiguration (q,wa,u)
heißt Haltekonfiguration, falls q ∈ H.
Abkürzende Schreibweise: (q,wau) statt (q,wa,u)

(q1,w1a1u1) `M (q2,w2a2u2)
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Diagrammnotation

Kombination von Turingmaschinen

Mi = (Ki,Σ,δi,si,Hi), i = 1,2,3, Ki∩K j = /0 für i 6= j

M3

b

M2
a

M1>
M = (K,Σ,δ,s,H)

K = K1∪K2∪K3

s = s1, H = H2∪H3

q ∈ Ki−Hi: δ(q,a) = δi(q,a)

q ∈ H1: δ(q,a) = s2, δ(q,b) = s3
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Beispiel:

Rt

> Lt R

t

tR2
taL2

ta
a 6= t

(twt) `∗M (twtwt)
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Turingmaschinen-Berechnungen

Rekursive Sprachen

M = (K,Σ,δ,s,H = {y,n}) w ∈ (Σ−{t,B})∗

(s,Btw) Startkonfiguration

(y, . . .) akzeptierende Haltekonfiguration

(n, . . .) verwerfende Haltekonfiguration

M akzeptiert Eingabe w, falls M aus (s,Btw) in eine ak-
zeptierende Haltekonfiguration übergeht. M verwirft Ein-
gabe w, falls M aus (s,Btw) in eine verwerfende Halte-
konfiguration übergeht.
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(s,Btw) `∗M . . .

Berechnung ist akzeptierend
oder Berechnung ist verwerfend
oder Berechnung ist unendlich

M entscheidet (decides) eine Sprache L ⊆ Σ∗0 mit Σ0 ⊆
Σ−{t,B}, falls für jedes Wort w aus Σ∗0 gilt: Falls w ∈ L,
so akzeptiert M das Wort w, und falls w 6∈ L, so verwirft
M das Wort w. Eine Sprache L heißt rekursiv, falls es eine
deterministische Turingmaschine gibt, die L entscheidet.
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Die Sprache anbncn ist turing-entscheidbar:

dR dR dR> R

d a,d b,d

a b c

Y N

t b,c c,t a,t

c

Lt
t

a,b,d
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Rekursive Funktionen

M = (K,Σ,δ,s,H = {h}), Σ0 ⊆ Σ−{t,B}, w ∈ Σ∗0
Falls

(s,Btw) `∗M (h,Btv)

so heißt v die Ausgabe von M bei der Eingabe w und wird
als M(w) bezeichnet.

M berechnet eine Funktion f : Σ∗0 7→ Σ∗0, falls M(w) =
f (w) für alle w∈ Σ∗0. Eine Funktion f heißt rekursiv, falls
es eine deterministische Turingmaschine M gibt, die f
berechnet.
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Binärnotation:

w = a1a2 . . .an ∈ {0,1}∗

num(w) = a1 ·2
n−1 +a2 ·2

n−2 + · · ·+an

M = (K,Σ,δ,s,H = {h}) berechnet f : N
k 7→ N, falls für

alle w1, . . . ,wk ∈ 0∪1(0∪1)∗ gilt

num(M(w1; . . . ;wk)) = f (num(w1), . . . , num(wk))

Eine Funktion f : N
k 7→ N heißt rekursiv, falls es eine

deterministische Turingmaschine M gibt, die f berechnet.
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Beispiel:

1LtL

1SRLt

0

0

t

>Rt

1

succ(n) = n+1
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Rekursiv aufzählbare Sprachen

M = (K,Σ,δ,s,H), Σ0 ⊆ Σ−{t,B}, L⊆ Σ∗0

M akzeptiert (semi-entscheidet (semidecides)) L, falls gilt:

M hält bei Eingabe w ⇐⇒ w ∈ L

Eine Sprache L heißt rekursiv aufzählbar genau dann wenn
es eine deterministische Turingmaschine M gibt, die L
akzeptiert. Wir sagen dann auch, dass M ein Semi-Ent-
scheidungsverfahren für L ist.
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Notation:

M(w) =↗ genau dann wenn M bei Eingabe w nicht hält.

Satz: Falls eine Sprache eine rekursive Sprache ist, so ist
sie auch rekursiv aufzählbar.

�

Satz: Falls eine Sprache L eine rekursive Sprache ist, so
ist auch ihr Komplement L eine rekursive Sprache.

�
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(s,Btw) `∗M . . .

Berechnung ist akzeptierend
oder Berechnung ist verwerfend
oder Berechnung ist unendlich

M entscheidet (decides) eine Sprache L ⊆ Σ∗0 mit Σ0 ⊆
Σ−{t,B}, falls für jedes Wort w aus Σ∗0 gilt: Falls w ∈ L,
so akzeptiert M das Wort w, und falls w 6∈ L, so verwirft
M das Wort w. Eine Sprache L heißt rekursiv, falls es eine
Turingmaschine gibt, die L entscheidet.
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Rekursiv aufzählbare Sprachen

M = (K,Σ,δ,s,H), Σ0 ⊆ Σ−{t,B}, L⊆ Σ∗0

M akzeptiert (semi-entscheidet (semidecides)) L, falls gilt:

M hält bei Eingabe w ⇐⇒ w ∈ L

Eine Sprache L heißt rekursiv aufzählbar genau dann wenn
es eine Turingmaschine M gibt, die L akzeptiert. Wir sa-
gen dann auch, dass M ein Semi-Entscheidungsverfahren
für L ist.

2



Notation:

M(w) =↗ genau dann wenn M bei Eingabe w nicht hält.

Satz: Falls eine Sprache eine rekursive Sprache ist, so ist
sie auch rekursiv aufzählbar.

Beweisidee: δ′(n,a) = (n,a) �
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Satz: Falls eine Sprache L eine rekursive Sprache ist, so
ist auch ihr Komplement L eine rekursive Sprache.

Beweisidee:

δ′(q,a) =







(n, . . .) falls δ(q,a) = (y, . . .)
(y, . . .) falls δ(q,a) = (n, . . .)
δ(q,a) sonst

�
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Variationen von Turingmaschinen
aB b a a tb b tb t

B a tt b tb t

bB t a ab b b t

t b

q0
q2

q1
.
.
.

t

ta

mehrere Bänder

a tt b tb tt b

q0
q2

q1
.
.
.

tt

beidseitig unendliches Band

a tt b tb tc b

q0
q2

q1
.
.
.

B t

mehrere Köpfe

B a tt b tb tt b

q0
q2

q1
.
.
.

t
aB b a a tb b tb t

BBBBBBBBBB

B t t t t t

B

zweidimensionales Band
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k-Band Turingmaschine

aB b a a tb b tb t
B a tt b tb t

bB t a ab b b t

t b

q0
q2

q1
.
.
.

t

ta

(K,Σ,δ,s,H)

δ : (K−H)×Σk 7→ K× (Σ∪{←,→})k

Konfiguration: (q, w1a1u1, . . . , wkakuk)

Startkonfiguration: Eingabe auf dem ersten Band, übrige
Bänder leer: (s, Btw, Bt, . . . , Bt)
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Jede k-Band Turingmaschine kann durch eine Standard-
turingmaschine mit nur einem Band simuliert werden:

Satz:
(a) Für jede k-Band Turingmaschine M = (K,Σ,δ,s,H)
gibt es eine Turingmaschine M′= (K′,Σ′,δ′,s′,H), so dass
für alle x ∈ Σ∗ gilt: M hält bei Eingabe x mit Ausgabe v
auf ihrem ersten Band genau dann wenn M′ im gleichen
Zustand mit Ausgabe v hält.

(b) Falls M bei Eingabe x nach t Schritten hält, so hält
M′ nach O(t · (|x|+ t)) Schritten.
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Beweisidee: Σ′ = Σ∪ (Σ×{0,1})k

B a tt b tb tt bt

B

bt a ab b b aB

B a tt b bt bt

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

bt a ab b b t

B t t

ta
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Simulationsphasen:

(1) Umbau der Eingabe:

(s,Btw) `∗M (q,Bωt)

mit w ∈ Σ∗ und ω ∈ ((Σ×{0,1})k)∗

(2) Schritt für Schritt Simulation:

(a) Aufsammeln der Symbole unter den Schreib-/
Leseköpfen (Speichern der gelesenen Symbo-
le im Zustand).

B t t
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(b) Eigentliche Zustandsänderung

(c) Ausführen der Schreib- und Bewegekopfak-
tionen (gespeichert im Zustand) auf den virtu-
ellen Bändern. Dabei eventuell Ersetzen von
t durch Symbol aus ({t}×{0,1})k.

B t t

(3) Umbau der Ausgabe.

�
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Turingmaschine mit
beidseitig unendlichem Band

Jede Turingmaschine mit einem beidseitig unendlichem Band
kann durch eine Standardturingmaschine mit einem einseitig
unendlichen Band simuliert werden:

a tt b tb tt btt

a b b tt t

t b t t t t
t
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Turingmaschine mit k Köpfen

Jede Turingmaschine mit mehreren Köpfen kann durch eine
Turingmaschine mit k +1 Bändern und somit durch eine Stan-
dardturingmaschine simuliert werden:

a tt b tb tc bB t

a tt b tbc b

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 00 1

0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0
B t

t
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Satz: Jede rekursive Sprache, rekursiv aufzählbare Spra-
che oder rekursive Funktion, die von einer Turingmaschi-
ne mit mehreren einseitig oder beidseitig unendlichen oder
auch mehrdimensionalen Bändern und mehreren Köpfen
entschieden, akzeptiert beziehungsweise berechnet wird,
wird auch von einer Standardturingmaschine mit nur ei-
nem einseitig unendlichen Band entschieden, akzeptiert
beziehungsweise berechnet.

�
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Registerturingmaschinen

T [1] T [2] T [3] T [4] T [5]T [0]

κ

R0

R2

R3

R1

Register

Befehlszähler

Eine Registerturingmaschine ist ein Paar M = (k,Π), wo-
bei k die Anzahl der Register ist und Π = (π1,π2, . . . ,πp)
eine endliche Folge von Befehlen (instructions).
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Jeder Befehl πi ist von einem der folgenden Typen:

Befehl Operand Semantik
read j R0 := T [R j]
write j T [R j] := R0

store j R j := R0

load j R0 := R j

load = c R0 := c
add j R0 := R0 +R j

add = c R0 := R0 + c
sub j R0 := max(R0−R j,0)
sub = c R0 := max(R0− c,0)

half R0 := bR0
2 c

jump s κ := s
jpos s if R0 > 0 then κ := s
jzero s if R0 = 0 then κ := s
halt κ = 0
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Konfiguration einer Registerturingmaschine

(κ,R0,R1, . . . ,Rk−1,T )

κ Befehlszähler; 0≤ κ≤ p

R j aktuelle Wert von Register R j für j = 0, . . . ,k−1

T Bandinhalt: Endliche Menge von Paaren aus
N× (N−{0}), so dass es für alle
i≥ 0 höchstens ein Paar der Form (i,m) gibt

Eine Konfiguration heißt Haltekonfiguration, falls κ = 0.
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Übergänge einer Registerturingmaschine

M = (k,(π1,π2, . . . ,πp))

(κ,R0,R1, . . . ,Rk−1,T ) `M (κ′,R′0,R
′
1, . . . ,R

′
k−1,T

′)

genau dann wenn

πκ ist vom Typ read j und

κ′ = κ+1; R′0 = m, falls (R j,m)∈ T , und R′0 = 0 sonst;
T ′ = T ; R′i = Ri für i = 1, . . . ,k−1.

oder πκ ist vom Typ write j und

κ′ = κ + 1; R′i = Ri für i = 0, . . . ,k− 1; T ′ = T ∪ τ−
{(R j,m)}, falls es ein (R j,m) ∈ T gibt, und T ′ = T ∪ τ
sonst, wobei τ = {(R j,R0)}, falls R0 6= 0 und τ = /0 sonst

oder πκ ist vom Typ store j und . . .
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...

oder πκ ist vom Typ add = c und

κ′ = κ + 1; R′0 = R0 + c; T ′ = T ; R′i = Ri für i =
1, . . . ,k−1.

...

oder πκ ist vom Typ jzero s und

R0 = 0; κ′ = s; T ′ = T ; R′i = Ri für i = 0, . . . ,k−1.

oder πκ ist vom Typ jzero s und

R0 6= 0; κ′ = κ+1; T ′= T ; R′i = Ri für i = 0, . . . ,k−1.

oder πκ ist vom Typ halt und

κ′ = 0; T ′ = T ; R′i = Ri für i = 0, . . . ,k−1.
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Beispiel:

x := y+ x−1

(1) load 1
(2) add 2
(3) sub = 1
(4) store 1

x ↔ R1

y ↔ R2
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Beispiel:

while x > 0 do x := x−3

(1) load 1
(2) jzero 6
(3) sub = 3
(4) store 1
(5) jump 1
(6) . . .

x ↔ R1
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Registerturingmaschinen

T [1] T [2] T [3] T [4] T [5]T [0]

κ

R0

R2

R3

R1

Register

Befehlszähler

Eine Registerturingmaschine ist ein Paar M = (k,Π), wo-
bei k die Anzahl der Register ist und Π = (π1,π2, . . . ,πp)
eine endliche Folge von Befehlen (instructions).
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Jeder Befehl πi ist von einem der folgenden Typen:

Befehl Operand Semantik
read j R0 := T [R j]
write j T [R j] := R0

store j R j := R0

load j R0 := R j

load = c R0 := c
add j R0 := R0 +R j

add = c R0 := R0 + c
sub j R0 := max(R0−R j,0)
sub = c R0 := max(R0− c,0)

half R0 := bR0
2 c

jump s κ := s
jpos s if R0 > 0 then κ := s
jzero s if R0 = 0 then κ := s
halt κ = 0

2



Konfiguration einer Registerturingmaschine

(κ,R0,R1, . . . ,Rk−1,T )

κ Befehlszähler; 0≤ κ≤ p

R j aktuelle Wert von Register R j für j = 0, . . . ,k−1

T Bandinhalt: Endliche Menge von Paaren aus
N× (N−{0}), so dass es für alle
i≥ 0 höchstens ein Paar der Form (i,m) gibt

Eine Konfiguration heißt Haltekonfiguration, falls κ = 0.
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Registermaschinen-Berechnungen

Σ, t ∈ Σ, B 6∈ Σ

E : Σ 7→ {0,1, . . . , |Σ|−1} bijektiv, E(t) = 0

Startkonfiguration einer Registerturingmaschine M = (k,Π)
bei Eingabe w = a1a2 . . .an ∈ (Σ−{t})∗:

(κ,R0,R1, . . . ,Rk−1,T )

mit κ = 1, Ri = 0 für i = 0, . . . ,k−1 und

T = {(1,E(a1)),(2,E(a2)), . . . ,(n,E(an))}
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M akzeptiert Eingabe w, falls M aus der Startkonfigura-
tion in eine Haltekonfiguration mit R0 = 1 übergeht. M
verwirft Eingabe w, falls M aus der Startkonfiguration in
eine Haltekonfiguration mit R0 = 0 übergeht.

Sei Σ0 ⊆ Σ−{t} und sei L ⊆ Σ∗0. M entscheidet (deci-
des) L, falls für jedes Wort w aus Σ∗0 gilt: Falls w ∈ L, so
akzeptiert M das Wort w, und falls w 6∈ L, so verwirft M
das Wort w.

M akzeptiert (semi-entscheidet (semidecides)) L ⊆ Σ∗0,
falls M genau dann in eine Haltekonfiguration übergeht,
wenn w ∈ L.
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M berechnet eine Funktion

f : Σ∗0 7→ Σ∗0

falls M für alle x ∈ Σ∗0 bei Eingabe x in eine Haltekonfi-
guration mit Bandinhalt T = {(1,E(b1)),(2,E(b2)), . . . ,
(m,E(bm))} übergeht, wobei f (x) = b1b2 . . .bm.
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Beispiel: E(a) = 1; E(b) = 2; E(c) = 3;

acount := 0; bcount := 0; ccount := 0;
n := 1;
while T [n] = 1 do

n := n+1; acount := acount +1;
while T [n] = 2 do

n := n+1; bcount := bcount +1;
while T [n] = 3 do

n := n+1; ccount := ccount +1;
if acount = bcount = ccount und T [n] = 0

then load = 1; halt ;
else load = 0; halt ;
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Simulation von Registermaschinen

Satz: Jede rekursive oder rekursiv aufzählbare Sprache
und jede rekursive Funktion kann von einer Registertu-
ringmaschine entschieden, akzeptiert beziehungsweise be-
rechnet werden.

Beweisidee: Position des Schreib-/Lesekopfes der Stan-
dardturingmaschine in einem Register verwalten. �
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Satz: Jede Sprache, die von einer Registerturingmaschine
entschieden oder akzeptiert wird, und jede Funktion, die
von einer Registerturingmaschine berechnet wird, kann
auch von einer Standardturingmaschine entschieden, ak-
zeptiert beziehungsweise berechnet werden.

Beweisskizze:
Simuliere M = (k,(π1, . . . ,πp)) durch eine (k + 3)-Band
Turingmaschine M′: Band 1 dient nur der Ein-/Ausgabe,
Band 2 verwaltet Bandinhalt von M als Wort aus

(t? (0∪1(0∪1)?,1(0∪1)?))?t? $
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Bänder 3, . . . ,k + 2 verwalten Inhalte der Register R0 bis
Rk−1. Band k +3 dient der Aufnahme von Konstanten.

Befehlzähler wird in den Zuständen von M′ verwaltet.
Zustandsmenge K von M′ ist partitioniert in Zustands-
klassen K1, . . . ,Kp. Zustandsklasse K j dient der Simulati-
on von Befehl π j.

Simulation eines Lesezugriffs auf T [i]:
Durchsuchen von Band 2 nach Wort (x, . . .), wobei x die Binärdar-
stellung von i ist.
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Simulation eines Schreibzugriffs T [i] := n :
Durchsuchen von Band 2 nach Paar (x, . . .) und Löschen desselbigen
durch Überschreiben mit t, falls vorhanden, wobei x die Binärdar-
stellung von i ist; Suche nach $ auf Band 2; Falls n 6= 0, Überschrei-
ben von $ und nachfolgender t durch (x,y)$, wobei y die Binärdar-
stellung von n ist.

. . . �

Anzahl der Schritte einer simulierenden Standardturing-
maschine ist polynomiell in der Länge der Eingabe und
der Anzahl der Schritte der simulierten Registerturing-
maschine!
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Nichtdeterministische Turingmaschine

(K,Σ,∆,s,H)

...
...

∆ Übergangsrelation
∆ : (K−H)×Σ×K× (Σ∪{←,→})

...
...

Relation `M wird entsprechend erweitert, ebenso `∗M
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M = (K,Σ,∆,s,H) w ∈ (Σ−{t,B})∗

M akzeptiert Eingabe w, falls (s,Btw)`∗M (h,uav) für ein
h ∈ H, a ∈ Σ und u,v ∈ Σ∗.

M akzeptiert eine Sprache L ⊆ Σ∗0 mit Σ0 ⊆ Σ−{t,B},
falls für alle w∈ Σ∗0 gilt: M akzeptiert w genau dann wenn
w ∈ L.
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M = (K,Σ,∆,s,H = {y,n}) w ∈ (Σ−{t,B})∗

M entscheidet eine Sprache L⊆ Σ∗0 mit Σ0 ⊆ Σ−{t,B},
falls gilt

1. Es gibt ein N ∈ N, das von M und w abhängt, so
dass es keine Konfiguration C gibt mit

(s,Btw) `N
M C

2. w ∈ L genau dann wenn (s,Btw) `∗M (y,uav) für
a ∈ Σ und u,v ∈ Σ∗.
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Sei Σ0 ⊆ Σ−{t,B}. Eine nichtdeterministische Turing-
maschine M = (K,Σ,∆,s,{h}) berechnet eine Funktion
f : Σ∗0 7→ Σ∗0, falls

1. Es gibt ein N ∈ N, das von M und w abhängt, so
dass es keine Konfiguration C gibt mit

(s,Btw) `N
M C

2. (s,Btw) `∗M (h,uav) genau dann wenn ua = Bt
und v = f (w).
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Satz: Falls eine nichtdeterministische Turingmaschine M
eine Sprache akzeptiert oder entscheidet oder eine Funk-
tion berechnet, so gibt es auch eine deterministische Tu-
ringmaschine M′, die die Sprache akzeptiert beziehungs-
weise entscheidet beziehungsweise die Funktion berech-
net.

Beweisidee:
Alle möglichen Berechnungen durchprobieren.
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Ein paar Details: Es gibt r ∈N, so dass für alle Paare (q,a) gilt

|{(p,b) : (q,a, p,b) ∈ ∆}| ≤ r

Für jedes Paar (q,a) 4-Tupel (q,a, pi,bi) für i = 1,2, . . . ,r.
Sei Σ1 Menge von r Symbolen. Wort aus Σd

1 kodiert eine
Berechnung bestehend aus d Schritten.

3-Band Turingmaschine M:

Band 1: Eingabe w
Band 2: bearbeitete Kopie von w
Band 3: i1i2 . . . id ∈ Σ∗1.
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Das Symbol auf der j-ten Position von Band 3 bestimmt, wel-
che der r möglichen Aktionen auf Band 2 ausgeführt wird.
Wird auf Band 3 ein t erreicht, so wird die aktuelle determi-
nistische Simulation gestoppt, ein neues Wort auf Band 3 ge-
neriert und die zum neu erzeugten Wort gehörige Simulation
wird gestartet. Auf Band 3 werden der Länge nach alle Wörter
aus Σ∗1 generiert.

�
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Grammatiken

Grammatik (V,Σ,R,S)

V Alphabet

Σ Σ⊆V ; Terminalalphabet

R R⊆ (V+−Σ+)×V ∗; endliche Menge von
Regeln oder auch Produktionen

S S ∈V −Σ; Startsymbol

V −Σ Nichtterminal(symbol)e oder Variablen
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Sei G = (V,Σ,R,S) eine Grammatik.

Falls (u,v) ∈ R, so schreiben wir u→G v.

Relation⇒G auf V ∗×V ∗:
x⇒G y genau dann wenn es u,v,w,z ∈ V ∗ gibt, so dass
x = uvw, y = uzw und v→G z

Ableitung von y in G aus x:
x = w0⇒G w1⇒G · · · ⇒G wn = y

Erzeugte Sprache

L(G) = {w ∈ Σ∗ : S⇒∗G w}

5



Beispiel:

V = {S,a,b,c,A,B,C,Ta,Tb,Tc}

Σ = {a,b,c}

R = {S→ ABCS, S→ Tc,

CA→ AC, BA→ AB, CB→ BC,

CTc→ Tcc, CTc→ Tbc,

BTb→ Tbb, BTb→ Tab,

ATa→ Taa, Ta→ ε}

L(G) = {anbncn : n≥ 1}
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Grammatiken und Turingmaschinen

Satz: Eine Sprache ist eine von einer Grammatik erzeugte
Sprache genau dann wenn sie rekursiv aufzählbar ist.

Beweisskizze:
⇒: Sei G = (V,Σ,R,S) eine Grammatik.

Nichtdeterministische 2-Band Turingmaschine M
simuliert Ableitungen:

Band 1: w
Band 2: x ∈V ∗ mit S⇒∗G x

(anfangs x = S)

7



|R|+1 Optionen, von denen eine nichtdeterministisch aus-
gewählt wird: Eine von |R| Regeln auf Band 2 anwenden
oder Ableiten beenden.

Regel u → v anwenden: Startposition für Suche nach u auf
Band 2 nichtdeterministisch auswählen, Bandinhalt ab Start-
position mit u vergleichen. Falls Übereinstimmung gefunden
wurde, zugehörigen Teil von Band 2 löschen, Platz für v an-
passen und v auf Band 2 schreiben.

Ableiten beenden: Bänder 1 und 2 vergleichen.

Falls in einem der Schritte keine Übereinstimmung gefunden
wurde, in eine Endlosschleife übergehen.
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M hält bei Eingabe w genau dann wenn w ∈ L(G).

⇐: Sei (K,Σ,δ,s,{h}) eine Turingmaschine.

Annahmen o.B.d.A.: Falls M hält, dann in der Konfigura-
tion (h,t); Ferner K ∩Σ = /0 und C 6∈ Σ∪K.

Wir konstruieren Grammatik G = (V,Σ,R,S) mit

V = Σ∪K ∪{S,C}

Konfiguration wird durch Wort aus V ∗ dargestellt:

(q,Buaw) ←→ BuaqwC
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KonfigurationQuantifizierung definition

Übungen vom 1. Mai
eine Woche später

1



Grammatiken

Grammatik (V,Σ,R,S)

V Alphabet

Σ Σ⊆V ; Terminalalphabet

R R⊆ (V+−Σ+)×V ∗; endliche Menge von
Regeln oder auch Produktionen

S S ∈V −Σ; Startsymbol

V −Σ Nichtterminal(symbol)e oder Variablen

2



Grammatiken und Turingmaschinen

Satz: Eine Sprache ist eine von einer Grammatik erzeugte
Sprache genau dann wenn sie rekursiv aufzählbar ist.

Beweisskizze:
⇒: Sei G = (V,Σ,R,S) eine Grammatik.

Band 1: w
Band 2: x ∈V ∗ mit S⇒∗G x (anfangs x = S)

|R|+ 1 Optionen, von denen eine nichtdeterministisch ausge-
wählt wird: Eine von |R| Regeln auf Band 2 anwenden oder
Ableiten beenden.

M hält bei Eingabe w genau dann wenn w ∈ L(G).
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⇐: Sei (K,Σ,δ,s,{h}) eine Turingmaschine.

Annahmen o.B.d.A.: Falls M hält, dann in der Konfigura-
tion (h,t); Ferner K ∩Σ = /0 und C 6∈ Σ∪K.

Wir konstruieren Grammatik G = (V,Σ,R,S) mit

V = Σ∪K ∪{S,C}

Konfiguration wird als Wort aus V ∗ dargestellt:

(q,Buaw) ←→ BuaqwC

4



Regeln in R entsprechen rückwärts Übergängen von M:

M G

δ(q,a) = (p,b) bp→G aq

δ(q,a) = (p,→) abp→G aqb, b 6= C

at pC→G aqC

δ(q,a 6= t) = (p,←) pa→G aq

δ(q,t) = (p,←) ptb→G tqb, b 6= C

pC→G tqC

S→G BthC

C→G ε, Bt s→G ε
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Lemma: (q1,u1a1w1) `M (q2,u2a2w2)
g.d.w.

u2a2q2w2⇒G u1a1q1w1

�

Nun gilt

w ∈ L(G)

g.d.w. S⇒G BthC⇒∗G Bt swC⇒G wC⇒G w

g.d.w. BthC⇒∗G Bt swC

g.d.w. (s,Btw) `∗M (h,Bt)

g.d.w. M hält bei Eingabe w

�
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Sei G = (V,Σ,R,S) eine Grammatik und sei f : Σ∗ 7→ Σ∗
eine Funktion. G berechnet f , falls für alle v,w ∈ Σ∗ gilt:

SwS⇒∗G v g.d.w. v = f (w)

Satz: Eine Funktion ist durch eine Grammatik berechnen-
bar genau dann wenn sie durch eine Turingmaschine be-
rechenbar ist.

(Beweis Übungsaufgabe) �
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Primitiv rekursive und
µ-rekursive Funktionen

f (n,m) = m ·n2 +6 ·m3n+15

8



Primitiv rekursive Funktionen

Basisfunktionen

1. k-stellige Nullfunktion:

zero(n1, . . . ,nk) = 0 für alle n1, . . . ,nk ∈ N

2. j-te k-stellige Identität:

idk, j(n1, . . . ,nk) = n j für alle n1, . . . ,nk ∈ N

3. Nachfolgerfunktion:

succ(n) = n+1 für alle n ∈ N
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Verknüpfung von Funktionen

1. Komposition: Seien g eine k-stellige Funktion, h1, . . . ,hk

jeweils l-stellige Funktionen.

f (n1, . . . ,nl) = g(h1(n1, . . . ,nl), . . . ,hk(n1, . . . ,nl))

2. Primitive Rekursion: Seien g eine k-stellige Funktion
und h eine (k +2)-stellige Funktion.

f (n1, . . . ,nk,0) = g(n1, . . . ,nk)

f (n1, . . . ,nk,m+1) = h(n1, . . . ,nk,m, f (n1, . . . ,nk,m))
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Eine Funktion heißt primitiv rekursiv, falls sie zu den Ba-
sisfunktionen gehört oder aus diesen durch die Operatio-
nen Komposition und primitive Rekursion erzeugt wer-
den kann.

Beispiele:

plus(n,0) = id1,1(n)

plus(n,m+1) = succ(id3,3(n,m,plus(n,m)))

Vereinfacht:
plus(n,0) = n

plus(n,m+1) = succ(plus(n,m))
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mult(n,0) = zero(n)

mult(n,m+1) = plus(n,mult(n,m))

exp(n,0) = succ(zero(n))

exp(n,m+1) = mult(n,exp(n,m))

c(n1, . . . ,nk) = 516
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pred(0) = 0

pred(m+1) = m

minus(n,0) = n

minus(n,m+1) = pred(minus(n,m))
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Prädikate

Eine Funktion, die nur die Werte 0 und 1 annimmt,
heißt Prädikat.

iszero(0) = 1

iszero(m+1) = 0

positive(0) = 0

positive(m+1) = 1

greater–than–or–equal(n,m) = iszero(minus(m,n))
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Allquantifizierungdefinieren

Primitiv rekursive und
µ-rekursive Funktionen

f (n,m) = m ·n2 +6 ·m3n+15

1



Prädikate

Eine Funktion, die nur die Werte 0 und 1 annimmt,
heißt Prädikat.

iszero(0) = 1

iszero(m+1) = 0

positive(0) = 0

positive(m+1) = 1

greater–than–or–equal(n,m) = iszero(minus(m,n))

2



Operationen auf Prädikaten

Negation:
minus(1, p(n1, . . . ,nk))

Disjunktion:

positive(p(n1, . . . ,nk)+q(n1, . . . ,nl))

Konjunktion:

p(n1, . . . ,nk) ·q(n1, . . . ,nl)

Beispiel:
equal(m,n) = greater–than–or–equal(n,m) und

greater–than–or–equal(m,n)

3



Funktionsdefinition durch
endliche Fallunterscheidung

f (n1, . . . ,nk) =

{

g(n1, . . . ,nk) falls p(n1, . . . ,nk)
h(n1, . . . ,nk) sonst

f (n1, . . . ,nk) = p(n1, . . . ,nk) ·g(n1, . . . ,nk)

+(minus(1, p(n1, . . . ,nk)) ·h(n1, . . . ,nk))
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Beispiel: Division (div) mit Rest (rem)

rem(0,n) = 0

rem(m+1,n) =

{

0 f. equal(rem(m,n),pred(n))
rem(m,n)+1 sonst

div(0,n) = 0

div(m+1,n) =

{

div(m,n)+1 f. equal(rem(m,n),pred(n))
div(m,n) sonst
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m-t niederwertigste Ziffer der Darstellung von n
zur Basis p:

digit(m,n, p) = div(rem(n, pm), pminus(m,1))

odd(n) = digit(1,n,2)
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Beschränkte Quantifizierung

Endliche Konjunktion und Disjunktion von Prädikaten:

p(n1, . . . ,nl ,0) und p(n1, . . . ,nl ,1) und · · · und p(n1, . . . ,nl ,k)
p(n1, . . . ,nl ,0) oder p(n1, . . . ,nl ,1) oder · · · oder p(n1, . . . ,nl ,k)

q(n,k) = p(n,0) und p(n,1) und · · · und p(n,k)

q(n,k +1) = q(n,k) und p(n,k +1)

= h(n,k,q(n,k))

h(x,y,z) = p(x,succ(y)) und z
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Beschränkte Existenzquantifizierung:

q(n1, . . . ,nl ,n) =

{

1 ∃k ≤ n : p(n1, . . . ,nl ,k) = 1
0 sonst

Beschränkte Allquantifizierung:

q(n1, . . . ,nl ,n) =

{

1 ∀0 ≤ j ≤ n : p(n1, . . . ,nl , j) = 1
0 sonst
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Beschränkte Minimalisierung

f (n1, . . . ,nl ,b) = µ (m ≤ b)[g(n1, . . . ,nl ,m) = 1]

=











das kleinste m ≤ b, so dass g(n1, . . . ,nl ,m) = 1
falls ein solches m ≤ b existiert

0 sonst
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f (n1, . . . ,nl ,0) = 0

f (n1, . . . ,nl ,b+1)

=



















b+1 falls g(n1, . . . ,nl ,0) 6= 1
und f (n1, . . . ,nl ,b) = 0
und g(n1, . . . ,nl ,b+1) = 1

f (n1, . . . ,nl ,b) sonst
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Nicht primitiv rekursive Funktionen

Es gibt abzählbar unendlich viele primitiv rekursive Funk-
tionen

f0, f1, f2, f3, . . .

Es gibt berechenbare, nicht primitiv rekursive Funktio-
nen:

g(n) = fn(n)+1
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Ackermann-Funktion

A(0,y) = y+1

A(x,0) = A(x−1,1) x > 0

A(x,y) = A(x−1,A(x,y−1)) x,y > 0

Satz: Die Ackermann-Funktion ist nicht primitiv rekursiv.

(ohne Beweis) �
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A(0,y) = y+1

A(1,y) = y+2

A(2,y) = 2y+3

A(3,y) = 2y+3 −3

A(4,y) = 22.
..

2

︸︷︷︸

y+3

−3
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µ-rekursive Funktionen

Unbeschränkte Minimalisierung

Sei g eine (k + 1)-stellige Funktion. Wir definieren eine
k-stellige Funktion durch

µ m[g(n1, . . . ,nk,m) = 1]

=











das kleinste m, so dass g(n1, . . . ,nk,m) = 1
falls ein solches m existiert

0 sonst
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Eine Funktion g : N
k 7→N heißt minimalisierbar, falls das

folgende Verfahren für alle n1, . . . ,nk ∈ N terminiert:

m := 0;
while g(n1, . . . ,nk,m) 6= 1 do m := m+1;
return m;

Eine Funktion heißt µ-rekursiv, falls sie zu den Basis-
funktionen gehört oder aus diesen durch Komposition und
primitive Rekursion und Anwendung der unbeschränk-
ten Minimalisierung auf minimalisierbare Funktionen er-
zeugt werden kann.
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Satz: Eine Funktion f : N
k 7→N ist µ-rekursiv genau dann

wenn sie durch eine Turingmaschine berechenbar ist.

Beweisskizze:
⇒: Jede µ-rekursive Funktion f : N

k 7→ N kann auch durch
eine Turingmaschine berechnet werden.

Es gibt Registerturingmaschinen, die die Basisfunktionen
berechnen.

Wir geben Registerturingmaschinen an, die Komposition,
primitive Rekursion und Anwendung des µ-Operators auf
minimalisierbare Funktionen realisieren.
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Komposition:
Wenn es Registerturingmaschinen gibt, die h1,h2, . . . ,hl und g be-
rechnen, dann berechnet die zu folgendem Programm gehörige Re-
gisterturingmaschine die Komposition dieser Funktionen:

m1 := h1(n1, . . . ,nk);
m2 := h2(n1, . . . ,nk);

...
ml := hl(n1, . . . ,nk);
R0 := g(m1, . . . ,ml);
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Primitive Rekursion:

v := g(n1, . . . ,nk);
if (m = 0) then R0 = v
else for i := 1,2, . . . ,m do

v := h(n1, . . . ,nk, i−1,v);
R0 := v;

Unbeschränkte Minimalisierung:

m := 0;
while g(n1, . . . ,nk,m) 6= 1 do

m := m+1;
R0 := m;
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KonfigurationKonfigurationen Definition
Satz: Eine Funktion f : N

k 7→N ist µ-rekursiv genau dann
wenn sie durch eine Turingmaschine berechenbar ist.

Beweisskizze:
⇒: Jede µ-rekursive Funktion f : N

k 7→ N kann auch durch
eine Turingmaschine berechnet werden.

Es gibt Registerturingmaschinen, die die Basisfunktionen
berechnen.

Wir geben Registerturingmaschinen an, die Komposition,
primitive Rekursion und Anwendung des µ-Operators auf
minimalisierbare Funktionen realisieren.
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Komposition:
Wenn es Registerturingmaschinen gibt, die h1,h2, . . . ,hl und g be-
rechnen, dann berechnet die zu folgendem Programm gehörige Re-
gisterturingmaschine die Komposition dieser Funktionen:

m1 := h1(n1, . . . ,nk);
m2 := h2(n1, . . . ,nk);

...
ml := hl(n1, . . . ,nk);
R0 := g(m1, . . . ,ml);
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Primitive Rekursion:

v := g(n1, . . . ,nk);
if (m = 0) then R0 = v
else for i := 1,2, . . . ,m do

v := h(n1, . . . ,nk, i−1,v);
R0 := v;

Unbeschränkte Minimalisierung:

m := 0;
while g(n1, . . . ,nk,m) 6= 1 do

m := m+1;
R0 := m;
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⇐: Jede turing-berechenbare Funktion f : N
k 7→N ist µ-rekursiv.

Sei M = (K,Σ,δ,s,{h}) eine Turingmaschine, die f
berechnet, Σ∩K = /0. Sei Γ = Σ∪K und sei b = |Γ|.

E : Γ 7→ {0,1, . . .,b−1}

E(0) = 0, E(1) = 1

Darstellung einer Konfiguration als Wort über Γ:

(q,a1a2 . . .ak . . .an) ↔ a1a2 . . .ak−1akqak+1 . . .an
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Interpretation von Wörtern aus (Γ−{0})Γ∗∪{0} als Zah-
len zur Basis b:

u1u2 . . .um ↔ E(u1)b
m−1 +E(u2)b

m−2 + · · ·+E(um)

Wir bilden so Konfigurationen injektiv auf natürliche Zah-
len ab:

(q,a1a2 . . .ak . . .an)

↔

E(a1)bn + · · ·+E(ak)bn−k+1+E(q)bn−k +E(ak+1)bn−k−1+ · · ·+E(an)
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f : N 7→ N

f ′(n) = num(output(last(comp(n))))

comp berechnet für n diejenige Zahl, die zur Basis b ge-
schrieben der Hintereinanderreihung der Konfigura-
tionen der Berechnung von M bei Eingabe n ent-
spricht, wobei die Hintereinanderreihung von Kon-
figurationen mit Bt sw startet, wobei w die Binär-
darstellung von n ist, und mit Bthw′ ended, wobei
w′ die Binärdarstellung von f (n) ist.
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last berechnet für eine Zahl, die zur Basis b geschrie-
ben einer Hintereinanderreihung von Konfiguratio-
nen entspricht, die Zahl, die zur Basis b geschrieben
der letzten Konfiguration aus der Hintereinanderrei-
hung entspricht, und 0 sonst.

output berechnet für eine Zahl, die zur Basis b geschrieben
einer Konfiguration der Form Bt hv entspricht, die
Zahl, die zur Basis b geschrieben dem Wort v ent-
spricht, und 0 sonst.

num berechnet für eine Zahl, die zur Basis b geschrieben
ein Wort aus 1{0,1}∗∪{0} ist, diejenige Zahl, deren
Binärdarstellung dieses Wort ist, und 0 sonst.
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lastpos(n)= µ (m≤ n)[equal(digit(m,n,b),E(B)) oder equal(m,n)]

last(n) = rem(n,blastpos(n))

comp(n) = µ m[iscomp(m,n) und halted(last(n))]

iscomp Prädikat ist erfüllt, genau dann wenn m zur Basis b
geschrieben eine Hintereinanderreihung von Konfi-
gurationen ist, die (dem Anfang) einer Berechnung
von M bei Eingabe n entspricht.
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iscomp(m,n)= equal(n,num(output(kth(m,1)))) und yields(m,n)

yields(m,n) =











1 ∀0 ≤ k < length(m) :
onestep(kth(m,k),kth(m,k +1))

0 sonst

kth berechnet für ein erstes Argument, das zur Basis b
geschrieben einer Hintereinanderreihung von Konfi-
gurationen entspricht, die Zahl, die zur Basis b ge-
schrieben der k-ten Konfiguration in dieser Hinter-
einanderreihung entspricht, wobei k das zweite Ar-
gument ist, falls es so viele Konfiguration in der Hin-
tereinanderreihung gibt, und 0 sonst.
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length berechnet für eine Zahl, die zur Basis b geschrieben
einer Hintereinanderreihung von Konfigurationen
entspricht, die Anzahl der Konfigurationen, aus de-
nen die Hintereinanderreihung besteht, und 0 sonst.

onestep Prädikat ist erfüllt, genau dann wenn beide Argu-
mente zur Basis b geschrieben Konfigurationen ent-
sprechen und die zweite Konfiguration aus der er-
sten durch einen Übergang von M hervorgeht.

halted Prädikat ist erfüllt, genau dann wenn die Zahl zur
Basis b geschrieben einer Haltekonfiguration ent-
spricht.

f ′ ≡ f

�
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LOOP-, WHILE- und
GOTO-Berechenbarkeit

Variablen: x0,x1,x2, . . .

Konstanten: 0,1,2, . . .

Trennsymbole: ; :=
Operationszeichen: +, −

Schlüsselwörter: LOOP, WHILE, GOTO, DO, END
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LOOP-Berechenbarkeit

xi := x j + c und xi := x j− c

sind LOOP-Programme.
Falls Π1 und Π2 LOOP-Programme sind, dann ist auch

Π1;Π2

ein LOOP-Programm.
Falls Π ein LOOP-Programm ist und xi eine Variable, dann
ist auch

LOOP xi DO Π END

ein LOOP-Programm.
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Eine Funktion f : N
k 7→ N heißt LOOP-berechenbar, falls

es ein LOOP-Programm Π gibt, das gestartet mit n1, . . . ,nk

in den Variablen x1, . . . ,xk (und 0 in den restlichen Varia-
blen) mit dem Wert f (n1, . . . ,nk) in der Variablen x0 hält.

Beispiel:

Addition: x1 + x2

x0 := x1;
LOOP x2 DO x0 := x0 +1 END
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If-then-else:

IF x = 0 THEN A END

y := 1;
LOOP x DO y := 0 END

LOOP y DO A END

Satz: Eine Funktion ist LOOP-berechenbar genau dann
wenn sie primitiv rekursiv ist.

o.B. �
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Beispiel: succ

M = (K,Σ,δ,s,{h})

Σ = {0,1,t,B}

K = {s,R,L,a,c,d,e, f ,g,h}

Γ = K ∪Σ |Γ|= b = 14

1



δ
s t (R,→)
s 0 (s,0)
s 1 (s,1)
s B (s,→)
R t (a,←)
R 0 (R,→)
R 1 (R,→)
R B (R,→)
a t (e,←)
a 0 (L,1)
a 1 (c,0)
a B (a,→)

δ
c t (c,t)
c 0 (a,←)
c 1 (c,1)
c B (c,→)
e t (L,1)
e 0 ( f ,1)
e 1 (g,1)
e B (e,→)
d t (L,0)
d 0 ( f ,0)
d 1 (g,0)
d B (d,→)

δ
f t ( f ,t)
f 0 (d,→)
f 1 (d,→)
f B ( f ,→)
g t (g,t)
g 0 (e,→)
g 1 (e,→)
g B (g,→)
L t (h,t)
L 0 (L,←)
L 1 (L,←)
L B (L,→)

2



0 1 t B s R L a c d e f g h
E 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

(s,Bt101) Bt s101

3 ·145 +2 ·144 +4 ·143 +1 ·142 +0 ·14+1 = 1701477
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(s,Bt101)
Bt s101
1701477

`M (R,Bt101)
Bt s101Bt1R01
12811334018701

`M (R,Bt101)
Bt s101Bt1R01Bt10R1
96463400701835545855

`M (R,Bt101)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101R
726324648266896008596566347

`M (R,Bt101t)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tR
76564426215381035469778181029452789

4



`M (a,Bt101)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101a
576494603508055260286971726075781836768973

`M (c,Bt100)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101a
Bt100c
607703161928747972124817351945763329533735061141
76

`M (a,Bt100)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101a
Bt100cBt10a0
326837345361166949360057767492878216943151525523
52286170

`M (L,Bt110)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101a
Bt100cBt10a0Bt11L0
246093355804133954721673192241725627808926936488
428423401010448
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`M (L,Bt110)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101a
Bt100cBt10a0Bt11L0Bt1L10
185296878188803556089920828121899381670991648965
9335397421150606286366

`M (L,Bt110)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101a
Bt100cBt10a0Bt11L0Bt1L10BtL110
139519951501021117250707811249365378266947177658
83593610956860651455020813154

`M (h,Bt110)
Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101a
Bt100cBt10a0Bt11L0Bt1L10BtL110Bth110
105052049754519253909942549028330159281459638428
060089903069676722114031593394042730
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num(output(last(comp(5)))) = 6

comp(5) = Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101tRBt101
aBt100cBt10a0Bt11L0Bt1L10BtL110Bth110= 1050520
4975451925390994254902833015928145963842806008990306967
6722114031593394042730

last(comp(5)) = last(Bt s101Bt1R01Bt10R1Bt101RBt101t
RBt101aBt100cBt10a0Bt11L0Bt1L10BtL110Bth110)
= Bth110 = 1726186

output(last(comp(5))) = output(1726186) = output(Bth110)
= 110 = 210

num(output(last(comp(5)))) = num(210) = num(110) = 6
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LOOP-, WHILE- und
GOTO-Berechenbarkeit

Variablen: x0,x1,x2, . . .

Konstanten: 0,1,2, . . .

Trennsymbole: ; :=
Operationszeichen: +, −

Schlüsselwörter: LOOP, WHILE, GOTO, DO, END
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LOOP-Berechenbarkeit

xi := x j + c und xi := x j− c

sind LOOP-Programme.
Falls Π1 und Π2 LOOP-Programme sind, dann ist auch

Π1;Π2

ein LOOP-Programm.
Falls Π ein LOOP-Programm ist und xi eine Variable, dann
ist auch

LOOP xi DO Π END

ein LOOP-Programm.
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Eine Funktion f : N
k 7→ N heißt LOOP-berechenbar, falls

es ein LOOP-Programm Π gibt, das gestartet mit n1, . . . ,nk

in den Variablen x1, . . . ,xk (und 0 in den restlichen Varia-
blen) mit dem Wert f (n1, . . . ,nk) in der Variablen x0 hält.

Beispiel:

Addition: x1 + x2

x0 := x1;
LOOP x2 DO x0 := x0 +1 END

10



If-then-else:

IF x = 0 THEN A END

y := 1;
LOOP x DO y := 0 END

LOOP y DO A END

Satz: Eine Funktion ist LOOP-berechenbar genau dann
wenn sie primitiv rekursiv ist.

o.B. �

11



WHILE-Berechenbarkeit

Jedes LOOP-Programm ist auch ein WHILE-Programm.
Falls Π ein WHILE-Programm ist und xi eine Variable,
dann ist auch

WHILE xi 6= 0 DO Π END

ein WHILE-Programm.

Eine Funktion f : N
k 7→N heißt WHILE-berechenbar, falls

es ein WHILE-Programm Π gibt, das gestartet mit n1,n2,

. . . ,nk in den Variablen x1, . . . ,xk (und 0 in den restlichen
Variablen) mit dem Wert f (n1, . . . ,nk) in der Variablen x0

hält.
12



GOTO-Berechenbarkeit

Ein GOTO-Programm ist eine Folge von Paaren Mi : Ai

bestehend aus einer Markierung Mi und einer Anweisung
Ai, getrennt durch ’;’ .

M1 : A1; M2 : A2; . . . ; Mk : Ak

Mögliche Anweisungen:

Wertzuweisungen: xi := x j± c
unbedingter Sprung: GOTO Mi

bedingter Sprung: IF xi = c THEN GOTO M j

Stopanweisung: HALT
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Eine Funktion f : N
k 7→N heißt GOTO-berechenbar, falls

es ein GOTO-Programm Π gibt, das gestartet mit n1, . . . ,nk

in den Variablen x1, . . . ,xk (und 0 in den restlichen Varia-
blen) mit dem Wert f (n1, . . . ,nk) in der Variablen x0 hält.
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WHILE und GOTO

WHILE xi 6= 0 DO Π END

M1 : IF xi = 0 THEN GOTO M4;
M2 : Π;
M3 : GOTO M1;
M4 : . . .

15



M1 : A1; M2 : A2; . . . ; Mk : Ak

count := 1;
WHILE count 6= 0 DO

IF count = 1 THEN A′1 END;
IF count = 2 THEN A′2 END;
...
IF count = k THEN A′k END;

END

A′i ' Ai plus Modifikation von count

16



Satz: Eine Funktion ist WHILE-berechenbar genau dann
wenn sie GOTO-berechenbar ist. �

Satz: Jede WHILE-berechenbare Funktion kann durch ein
WHILE-Programm mit nur einer WHILE-Schleife berech-
net werden. �

Satz: Eine Funktion ist WHILE-berechenbar genau dann
wenn sie µ-rekursiv ist.

o.B. �
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Churchsche These

Jede im intuitiven Sinn berechenbare
Funktion ist auch durch eine Turing-
maschine berechenbar.
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Churchsche These

Jede im intuitiven Sinn berechenbare
Funktion ist auch durch eine Turing-
maschine berechenbar.
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Berechenbarkeit,
Unentscheidbarkeit

Eine MengeA⊆ Σ∗ heißtentscheidbar, falls ihre
charakteristische FunktionχA : Σ∗ 7→ {0,1} berechenbar
ist.

χA(w) =
{

1 w∈ A
0 w 6∈ A

2



Universelle Turingmaschine

Eine Universelle Turingmaschine erhält als Eingabe eine
Beschreibung einer Turingmaschine “M” und eine zuge-
hörige kodierte Eingabe “w”. Die Universelle Turingma-
schineU simuliert dann die Berechnung vonM bei Ein-
gabew:

U(“M” “ w”) = “M(w)”

3



Kodierung einer Turingmachine

M = (K,Σ,δ,s,H):
i, j so dass 2i ≥ |K|, 2 j ≥ |Σ|+2
Zustand'Wort ausq{0,1}i

Symbol'Wort ausa{0,1} j

Übergang'Wort aus

(q{0,1}i ,a{0,1} j ,q{0,1}i ,a{0,1} j)

“M” ' Folge von Übergängen
“w” 'Wort aus(a{0,1} j)∗
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Konvention:

Symbol Kodierung

t a0 j

B a0 j−11
← a0 j−210
→ a0 j−211

s' q0i

5



Eine Universelle Turingmaschine kann leicht als 3-Band
Turingmaschine realisiert werden:

Band 1: “v” = kodierter Bandinhalt der simulierten Maschine
Band 2: “M”
Band 3: kodierter Zustand der simulierten Maschine

6



Halteproblem

Prädikathalts(P,X) ist erfüllt, falls das ProgrammP bei
EingabeX terminiert.

Seidiagonal(X) gegeben durch:

M1 : if halts(X,X) then goto M1 else halt

diagonal(diagonal)?

7



H = {“M” “ w” : TuringmaschineM hält bei Eingabew}

Satz: Die Sprache H ist rekursiv aufzählbar.

Beweis: Eine Universelle Turingmaschine ist ein Semi-
Entscheidungsverfahren fürH. �
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Satz: Die Sprache H ist nicht rekursiv.

Beweis:

H1 = {“M” : TuringmaschineM hält bei Eingabe “M”}

H rekursiv⇒ H1 rekursiv

H1 = {w : w ist keine Kodierung einer Turingma-
schine oder es ist die Kodierung einer
TuringmaschineM, die bei Eingabe “M”
nicht hält.}

H1 rekursiv⇒ H1 rekursiv
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Angenommen, es gäbe eine TuringmaschineM∗, die ein
Semi-Entscheidungsverfahren fürH1 ist.

Gehört “M∗” zu H1?

Nach Definition vonH1 gehört “M∗” zu H1 genau dann wenn
M∗ bei Eingabe “M∗” nicht hält, also die Eingabe “M∗” nicht
akzeptiert.M∗ ist aber ein Semi-Entscheidungsverfahren für
H1. Das bedeutet,M∗ akzeptiert “M∗” genau dann wenn “M∗”
zu H1 gehört.M∗ akzeptiert “M∗” also genau dann, wennM∗

die Eingabe “M∗” nicht akzeptiert. Widerspruch.

Es kannM∗ nicht geben! �
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Satz: Die Klasse der rekursiven Sprachen ist eine ech-
te Teilmenge der Klasse der rekursiv aufzählbaren Spra-
chen. �

Satz: Die Klasse der rekursiv aufzählbaren Sprachen ist
nicht abgeschlossen unter Komplementbildung. �

11



Reduktion

SeienL1,L2⊆ Σ∗ Sprachen. Eine rekursive Funktion
τ : Σ∗ 7→ Σ∗ heißtReduktion vonL1 aufL2,
falls gilt

x∈ L1 ⇐⇒ τ(x) ∈ L2

Satz: Falls L1 nicht rekursiv ist und es eine Reduktion von
L1 auf L2 gibt, so ist auch L2 nicht rekursiv.

�
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Unentscheidbare Probleme
bei Turingmaschinen

Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine Turingmaschine M und ein Wort w,
hält M bei Eingabe w?

(b) Gegeben eine Turingmaschine M,
hält M bei leerem Eingabewort?

(c) Gegeben eine Turingmaschine M,
gibt es ein Eingabewort, bei dem M hält?

(d) Gegeben eine Turingmaschine M,
hält M bei jeder Eingabe?
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(e) Gegeben Turingmaschinen M1 und M2,
halten M1 und M2 bei den gleichen Eingabewörtern?

(f) Gegeben eine Turingmaschine M, ist die Sprache, für
die M ein Semi-Entscheidungsverfahren ist, regulär
(kontextfrei, rekursiv)?

Beweis:

(a): bereits gezeigt

14



(b): Reduktion vonH auf

L(b) = {“M” : M hält bei Eingabeε}

Zu gegebenemM undw konstruieren wir eine Turingmaschine
Mw: Wenn Mw mit leerem Band gestartet wird, schreibtMw

zunächstw auf das Band und simuliert dannM.

Die Abbildungτ mit “M” “ w” 7→ “ Mw ” ist rekursiv.
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(c): Reduktion vonL(b) auf

L(c) = {“M” : es gibt Eingabe, bei derM hält}

Zu gegebenemM konstruieren wir eine TuringmaschineM′:
Die MaschineM′ löscht zunächst jegliche Eingabe und simu-
liert dannM.

Die Abbildungτ mit “M” 7→ “M′” ist rekursiv.

(d): Reduktion vonL(b) auf

L(d) = {“M” : M hält bei allen Eingaben}

siehe (c)
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(e): Reduktion vonL(d) auf

L(e) = {“M1” “ M2” : M1 undM2 halten bei den
gleichen Eingaben}

Wir betrachten die Abbildungτ mit “M” 7→ “M” “ Y”, wobeiY
eine Turingmaschine ist, die jede Eingabe sofort akzeptiert.
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(f): Reduktion vonL(b) auf

Lreg = {“M” : L(M) ist regulär}

Zu gegebenemM konstruieren wir eine TuringmaschineM′:
Die MaschineM′ sichert die Eingabe (beispielsweise auf ei-
nem zweiten Band) und simuliert dann die Berechnung von
M bei leerer Eingabe. Falls der Haltezustand vonM erreicht
wird, so wird die Eingabe wiederhergestellt und die Berech-
nung der Universellen Turingmaschine bei dieser Eingabe si-
muliert. L(M′) ist also entweder gleich der nicht rekursiven
SpracheH, nämlich genau dann, wennM bei leerer Einga-
be hält, oder gleich der regulären (kontextfreien, rekursiven)
Sprache/0.

Die Abbildungτ mit “M” 7→ “M′” ist rekursiv. �
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Satz: Es gibt eine Turingmaschine M0, für die das
folgende Problem unentscheidbar ist:

Gegeben ein Wort w, hält M0 bei Eingabe w?

Beweis:

SeiU eine Universelle Turingmaschine.

M0 = U

1



Unentscheidbare Probleme
bei Grammatiken

Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine Grammatik G und ein Wort w,
gilt w ∈ L(G)?

(b) Gegeben eine Grammatik G, giltε ∈ L(G)?

(c) Gegeben Grammatiken G1 und G2,
gilt L(G1) = L(G2)?

(d) Gegeben eine Grammatik G, gilt L(G) = /0?
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Ferner gibt es eine Grammatik G0, für die das folgende Pro-
blem unentscheidbar ist:

Gegeben ein Wort w, gilt w∈ L(G0)?

Beweisskizze:

Wir reduzieren entsprechende Probleme bei Turingmaschinen
auf diese Probleme. Zu einer gegebenen MaschineM konstru-
ieren wir eine GrammatikG, so dassL(G) = L(M). Diese Kon-
struktion haben wir bereits kennengelernt.
Für (a) ergibt sich somit beispielsweise, dassM bei Eingabew
hält genau dann wennw∈ L(M) = L(G). �
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Unentscheidbare Probleme
bei kontextfreien Grammatiken

Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
gilt L(G) = Σ∗?

(b) Gegeben kontextfreie Grammatiken G1 und G2,
gilt L(G1) = L(G2)?

(c) Gegeben Kellerautomaten M1 und M2,
akzeptieren M1 und M2 die gleiche Sprache?
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Beweisskizze:
Sei G1 = (V1,Σ1,R1,S1) eine (uneingeschränkte) Grammatik.
G′

1 = (V ′
1,Σ1,R′1,S1) entsteht ausG1, indem jede Regelαi → βi

ersetzt wird durch zwei Regelnαi →Ai undAi → βi , wobei die
Ai neue Nichtterminalsymbole sind. Es giltL(G′

1) = L(G1).

Wir konstruieren eine kontextfreie GrammatikG2, so dass gilt

L(G2) = Γ∗ g.d.w. L(G′
1) = /0

Zu einer AbleitungS1⇒ x1⇒ x2⇒ x3⇒ ···⇒ xn−1⇒ xn von
xn ∈ Σ∗1 in G′

1 ausS1 betrachten wir folgendes Wort über dem
AlphabetΓ = V ′

1∪{⇒}:

S1 ⇒ xR
1 ⇒ x2 ⇒ xR

3 ⇒ ··· ⇒ xR
n−1 ⇒ xn
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Sei DG′
1
⊆ Γ∗ die Sprache, die aus allen Wörtern besteht, die

zu Ableitungen von Wörtern ausΣ∗1 korrespondieren.

Es gilt DG′
1
= /0 genau dann wennL(G′

1) = /0. Oder anders ge-
sagt,

DG′
1
= Γ∗ g.d.w. L(G′

1) = /0

Man kann nun zeigen, dass die KomplementspracheDG′
1

eine
kontextfreie Sprache ist.

(b) und (c) lassen sich mit Hilfe von (a) beweisen. �
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Satz: Es gibt keinen Algorithmus, mit dem man zu einem
beliebigen Kellerautomaten einen äquivalenten Kellerau-
tomaten mit minimal vielen Zuständen konstruieren kann.

Beweisskizze:
Es gibt einen Kellerautomaten mit nur einem Zustand, derΣ∗ ak-
zeptiert. Für einen KellerautomatenM1 mit nur einem Zustand kann
man entscheiden, ob die vonM1 akzeptierte SpracheΣ∗ ist. Gäbe es
einen solchen Algorithmus, so könnte man Problem (a) des voran-
gegangenen Satzes dadurch entscheiden, dass man einen zuG äqui-
valenten Kellerautomaten und zu diesem mit Hilfe des Algorithmus
einen äquivalenten Automaten mit minimal vielen Zuständen kon-
struiert. Hat der Minimalautomat mehr als einen Zustand, so ist die
akzeptierte Sprache nichtΣ∗. Hat er genau einen Zustand, so kann
man entscheiden, ob die akzeptierte SpracheΣ∗ ist. �
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Weiteres zu
rekursiv aufzählbaren Sprachen

Satz: Eine Sprache L ist rekursiv genau dann wenn so-
wohl L als auch ihr KomplementL rekursiv aufzählbar
sind.

�
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Eine TuringmaschineM = (K,Σ,δ,s,H) zählt eine Spra-
cheL⊆ Σ∗ auf, genau dann wenn es einen ausgezeichne-
ten Zustandq∈ K gibt, so dass

L = {w : (s,Bt) `∗M (q,Btw)}

Eine SpracheL heißtTuring-aufzählbar, wenn es eine Tu-
ringmaschine gibt, dieL aufzählt.

Satz: Eine Sprache ist rekursiv aufzählbar genau dann
wenn sie Turing-aufzählbar ist.

�
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Sei M eine Turingmaschine, die die SpracheL aufzählt,
und seiq der ausgezeichnete Zustand.
M zähltL lexikographisch auf, falls aus

(q,Btw) `+
M (q,Btw′)

folgt, dassw lexikographisch kleiner ist alsw′.

Eine SpracheL heißtlexikographisch Turing-aufzählbar
wenn es eine TuringmaschineM gibt, die L lexikogra-
phisch aufzählt.

Satz: Eine Sprache ist rekursiv genau dann wenn sie lexi-
kographisch Turing-aufzählbar ist.

�
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Satz von Rice

Satz: SeiC eine echte, nicht-leere Teilmenge der Klasse
aller rekursiv aufzählbaren Sprachen. Dann ist das fol-
gende Problem unentscheidbar:
Gegeben eine Turingmaschine M, gilt

L(M) ∈ C

Beweisskizze: O.B.d.A. /0 6∈ C . SeiL eine Sprache inC
undML eine Turingmaschine, dieL semi-entscheidet. Wir
reduzieren das Halteproblem auf obiges Problem.
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Sei alsoM eine Turingmaschine undw ein Eingabewort.
Wir basteln eine TuringmaschineTM,w, die folgendes Ver-
halten zeigt:

TM,w(x) =
{

ML(x) falls U(“M” “ w”) 6=↗
↗ sonst

Die Sprache, für dieTM,w ein Semi-Entscheidungsverfah-
ren ist, gehört zuC genau dann wennM bei Eingabew
hält.

Die Funktion, die zu gegebenenM undw die Turingma-
schineTM,w liefert, ist rekursiv. �
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Postsches Korrespondenzproblem

SeiΣ ein Alphabet. Eine endliche Folge von geordneten
Wortpaaren

(x1,y1),(x2,y2), · · · ,(xk,yk)

mit xi ,yi ∈ Σ+ heißtPostsches Korrespondenzsystem.

Eine Folge von Indizesi1, i2, . . . , in ∈ {1,2, . . . ,k} heißt
Lösung des Korrespondenzsystems, falls gilt

xi1xi2 . . .xin = yi1yi2 . . .yin

2



Das Postsche Korrespondenzproblem ist, zu entscheiden,
ob ein gegebenes Postsches Korrespondenzsystem eine
Lösung hat.

Satz: Das Postsche Korrespondenzproblem ist
unentscheidbar.

(o.B.) �

Satz: Das Postsche Korrespondenzproblem ist
semi-entscheidbar.

�
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10. Hilbertsches Problem

10. Entscheidung der Lösbarkeit einer diophantischen Glei-
chung.Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Un-
bekannten und mit ganzen rationalen Zahlkoefficienten sei vor-
gelegt: man soll ein Verfahren angeben, nach welchem sich
mittels einer endlichen Anzahl von Operationen entscheiden
lässt, ob die Gleichung in ganzen rationalen Zahlen lösbar ist.

Satz: Das 10. Hilbertsche Problem ist unentscheidbar.
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Probleme versus Sprachen

Entscheidungsprobleme

HALTEPROBLEM (HALTING PROBLEM):
Gegeben eine TuringmaschineM und ein Eingabewortw,
hältM bei Eingabew?

H = {“M” “ w” : TuringmaschineM hält bei Eingabew}
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ERREICHBARKEIT (REACHABILITY ):
Gegeben ein gerichteter GraphG = (V,E), E ⊆ V ×V,
und zwei Knotenu undv ausV, gibt es inG einen Pfad
vonu nachv?

L = {“G” “ u” “ v” : es gibt inG einen Pfad vonu nachv}
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“G”: Kodierung des Graphen:V = {v1, . . . ,vn}.
Darstellung des Graphen durchn×n Adjazenzmatrix(ai j ) mit

ai j =
{

1 falls (vi ,v j) ∈ E
0 sonst

Eine Zeile der Adjazenzmatrix kann dargestellt werden als Fol-
ge vonn Nullen und Einsen, umrahmt von $-Zeichen, eine Ad-
jazenzmatrix als Folge vonn solchen Zeilendarstellungen.

“u”: Binärdarstellung vonk, falls u = vk,
umrahmt von $-Zeichen.

“v”: Binärdarstellung vonl , falls v = vl ,
umrahmt von $-Zeichen.
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L = {κ(G)$b(i)$$b( j)$ : es gibt inG Pfad vonvi nachv j}
⊆ {0,1,$}∗
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Optimierungsprobleme

PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN

(TRAVELING SALESPERSON PROBLEM):
Gegeben sindn Städte und eine Distanzmatrix(di j ) mit
nichtnegativen ganzzahligen Einträgen unddii = 0 und
di j = d ji . Finde die kürzeste Rundreise, d.h., finde die
Permutationπ von{1,2, . . . ,n}, für die die zurückgelegte
Wegstrecke

c(π) = dπ(1)π(2) +dπ(2)π(3) + · · ·dπ(n−1)π(n) +dπ(n)π(1)

mimimal ist.
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Formulierung als Entscheidungsproblem

PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN

(TRAVELING SALESPERSON PROBLEM):
Gegeben sindn Städte und eine Distanzmatrix(di j ) mit
nichtnegativen ganzzahligen Einträgen unddii = 0 und
di j = d ji und eine ganze ZahlB. Gibt es eine Permutation
π, so dass

c(π)≤ B ?
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Ein Optimierungsproblem kann nicht effizient lösbar sein,
wenn das zugehörige Entscheidungsproblem nicht effizi-
ent lösbar ist!

Wir werden von nun an meist nicht mehr zwischen Pro-
blemen und Sprachen unterscheiden.
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Komplexität

Eine TuringmaschineM = (K,Σ,δ,s,H) heißtpolynomi-
ell (zeit)beschränkt, falls es ein Polynomp(n) gibt, so
dass für allex∈ Σ∗ gilt: Es gibt keine KonfigurationC, so
dass

(s,Btx) `p(|x|)+1
M C

12



P
Eine SpracheL heißtmit polynomiellem Zeitaufwand ent-
scheidbaroder auchin Polynomialzeit entscheidbar, falls
es eine polynomiell zeitbeschränkte Turingmaschine gibt,
dieL entscheidet.

Die Klasse der mit polynomiellem Zeitaufwand entscheid-
baren Sprachen wird mitP bezeichnet.

Satz: P ist abgeschlossen unter Komplementbildung, Ver-
einigung, Schnitt, Konkatenation und Kleene star.
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Satz: ERREICHBARKEIT∈ P .

Beweis: G = (V,E), vi ,v j ∈V.

forall w∈V do
color[w] := weiß;

color[vi ] := grau;
while (es gibt graue Knoten)do

w := ein grauer Knoten;
forall (w,z) ∈ E do

if color[z] = weiß then color[z] := grau;
color[w] := schwarz;

Alle schwarzen Knoten sind vonvi ∈V aus über Kanten inG
erreichbar. Die Anzahl der Schritte des Algorithmus ist poly-
nomiell in |κ(G)$b(i)$$b( j)$|. �
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N P
EinenichtdeterministischeTuringmaschineM =(K,Σ,∆,
s,H) heißtpolynomiell (zeit)beschränkt, falls es ein Po-
lynom p(n) gibt, so dass für allex∈ Σ∗ gilt: Es gibt keine
KonfigurationC, so dass

(s,Btx) `p(|x|)+1
M C

Die Klasse aller Sprachen, die durch eine polynomiell
(zeit)beschränkte nichtdeterministische Turingmaschine
entschieden werden können, wird mitN P bezeichnet.
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Erinnerung: Falls eine nichtdeterministische Turingma-
schineM eine SpracheL entscheidet, so giltw∈ L genau
dann wenn es eine Berechnung gibt, die im Haltezustand
y endet:

(s,Btw) `∗M (y,uav)

Es müssen also nicht alle Berechnungen fürw ∈ L im
Haltezustandy enden, sondern nur mindestens eine!

?
P = NP??

??
?
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Boolesche Formeln

Boolesche Variablen: x1,x2, . . . ,xn

Seixi eine Variable. Dann sindxi undxi Literale.

Seieny1, . . . ,yk Literale. Dann ist(y1∨y2∨·· ·∨yk) eine
Klausel vom Gradk.

Seienc1, . . . ,cm Klauseln. Dann istc1∧c2∧·· ·∧cm eine
Boolesche Formel in konjunktiver Normalform.

(x1∨x3)∧(x2∨x3∨x4∨x5)∧(x1∨x4∨x5)∧(x2∨x3∨x5)
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Belegung der Booleschen Variablen:

Ψ : {x1,x2, . . .} 7→ {0,1}

Erweiterung auf Literale, Klauseln und Formeln in
konjunktiver Normalform:

Ψ(y) =
{

Ψ(xi) falls y = xi

1−Ψ(xi) falls y = xi

Ψ(y1∨y2∨·· ·∨yk) = max
1≤i≤k

Ψ(yi)

Ψ(c1∧c2∧·· ·∧cm) = min
1≤i≤m

Ψ(ci)
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Eine Boolesche Formel (in konjunktiver Normalform)α
heißterfüllbar, wenn es eine BelegungΨ der Variablen
gibt, so dass

Ψ(α) = 1

ERFÜLLBARKEIT (SATISFIABILITY ) (SAT):
Gegeben eine Boolesche Formel in konjunktiver Normal-
form, ist die Formel erfüllbar?

k-SAT:
Gegeben eine Boolesche Formel in konjunktiver Normal-
form, bei der alle Klauseln vom Grad (höchstens)k sind,
ist die Formel erfüllbar?

19



Beispielkodierung:

Variablexi :
κ(xi) = b(i)

Literal y: {
$1$κ(xi)$ fallsy = xi

$0$κ(xi)$ fallsy = x̄i

KlauselC = (y1∨y2∨·· ·∨yk):

$$κ(y1)κ(y2) . . .κ(yk)$$

Formelα = (c1∧c2∧·· ·∧cm) :

κ(c1) . . .κ(cm)
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Satz: SAT ist entscheidbar.

Beweisskizze:
Seiα eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform und
sein die Anzahl der Booleschen Variablen inα.

w = a1a2 . . .an ∈ {0,1}n

korrespondiert zu einer Belegung der Variablen:Ψ(xi) := ai .

Ob eine Belegung eine Klauselc erfüllt, kann in Zeit poly-
nomiell in |κ(c)| entschieden werden, ob eine Belegung eine
Formelα erfüllt, in Zeit polynomiell in|κ(α)|.

Erzeuge Wort für Wort alle Wörter aus{0,1}n und teste je-
weils, ob die zugehörige Belegung die Formel erfüllt. �
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Satz: SAT ∈ N P .

Beweisskizze:
Seiα eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform und
sein die Anzahl der Booleschen Variablen inα.

Sei M eine nichtdeterministische Turingmaschine mit folgen-
den Übergängen:

(s,t,q,→), (q,#,q,0),
(q,#,q,1), (q,0,q,→),
(q,1,q,→), (q,t,h,t)

M wandelt #n nichtdeterministisch in ein Wortw∈ {0,1}n.
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Wir bestimmen ausα zunächst in Zeit polynomiell inκ(α) die
Anzahl der Variablenn und erzeugen #n. Aus #n erzeugen wir
nichtdeterministisch einw∈ {0,1}n und testen in polynomiel-
ler Zeit, ob die zugehörige Belegungα erfüllt. �
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Satz: 2-SAT ∈ P .

Beweisskizze:

(x∨y) äquivalent zu(x⇒ y) und zu (y⇒ x)

Zu einer Formelα konstruieren wir einen gerichteten Graphen
Gα = (V,E), dessen KnotenmengeV aus allen Literalen be-
steht (positiven und negativen) und fügen eine Kante vonu
nachw zu E hinzu, genau dann wenn es in der Formel eine
zur Implikation(u⇒ w) äquivalente Klausel gibt.Gα kann in
polynomieller Zeit konstruiert werden.
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α:
(x1∨x4)∧ (x1∨x3)∧ (x2∨x2)∧ (x4∨x3)∧ (x4∨x2)

Gα:

x1 x2 x3 x4

x4x3x2x1

2



Satz: α ist genau dann unerfüllbar, wenn eine Variable x exi-
stiert, so dass es in Gα sowohl ein Pfad von x nachx als auch
ein Pfad vonx nach x gibt.

Beweis:
⇐: Wenn es inGα einen Pfad

x⇒ ··· ⇒ y

gibt, so bedeutet dies, dass bei einer die Formel erfüllenden Belegung
der Variablen die Variabley mit 1 belegt werden muss, fallsx mit 1
belegt wird. Wenn es also einen Kreis

x⇒ ··· ⇒ x⇒ ··· ⇒ x

in Gα gibt, kann es keine Belegung geben, dieα erfüllt.
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⇒: Beweis durch Induktion über die Anzahln der Variablen:

n = 1:
(x∨x)∧ (x∨x)

n > 1: Fallsα mehr als eine Variable enthält, wählen wir eine Varia-
ble x und betrachten die Formelnαx=0 undαx=1. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es inGαx=0 als auch inGαx=1 Kreise der Form

y⇒ ··· ⇒ y⇒ ··· ⇒ y

Kommt einer dieser Kreise auch inα vor, sind wir fertig. Wenn nicht,
muss es im Kreis inGαx=0 mindestens eine Kantez⇒ z geben, die
aus einer Klausel der Form(x∨z) ausα entstanden ist. InGα gibt es
dann den Pfad

x⇒ z⇒ ··· ⇒ u⇒ x

wobeiu gleichz ist oderu eine andere Variable ist, für die die Klausel
(x∨u) in α vorkommt.
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Analog folgt aus der Existenz eines Kreises inGαx=1, dass es einen
Pfadx⇒ ··· ⇒ x in Gα geben muss. �

Ob es entsprechende Pfade gibt kann durch das Lösen von 2n
Erreichbarkeitsproblemen inGα überprüft werden, also in po-
lynomieller Zeit. �
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EX P
Eine TuringmaschineM = (K,Σ,δ, s,H) heißtexponen-
tiell (zeit)beschränkt, falls es ein Polynomp(n) gibt, so
dass für allex∈ Σ∗ gilt: Es gibt keine KonfigurationC, so
dass

(s,Btx) `2p(|x|)+1
M C

Die Klasse der mit exponentiellem Zeitaufwand entscheid-
baren Sprachen wird mitEX P bezeichnet.
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Satz: Es gilt
P ⊆N P ⊆ EX P

Beweis:
Jede deterministische Turingmaschine ist auch eine nichtdeter-
ministische Turingmaschine. Also giltP ⊆N P .

Sei L ∈ N P und M eine polynomiell beschränkte nichtdeter-
ministische Turingmaschine mit Zeitschrankep(n), die L ent-
scheidet. O.B.d.A. geltep(n)≥ n.

FürM = (K,Σ,∆,s,H) gibt es einr ∈ N, so dass für alle Paare
(q,a) gilt |{(p,b) : (q,a, p,b) ∈ ∆}| ≤ r.
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Wie wir bereits wissen, gibt es eine zuM äquivalente deter-
ministische 3-Band TuringmaschineM′, die zunächst alle Be-
rechnungen vonM der Länge 1 simuliert, dann alle der Länge
2, usw. Da es für eine Eingabe der Längen keine Berechnung
von M der Längep(n)+1 gibt, werden nur Berechnungen der
Länge`, ` = 1,2, . . . , p(n), simuliert. Jede Berechnung vonM
der Längè kann durchM′ in O(`) Schritten simuliert werden.

M′ simuliert r` potentielle Berechnungen vonM der Längè .
M′ führt also insgesamt

O

(
p(n)

∑̀
=1

r``

)
= O

(
p(n)r p(n)

)
Schritte aus.

8



M′ wiederum kann durch eine äquivalente 1-Band Turingma-
schine simuliert werden, die dazu

O(p(n)r p(n)(n+ p(n)r p(n))) = O(r4p(n))

Schritte ausführt. D.h., es gibt eine Konstantec0, so dass die
Anzahl der Schritte vonM′′ bei Eingaben der Längen durch
c0r4p(n) beschränkt ist. Für allex∈ Σ∗ gilt also, dass es keine
KonfigurationC gibt, so dass

(s,Btx) `2p̂(|x|)+1

M′′ C

wobei p̂(n) = dlog2c0e+4dlog2 rep(n). Somit giltL ∈ EX P .

�
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Weitere Probleme auf Graphen

EULER-TOUR (EULER CYCLE):
Gegeben ein gerichteter GraphG = (V,E), gibt es einen
geschlossenen Pfad, der jede Kante genau einmal benutzt?

Satz: EULER CYCLE∈ P .

HAMILTON -KREIS (HAMILTONIAN CYCLE ):
Gegeben ein gerichteter GraphG = (V,E), gibt es einen
geschlossenen Pfad, der jeden Knoten genau einmal be-
sucht?
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CLIQUE:
Gegeben ein ungerichteter GraphG = (V,E) undk ∈ N,
gibt es eine TeilmengeV ′ ⊆ V mit |V ′| = k, so dass für
alle vi ,v j ∈ V ′, vi 6= v j , gilt, dass die Kante zwischenvi

undv j zuE gehört?
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INDEPENDENT SET:
Gegeben ein ungerichteter GraphG = (V,E) undk ∈ N,
gibt es eine TeilmengeV ′ ⊆ V mit |V ′| = k, so dass für
allevi ,v j ∈V ′, vi 6= v j , gilt, dass es keine Kante zwischen
vi undv j in G gibt?
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KNOTENÜBERDECKUNG(VERTEX COVER):
Gegeben ein ungerichteter GraphG = (V,E) undk ∈ N,
gibt es eine TeilmengeV ′ ⊆ V mit |V ′| = k, so dass für
alle Kanten{u,v} ∈ E gilt [ u ∈ V ′ oderv ∈ V ′ ], d.h.,
mindestens einer der Endpunkte zuV ′ gehört?
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Packungsprobleme

TWO-MACHINE SCHEDULING:
Gegebena1,a2, . . . ,an,D ∈N in Binärdarstellung, gibt es
I ⊆ {1,2, . . . ,n}, so dass

∑
i∈I

ai ≤ D und ∑
i 6∈I

ai ≤ D ?

PARTITION:
Gegebena1,a2, . . . ,an ∈ N in Binärdarstellung, gibt es
I ⊆ {1,2, . . . ,n}, so dass

∑
i∈I

ai = ∑
i 6∈I

ai ?
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H = 1
2 ∑n

j=1a j .

B(i) = {b≤ H : ∃Ii ⊆ {1,2, . . . , i} so dass∑
j∈Ii

a j = b}

B(0) := {0}
for i = 1,2, . . . ,n do

B(i) := B(i−1)
for j = ai ,ai +1,ai +2, . . . ,H do

if j−ai ∈ B(i−1) then B(i) := B(i)∪{ j}

O(nH) Schritte. Aber:nH ist nicht polynomiell in der Länge
der Eingabe, in der die ganzzahligen Größen binär dargestellt
sind!
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Zertifikate

SeiΣ ein Alphabet und; ein weiteres Symbol, das nicht
zu Σ gehört. Eine SpracheL′ ⊆ Σ∗; Σ∗ heißtpolynomiell
balanciert, falls es ein Polynomp(n) gibt, so dass aus
x; y∈ L′ folgt

|y| ≤ p(|x|)

Satz: Sei L⊆ Σ∗ und sei; 6∈ Σ. Dann gilt L∈N P genau
dann wenn es eine polynomiell balancierte Sprache L′ ⊆
Σ∗; Σ∗ gibt, so dass L′ ∈ P und

L = {x : es gibty∈ Σ∗, so dassx; y∈ L′}
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N P -Vollständigkeit

Eine Funktionf : Σ∗ 7→ Σ∗ heißtin polynomieller Zeit be-
rechenbar, falls es eine polynomiell zeitbeschränkte de-
terministische Turingmaschine gibt, dief berechnet.
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Polynomialzeitreduktion

SeienL1,L2 ⊆ Σ∗ Sprachen. Eine in polynomieller Zeit
berechenbare Funktionτ : Σ∗ 7→ Σ∗ heißtPolynomialzeit-
reduktionvonL1 aufL2, falls für allex∈ Σ∗ gilt

x∈ L1 ⇐⇒ τ(x) ∈ L2

L1 heißtin Polynomialzeit aufL2 reduzierbar, falls es ei-
ne Polynomialzeitreduktion vonL1 aufL2 gibt. Notation:

L1�P L2
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Satz: Seien L1,L2,L3⊆ Σ∗ Sprachen. Falls L1�P L2 und
L2�P L3 gilt, so gilt auch L1�P L3.

Beweis:
τ12 : Σ∗ 7→ Σ∗, x∈ L1 ⇐⇒ τ12(x) ∈ L2,
in polynomieller Zeit berechenbar:p12(n)
τ23 : Σ∗ 7→ Σ∗, x∈ L2 ⇐⇒ τ23(x) ∈ L3,
in polynomieller Zeit berechenbar:p23(n)

τ = τ23◦ τ12

Dann giltx∈ L1 ⇐⇒ τ(x) = τ23(τ12(x))∈ L3. Ferner gilt
|τ12(x)| ≤ p12(|x|)+ |x|. Also ist τ in polynomieller Zeit
berechenbar mitp(n) = p23(p12(n)+n). �
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N P -vollständig

Eine SpracheL⊆Σ∗ heißtN P -hartoder auchN P -schwer
(N P -hard), falls für alleL′ ∈N P gilt L′ �P L.

Eine SpracheL⊆ Σ∗ heißtN P -vollständig, falls L
N P -hart ist und des WeiterenL ∈N P gilt.

Satz: Sei L eineN P -vollständige Sprache. Dann gilt
P = N P genau dann wenn L∈ P .
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DOMINO

D = (D,H,V) heißt Dominosystem, fallsD eine endli-
che Menge von Kacheln ist, undH,V ⊆ D×D Rela-
tionen aufD sind. Seien ferners ∈ N, s > 0 und f0 :
{0,1, . . . ,s−1} 7→ D gegeben.

f : {0,1, . . . ,s−1}×{0,1, . . . ,s−1} 7→ D ist eine legale
s×s-Kachelung ausgehend vonf0, falls

f (m,0) = f0(m) für 0≤m< s
( f (m,n), f (m+1,n)) ∈ H für 0≤m< s−1, 0≤ n < s
( f (m,n), f (m,n+1)) ∈V für 0≤m< s, 0≤ n < s−1
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DOMINO: Gegeben ein DominosystemD, s > 0 und f0
wie oben beschrieben. Gibt es eine legales×s-Kachelung
ausgehend vonf0?

Satz: DOMINO ist N P -vollständig.

Beweisskizze:
Wir müssen zeigen, dass wir jede Sprache inN P in polynomieller
Zeit auf DOMINO reduzieren können. SeiL ∈ N P . Dann gibt es ei-
ne polynomiell zeitbeschränkte nichtdeterministische Turingmaschi-
ne M = (K,Σ,s,∆,H), die L entscheidet. Seip(n) ein M beschrän-
kendes Polynom.

22



Zu einer Eingabew∈Σ∗ konstruieren wir ein Dominosystem so, dass
jede legales×s-Kachelung mits= p(|w|)+2 ausgehend vonf0 eine
Berechnung vonM bei Eingabew repräsentiert: die obere Beschrif-
tung deri-ten Kachelreihe repräsentiert die erstensZellen des Band-
inhaltes vonM nachi−1 Schritten der Berechnung.f0 stellt sicher,
dass die unterste Kachelreihe dem Bandinhalt (gekürzt auf dies am
weitesten links gelegenen Zellen – alle übrigen sind nicht relevant,
weil in s−2 Schritten nicht erreichbar) zu Beginn der Berechnung
entspricht.
Für jedes Symbol ausΣ gibt es eine Kachel der folgenden Form

0

0

t 1

1t

B

B
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Die Position des Schreib-/Lesekopfes wird dadurch markiert, dass
der Zustand zusammen mit dem Symbol unter dem Kopf auf die Ka-
chel geschrieben wird. Der untere Rand entspricht dem Bandinhalt
vor einem Berechnungsschritt, der obere dem Inhalt danach. Schreib-
aktionen, der Kopf bewegt sich bei solchen Aktionen nicht, werden
durch Kacheln der folgenden Art repräsentiert:

q,1

p,0p,1

z,t

Obige Kacheln gehören zuD, falls (z,t, p,1) ∈ ∆
bzw.(q,1, p,0) ∈ ∆.
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Änderungen der Kopfposition werden durch Kachelpaare der folgen-
den Art propagiert:

t z,t

ts,t
z z

1

q,1
p

1

p,1
p

Obige Kachelpaare gehören zuD, falls (s,t,z,→) ∈ ∆
bzw.(q,1, p,←) ∈ ∆.

Nur eine Kachelreihe, die den (gekürzten) Bandinhalt bei Erreichen
des akzeptierenden Haltezustandsy repräsentiert, kann nach oben
fortgesetzt werden. Dazu gibt es Kacheln der folgenden Art:

y,t

y,t

y,0

y,0

y,1

y,1
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Bei Erreichen des verwerfenden Haltezustands ist das nicht möglich.
Durch die Konstruktion vonD ist sichergestellt, dass eine Kachelung
mit s Kachelreihen genau dann existiert, wenn es eine akzeptierende
Berechnung gibt, d.h., es giltw∈ L genau dann wenn das konstruierte
Dominosystem eine legales×s-Kachelung ausgehend vonf0 besitzt.

WennM undp(n) bekannt sind, kann ein wie oben beschrieben gear-
tetes DominosystemD in polynomieller Zeit berechnet werden, d.h.

L�P DOMINO

Ferner giltDOMINO ∈N P , denn eines×s-Kachelung kann in poly-
nomieller Zeit nichtdeterministisch erzeugt (geraten) und auf Lega-
lität überprüft werden.

�
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Beispiel:

1

y,0

B

z,0

B

1

0

z,0

z

z

0

0

1

1

t

t

1

t

B

t
1

t

t

t

t

1

t

1

t

t

1
t

y,0

t

t

t

t

1

t

t

tt

B

t

t

1

t

B

t

t

0
z

t

t

t

1

t

1

t

t

t t

t

t

t

0

B

t

t

t

B

B

t

tt
y,0

y,0
t

1

t

B

B

1

y,0

1

t

t

1
t

t

1

1

t

B

y,0

1

1

1

t
z

t

t

z,1

B

B

t

t

t

z,1

y,0

t

t

z

z,1
z,1

z

t

t

t

0s,t

t

B

1

01t

1

1

B

B

s,t

1

1
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DOMINO

D = (D,H,V) heißt Dominosystem, fallsD eine endli-
che Menge von Kacheln ist, undH,V ⊆ D×D Rela-
tionen aufD sind. Seien ferners ∈ N, s > 0 und f0 :
{0,1, . . . ,s−1} 7→ D gegeben.

f : {0,1, . . . ,s−1}×{0,1, . . . ,s−1} 7→ D ist eine legale
s×s-Kachelung ausgehend vonf0, falls

f (m,0) = f0(m) für 0≤m< s
( f (m,n), f (m+1,n)) ∈ H für 0≤m< s−1, 0≤ n < s
( f (m,n), f (m,n+1)) ∈V für 0≤m< s, 0≤ n < s−1
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DOMINO: Gegeben ein DominosystemD, s > 0 und f0
wie oben beschrieben. Gibt es eine legales×s-Kachelung
ausgehend vonf0?

Satz: DOMINO ist N P -vollständig.

Beweisskizze:
Wir müssen zeigen, dass wir jede Sprache inN P in polynomieller
Zeit auf DOMINO reduzieren können. SeiL ∈ N P . Dann gibt es ei-
ne polynomiell zeitbeschränkte nichtdeterministische Turingmaschi-
ne M = (K,Σ,s,∆,H), die L entscheidet. Seip(n) ein M beschrän-
kendes Polynom.
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Zu einer Eingabew∈Σ∗ konstruieren wir ein Dominosystem so, dass
jede legales×s-Kachelung mits= p(|w|)+2 ausgehend vonf0 eine
Berechnung vonM bei Eingabew repräsentiert: die obere Beschrif-
tung deri-ten Kachelreihe repräsentiert die erstensZellen des Band-
inhaltes vonM nachi−1 Schritten der Berechnung.f0 stellt sicher,
dass die unterste Kachelreihe dem Bandinhalt (gekürzt auf dies am
weitesten links gelegenen Zellen – alle übrigen sind nicht relevant,
weil in s−2 Schritten nicht erreichbar) zu Beginn der Berechnung
entspricht.
Für jedes Symbol ausΣ gibt es eine Kachel der folgenden Form

0

0

t 1

1t

B

B
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Die Position des Schreib-/Lesekopfes wird dadurch markiert, dass
der Zustand zusammen mit dem Symbol unter dem Kopf auf die Ka-
chel geschrieben wird. Der untere Rand entspricht dem Bandinhalt
vor einem Berechnungsschritt, der obere dem Inhalt danach. Schreib-
aktionen, der Kopf bewegt sich bei solchen Aktionen nicht, werden
durch Kacheln der folgenden Art repräsentiert:

q,1

p,0p,1

z,t

Obige Kacheln gehören zuD, falls (z,t, p,1) ∈ ∆
bzw.(q,1, p,0) ∈ ∆.
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Änderungen der Kopfposition werden durch Kachelpaare der folgen-
den Art propagiert:

t z,t

ts,t
z z

1

q,1
p

1

p,1
p

Obige Kachelpaare gehören zuD, falls (s,t,z,→) ∈ ∆
bzw.(q,1, p,←) ∈ ∆.

Nur eine Kachelreihe, die den (gekürzten) Bandinhalt bei Erreichen
des akzeptierenden Haltezustandsy repräsentiert, kann nach oben
fortgesetzt werden. Dazu gibt es Kacheln der folgenden Art:

y,t

y,t

y,0

y,0

y,1

y,1
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Bei Erreichen des verwerfenden Haltezustands ist das nicht möglich.
Durch die Konstruktion vonD ist sichergestellt, dass eine Kachelung
mit s Kachelreihen genau dann existiert, wenn es eine akzeptierende
Berechnung gibt, d.h., es giltw∈ L genau dann wenn das konstruierte
Dominosystem eine legales×s-Kachelung ausgehend vonf0 besitzt.

WennM undp(n) bekannt sind, kann ein wie oben beschrieben gear-
tetes DominosystemD in polynomieller Zeit berechnet werden, d.h.

L�P DOMINO

Ferner giltDOMINO ∈N P , denn eines×s-Kachelung kann in poly-
nomieller Zeit nichtdeterministisch erzeugt (geraten) und auf Lega-
lität überprüft werden.

�
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Beispiel:

1

y,0

B

z,0

B

1

0

z,0

z

z

0

0

1

1

t

t

1

t

B

t
1

t

t

t

t

1

t

1

t

t

1
t

y,0

t

t

t

t

1

t

t

tt

B

t

t

1

t

B

t

t

0
z

t

t

t

1

t

1

t

t

t t

t

t

t

0

B

t

t

t

B

B

t

tt
y,0

y,0
t

1

t

B

B

1

y,0

1

t

t

1
t

t

1

1

t

B

y,0

1

1

1

t
z

t

t

z,1

B

B

t

t

t

z,1

y,0

t

t

z

z,1
z,1

z

t

t

t

0s,t

t

B

1

01t

1

1

B

B

s,t

1

1
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Satz von Cook

Satz (Cook): Das Erfüllbarkeitsproblem für Boolesche For-
meln in konjunktiver Normalform (SATISFIABILITY ) ist
N P -vollständig.

Beweisskizze: Wir zeigen

DOMINO �P SATISFIABILITY

Zu gegebenenD = (D = {d1, . . . ,dk},H,V), s> 0, f0 konstru-
ieren wir eine Boolesche Formel. Für 0≤m,n < s undd ∈ D
gibt es die Variable

xm,n,d
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Geplante Bedeutung: xm,n,d = 1 g.d.w. f (m,n) = d.

Für 0≤m,n < s fügen wir die Klausel

(xm,n,d1∨xm,n,d2∨ . . .∨xm,n,dk)
zur Formel hinzu und für 0≤m,n < s und alled 6= d′

die Klausel

(xm,n,d∨xm,n,d′)
sowie für 0≤ i < s die Klausel

(xi,0, f0(i))
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Für 0≤ n < s und 0≤m< s−1 und alle(d,d′) ∈ D×D−H
gibt es die Klausel

(xm,n,d∨xm+1,n,d′)
und für 0≤m< sund 0≤ n< s−1 und alle(d,d′)∈D×D−V
die Klausel

(xm,n,d∨xm,n+1,d′)

Es ist nicht schwer, einzusehen, dass jede Belegung derxm,n,d,
die die Formel erfüllt, einer legalens×s-Kachelung ausgehend
von f0 entspricht und umgekehrt. Ferner kann die Formel in
polynomieller Zeit ausD,s, f0 konstruiert werden. �
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Satz: 3-SAT ist N P -vollständig.

Beweisidee: (1) 3-SAT ∈N P

(2) SATISFIABILITY �P 3-SAT

C = (λ1∨λ2∨·· ·∨λk)

wird ersetzt durch die Klauseln

(λ1∨λ2∨y1), (y1∨λ3∨y2), (y2∨λ4∨y3), . . .

. . . , (yk−4∨λk−2∨yk−3),(yk−3∨λk−1∨λk)

�
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Überdeckungsprobleme

EXACT COVER:
Gegeben eine endliche MengeU = {u1, . . . ,un} und ei-
ne FamilieF von Teilmengen vonU , F = {S1, . . . ,Sm},
gibt es eine TeilmengeC ⊆ F , so dass die Mengen inC
paarweise disjunkt sind und ihre VereinigungU ergibt?

Satz: EXACT COVER ist N P -vollständig.

Beweisidee:

(1) EXACT COVER∈N P
(2) SATISFIABILITY �P EXACT COVER

12



Seiα eine Boolsche Formel mit KlauselnC1, . . . ,C` in den Va-
riablenx1, . . . ,xn. Mit λ jk, k = 1,2, . . . ,mj , bezeichnen wir das
k-te Literal in der KlauselCj , die ausmj Literalen besteht.

τ(α) = (U,F ) mit

U = {xi : 1≤ i ≤ n}
∪ {Cj : 1≤ j ≤ `}
∪ {p jk : 1≤ j ≤ `,1≤ k≤mj}

F = { {p jk} : 1≤ j ≤ `,1≤ k≤mj}
∪ { {xi}∪{p jk : λ jk = xi} : 1≤ i ≤ n}
∪ { {xi}∪{p jk : λ jk = xi} : 1≤ i ≤ n}
∪ { {Cj , p jk} : 1≤ j ≤ `,1≤ k≤mj}
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Ti,> = {xi}∪{p jk : λ jk = xi} ∈ C ∼ Ψ(xi) = 1

Ti,⊥ = {xi}∪{p jk : λ jk = xi} ∈ C ∼ Ψ(xi) = 0

{Cj , p jk} ∈ C :

λ jk = xi

⇒ Ti,⊥ 6∈ C
⇒ Ti,> ∈ C
⇒ Ψ(xi) = 1

λ jk = xi

⇒ Ti,> 6∈ C
⇒ Ti,⊥ ∈ C
⇒ Ψ(xi) = 0

⇒ Ψ(xi) = 1

�

14



WeitereN P -vollständige Probleme

3-SATEXACT COVER

CLIQUE VERTEX COVERPARTITION

INDEPENDENT SETSUM OF SUBSETGERICHTETER
HAMILTONKREIS

UNGERICHTETER
HAMILTONKREIS

HANDLUNGSREISENDEN

DOMINO

SATISFIABILITY

PROBLEM DES
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Satz: 3-SAT �P INDEPENDENT SET

Beweisidee:

(x1∨x2∨x3)∧ (x1∨x2∨x3)∧ (x1∨x2∨x3)∧ (x1∨x2∨x3)

x2x2x2 x2

x3x3x3x3

x1 x1x1 x1

�
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SUM OF SUBSET:
Gegebena1,a2, . . . ,an∈N undK ∈N, gibt esI ⊆ {1,2, . . . ,n},
so dass∑i∈I ai = K ?

Satz: EXACT COVER �P SUM OF SUBSET

Beweisidee:
({u1, . . . ,un},{S1, . . . ,Sm})

ai = ∑
u j∈Si

mj−1 K =
n

∑
j=1

mj−1

�
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Satz:
EXACT COVER

�P GERICHTETER HAMILTONKREIS

Beweisidee:
τ({u1, . . . ,un},{S1, . . . ,Sm}) = G :

u0 u1 u j−1 u j un−1 un

S0S1Si−1SiSi+1Sm−1Sm

uk−1 uk

18



Für jede TeilmengeSi existiert eine spezielle Graphkomponente. Es
gibt einen roten Pfad vonuk−1 durch die Komponente nachuk genau
dann wennuk zuSi gehört.

Die Anzahl der roten Pfade ist also|Si |. Um alle Knoten einer solchen
Graphkomponente zu besuchen, müssen entwederalle roten Pfade
benutzt werden oder nur der blaue.
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Es gibt einen Hamiltonkreis im GraphenG genau dann wenn
es für ({u1, . . . ,un},{S1, . . . ,Sm}) eine Menge paarweise dis-
junkter Teilmengen gibt, deren Vereinigung{u1, . . . ,un} ist:

Sj gehört nicht zur MengeC der exakt überdeckenden Teil-
mengen genau dann wenn der blaue Pfad vonSj−1 nachSj

benutzt wird.

Wird der blaue Pfad nachSj nicht benutzt, dann muss für alle
u∈ Sj der rote Pfad benutzt werden.

ui gehört zu genau einer der Mengen inC , wird also über genau
einen roten Pfad erreicht. �
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Satz:
GERICHTETER HAMILTONKREIS

�P UNGERICHTETER HAMILTONKREIS

Beweisidee:

�
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Satz:
UNGERICHTETER HAMILTONKREIS

�P PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN

Beweisidee:

G = ({v1, . . . ,vn},E)

di j =


0 i = j
1 {i, j} ∈ E
2 sonst

�
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Satz: Die ProblemeGERICHTETER HAMILTONKREIS, UN-
GERICHTETER HAMILTONKREIS, dasPROBLEM DES HAND-
LUNGSREISENDEN, SUM OF SUBSET, PARTITION, INDEPEN-
DENT SET, CLIQUE undVERTEX COVERsindN P -vollstän-
dig.

Beweis:
Wir haben gesehen, dassSATISFIABILITY auf jedes der
Probleme in Polynomialzeit reduziert werden kann. Fer-
ner ist jedes der Probleme inN P . �

23



0/1 INTEGER LINEAR PROGRAMMING:
Gegebenm Ungleichungen

n

∑
j=1

ai j x j ≥ bi , i = 1, . . . ,m

in n Variablen mit ganzzahligen Koeffizientenai j undbi ,
gibt es eine Lösung, bei der alle Variablen den Wert 0
oder 1 haben?

Satz: 0/1 INTEGER LINEAR PROGRAMMINGist N P -voll-
ständig.
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SET COVER:
Gegeben eine endliche MengeU = {u1, . . . ,un}, eine Fa-
milie F von Teilmengen vonU , F = {S1, . . . ,Sm}, und
ein k ∈ N, gibt es eine TeilmengeC ⊆ F mit |C | = k,
so dass die Vereinigung der Mengen ausC die MengeU
ergibt?

Satz: SET COVERist N P -vollständig.
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Literaturhinweis zuN P -Vollständigkeit

Michael R. Garey, David S. Johnson
Computers and Intractability:
A Guide to the Theory of NP-Completeness
Freeman (1979)
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Weitere unentscheidbare Probleme
bei kontextfreien Grammatiken

Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
ist G mehrdeutig?

(b) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
ist L(G) kontextfrei?

(c) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
ist L(G) regulär?
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(d) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
ist L(G) deterministisch kontextfrei?

(e) Gegeben kontextfreie Grammatiken G1 und G2,
ist L(G1)∩L(G2) = /0?

(f) Gegeben kontextfreie Grammatiken G1 und G2,
ist L(G1)∩L(G2) endlich?

(g) Gegeben kontextfreie Grammatiken G1 und G2,
ist L(G1)∩L(G2) kontextfrei?

(h) Gegeben kontextfreie Grammatiken G1 und G2,
ist L(G1)⊆ L(G2)?
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