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(Deterministische) Turingmaschine
(K,Z,8,s5,H)
endliche Menge von Zustanden
Alphabet, L,> €2, «— —¢Z
s € K; Startzustand
H C K; Menge der Endzustéande (Haltezustande)

Ubergangsfunktion
5:(K—H)xZ—Kx (ZU{—,—}),
so dass fur alleq € K—H und a € Z gilt:
falls 8(q,>>) = (p,b), dann ist b =—
falls 8(g,a) = (p,b), dannist b # >



Sei M = (K, Z,9,s,H) eine Turingmaschine. Ein Element
von

Kx>2*x (Z(Z—{u})u{e})
heil3t Konfiguration von M. Eine Konfiguration (g,wa, u)

hei3t Haltekonfiguration, falls q € H.
Abkirzende Schreibweise: (g,wau) statt (g,wa,u)

(01, W1a1U1) Fw (Of2, WoapUy)



Diagrammnotation

Kombination von Turingmaschinen

Mi = (Ki,Z, 8,81, Hi),i =1,2,3, KiNKj =0 firi # j

>M; M M=(K,Z,8,5,H)
b K =KiUKyUK3
s=¢s, H=HyUH3
M3 qui_Hi: 6(q7a):6i(qaa)

ge Hi: 3(q,a) =, 3(q,b) =s3



Beigpiel:

a#U

LR2al2a —

>|_|_1H

&

(Lwl) By (LwLiwL)



Turingmaschinen-Berechnungen
Rekursive Sprachen

M=(K,%8sH={yn}) we((EZ-{u>}*

(s,>>Lw)  Startkonfiguration
(y,...)  akzeptierende Haltekonfiguration
(n,...)  verwerfende Haltekonfiguration

M akzeptiert Eingabe w, falls M aus (s, >Uw) in eine ak-
zeptierende Haltekonfiguration Ubergeht. M verwirft Ein-
gabe w, falls M aus (s,>Lw) in eine verwerfende Halte-
konfiguration ubergeht.



(s,>LwW) ..

Berechnung ist akzeptierend
oder Berechnung ist verwerfend
oder Berechnung ist unendlich

M entscheidet (decides) eine Sprache L C X5 mit 39 C
Z—{U,>}, falls fur jedes Wort w aus Z§ gilt: Fallsw € L,
so akzeptiert M das Wort w, und falls w ¢ L, so verwirft
M das Wort w. Eine Sprache L heif3t rekursiv, falls es eine
deterministische Turingmaschine gibt, die L entscheidet.



Die Sprache a"b"c" ist turing-entscheidbar:




Rekursive Funktionen

M=(K,%38sH=1{hl), SoCs—{U>}, wes

Falls
(s,>Lw) =y (h,>Lv)

so heil3t v die Ausgabe von M bei der Eingabe w und wird
als M(w) bezeichnet.

M berechnet eine Funktion f : Xf — X, falls M(w) =
f(w) fur alle w € Z§. Eine Funktion f heift rekursiv, falls
es eine deterministische Turingmaschine M gibt, die f
berechnet.



Binarnotation:

w=ajaz...ap € {0,1}"

num(w) =ag - 2"t ap- 2" 24 tay

M = (K,Z,3,s,H = {h}) berechnet f : NK — N, falls fiir
allews,...,we € 0UL(0UL)" gilt

num(M(wg;...;wg)) = f(num(w1), ..., num(wg))

Eine Funktion f : NK — N heift rekursiv, falls es eine
deterministische Turingmaschine M gibt, die f berechnet.
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Beigpiel:

0

7

>R,—L 1L,
\
1%L

succ(n) =n+1
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Rekursiv aufzahlbare Sprachen

M=(K,%38sH), SoCs—{ur}, LCS

M akzeptiert (semi-entscheidet (semidecides)) L, falls gilt:
M halt bei Eingabew <— we L

Eine Sprache L heif3t rekursiv aufzéhlbar genau dann wenn
es eine deterministische Turingmaschine M gibt, die L
akzeptiert. Wir sagen dann auch, dass M ein Semi-Ent-
scheidungsverfahren fur L ist.
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Notation:

M(w) =, genau dann wenn M bei Eingabe w nicht hélt.

Satz: Falls eine Sprache eine rekursive Sprache ist, so ist
sie auch rekursiv aufzahlbar.
O

Satz: Falls eine Sprache L eine rekursive Sprache ist, so
ist auch ihr Komplement L eine rekursive Sprache.
O
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(s,>LwW) ..

Berechnung ist akzeptierend
oder Berechnung ist verwerfend
oder Berechnung ist unendlich

M entscheidet (decides) eine Sprache L C %3 mit 39 C
Z—{U,>}, falls fur jedes Wort w aus Z;; gilt: Fallsw € L,
so akzeptiert M das Wort w, und falls w ¢ L, so verwirft
M das Wort w. Eine Sprache L heif3t rekursiv, falls es eine
Turingmaschine gibt, die L entscheidet.



Rekursiv aufzahlbare Sprachen

M=(K,%38sH), SoCcs—{ur} LCS;

M akzeptiert (semi-entscheidet (semidecides)) L, falls gilt:
M halt bei Eingabew <— we L

Eine Sprache L heif3t rekursiv aufzéhlbar genau dann wenn
es eine Turingmaschine M gibt, die L akzeptiert. Wir sa-
gen dann auch, dass M ein Semi-Entscheidungsverfahren
fiir L ist.



Notation:

M(w) =, genau dann wenn M bei Eingabe w nicht hélt.

Satz: Falls eine Sprache eine rekursive Sprache ist, so ist
sie auch rekursiv aufzahlbar.

Beweisidee: & (n,a) = (n,a) O



Satz: Falls eine Sprache L eine rekursive Sprache ist, so
ist auch ihr Komplement L eine rekursive Sprache.

Beweisidee:
(n,...) fallsd(g,a) =(y,...)
6’((], a) = {

(y,...) fallsd(g,a) =(n,...)
o(g,a) sonst



Variationen von Turingmaschinen

\Duuub\a\b\a;\b\/b\a\u\u\
A

T T
g% X %%
mehrere Bander beidseitig unendliches Band
ujujujuju
blala[bla|b|b[U[U[U[}
ululblUlablblUjUlU]}
DDDD\DD >>[
T T
g% X g%

mehrere Kdpfe zweidimensionales Band



k-Band Turingmaschine

[>[blala]balb[boT0TT}
S NEEEE L NS

(K,Z,8,5,H)
5 (K—H) x ¢ K x (ZU{—,—)})K
Konfiguration: (g, wiagus, ..., WxakUk)

Startkonfiguration: Eingabe auf dem ersten Band, tbrige
Bander leer: (s, >uw, >L, ..., >L)



Jede k-Band Turingmaschine kann durch eine Standard-
turingmaschine mit nur einem Band simuliert werden:

Satz:

(a) Fur jede k-Band Turingmaschine M = (K, 2,8,s,H)

gibt es eine Turingmaschine M’ = (K’, 2’ &/,s',H), so dass
fir alle x € 2* gilt: M hélt bei Eingabe x mit Ausgabe v

auf ihrem ersten Band genau dann wenn M’ im gleichen

Zustand mit Ausgabe v halt.

(b) Falls M bei Eingabe x nach t Schritten hélt, so halt
M’ nach O(t - (x| +1t)) Schritten.



Beweisideer ¥ =ZU(Z x {0,1})K

o[ululelu]ale e u]u]u]

\>Hqu\a\b\a\b\b\a\u\u\




Simulationsphasen:
(1) Umbau der Eingabe:

(s, >Lw) -y (0, >0)
mitw € 3* und w € ((Z x {0,1})K)*
(2) Schritt fur Schritt Simulation:

(@) Aufsammeln der Symbole unter den Schreib-/
Lesekopfen (Speichern der gelesenen Symbo-
le im Zustand).

_
~—

| [} )




(b) Eigentliche Zustandsanderung

(c) Ausfihren der Schreib- und Bewegekopfak-
tionen (gespeichert im Zustand) auf den virtu-
ellen Bandern. Dabei eventuell Ersetzen von
LJ durch Symbol aus ({LJ} x {0,1})K.

~—

| [} )

(3) Umbau der Ausgabe.
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Turingmaschine mit
beidseitig unendlichem Band

Jede Turingmaschine mit einem beidseitig unendlichem Band
kann durch eine Standardturingmaschine mit einem einseitig
unendlichen Band simuliert werden:

-

[ulululb]u a\b@u\u\u\

>
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(]

alb
b

[
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Turingmaschine mit k Képfen

Jede Turingmaschine mit mehreren Kopfen kann durch eine
Turingmaschine mit k4 1 Bandern und somit durch eine Stan-
dardturingmaschine simuliert werden:

\DMc\b\u@b\b\uMu\

o|o |+ |C
o|lo|o|o
o|lo|o|oT
o|lo|o|C
o|lr|o|lo
o|lo|o|oT
o|lo|o|oT
o|lo|o|C
~|lo|o|C

[
IRV
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Satz: Jede rekursive Sprache, rekursiv aufzahlbare Spra-
che oder rekursive Funktion, die von einer Turingmaschi-
ne mit mehreren einseitig oder beidseitig unendlichen oder
auch mehrdimensionalen Bandern und mehreren Kopfen
entschieden, akzeptiert beziehungsweise berechnet wird,
wird auch von einer Standardturingmaschine mit nur ei-
nem einseitig unendlichen Band entschieden, akzeptiert
beziehungsweise berechnet.
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Registerturingmaschinen

Befehlszéhler

T T T2 T s

Register

Eine Registerturingmaschine ist ein Paar M = (k, 1), wo-
bei k die Anzahl der Register ist und N = (1, T, ..., TT)
eine endliche Folge von Befehlen (instructions).

14



Jeder Befehl T5 ist von einem der folgenden Typen:

Befehl Operand Semantik
read j Ro:=T[Rj]
write ] TRj]:=Ro
store j Rj:=Ro
load ] Ro:=R;
load =cC Ro:=c
add ] Ro:=Ro+R;
add =cC Ro:=Ro+cC
sub ] Ro := max(Ro — Rj,0)
sub =cC Ry := max(Rp —¢,0)
half Ro:= %]
jump S K:=Ss
jpos S ifRy>0thenk:=s
jzero S if Rp=0thenk :=s

halt K=0
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Konfiguration einer Registerturingmaschine

(K7 RO7 R17 MR ) Rk_17T)
K Befehlszéhler; 0 <k < p
Rj aktuelle Wert von Register Rj fir j =0,...,k—1

T Bandinhalt: Endliche Menge von Paaren aus
N x (N—{0}), so dass es fur alle
i > 0 hdchstens ein Paar der Form (i,m) gibt

Eine Konfiguration hei3t Haltekonfiguration, falls k = 0.
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Ubergénge einer Registerturingmaschine

M= (k, (T, To,...,T0))
(K,Ro,Rl,...,Rk_l,T) Fu (K’,R’, ’1,..., ’k_l,T’)

genau dann wenn

Tk ist vom Typ read j und
K'=k+1;, Ry=m,falls (R;,m) € T, und R = 0 sonst;
=T; R=Rfuri=1,... k-1
oder Tt ist vom Typ write j und
K'=k+1, R=Rfuri=0,....k—1;, T"=TuUut—
{(Rj,m)}, falls es ein (R;,m) € T gibt, und T'=T Ut
sonst, wobei T = {(R;j,Ro)}, falls Ry # 0 und T = 0 sonst
oder 11, ist vom Typ store j und

17



oder Tt ist vom Typ add = c und
K'=k+1 Ry=Ro+c T'=T; R=R firi=
1,...,k—1.

oder 1t ist vom Typ jzero sund

Ro=0; K=s T'=T;, R=R furi=0,...,k—1.
oder 1t ist vom Typ jzero sund

Ro#£0; K'=k+1; T'=T; R=R furi=0,...,k—1.
oder T ist vom Typ halt und

K'=0, T'=T; R=R furi=0,....k—1.

18



Beispiel:

X:=y+x-1

(1) load1l
(2) add?2
(3) sub=1
(4) storel

0 O
=

< >
11
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Beispiel:

while X >0dox:=x—3

(1) load1l
(2) jzero6
(3) sub=3
(4) storel
() jumpl
6) ...

X < R



Registerturingmaschinen

Befehlszéhler

T T T2 T s

Register

Eine Registerturingmaschine ist ein Paar M = (k, 1), wo-
bei k die Anzahl der Register ist und N = (1, T, ..., TT)
eine endliche Folge von Befehlen (instructions).



Jeder Befehl 11 ist von einem der folgenden Typen:

Befehl Operand Semantik
read j Ro:=T[Rj]
write ] TRj]:=Ro
store ] R '=Ro
load ] Ro:=R;
load =cC Ro:=c
add ] Ro:=Ro+R;
add =cC Ro:=Rp+cC
sub ] Ro := max(Ro — Rj,0)
sub =cC Ry := max(Rp —¢,0)
half Ro:= %]
jump S K:=Ss
jpos S ifRy>0thenk:=s
jzero S if Rp=0thenk :=s

halt K=0



Konfiguration einer Registerturingmaschine

(K7R07R17 i '7Rk_17T)

K Befehlszéhler; 0 <k < p
Rj aktuelle Wert von Register Rj fir j =0,...,k—1
T Bandinhalt: Endliche Menge von Paaren aus

N x (N—{0}), so dass es fur alle
i > 0 hdchstens ein Paar der Form (i,m) gibt

Eine Konfiguration hei3t Haltekonfiguration, falls k = 0.



Regi stermaschinen-Berechnungen
2, UeZ >gz
E:Z+— {0,1,...,]5| — 1} bijektiv, E(L)=0

Startkonfiguration einer Registerturingmaschine M = (k, M)
bei Eingabe w =ajay...an € (Z— {U})™

(K7R07R17"'7Rk—17T)
mitk =1,Rj=0flri=0,...,k—1und

T ={(1,E(a1)),(2,E(a2)),...,(n,E(an))}



M akzeptiert Eingabe w, falls M aus der Startkonfigura-
tion in eine Haltekonfiguration mit Ry = 1 Ubergeht. M
verwirft Eingabe w, falls M aus der Startkonfiguration in
eine Haltekonfiguration mit Ry = 0 Ubergeht.

Sei 29 € > — {U} und sei L C . M entscheidet (deci-
des) L, falls fur jedes Wort w aus 2 gilt: Fallsw € L, so
akzeptiert M das Wort w, und falls w ¢ L, so verwirft M
das Wort w.

M akzeptiert (semi-entscheidet (semidecides)) L C X,
falls M genau dann in eine Haltekonfiguration Ubergeht,
wennw € L.



M berechnet eine Funktion
f:3— 2

falls M flir alle x € % bei Eingabe x in eine Haltekonfi-
guration mit Bandinhalt T = {(1,E(b1)), (2,E(b2)),...,
(m,E(bm))} Ubergeht, wobei f(x) =biby...bm.



Beispid: E(a) =1; E(b) =2; E(c) =3;

acount := 0; bcount := 0; ccount := 0;
n:=1;
while T[n] =1do

n:=n-+1; acount :=acount+1;
while T[n] =2 do

n:=n-+1; bcount := bcount+1;
while T[n] =3do

n:=n-+1; ccount := ccount+1;
if acount = bcount = ccount und T [n] =0

then load = 1; halt ;

else load = 0; halt ;



Simulation von Registermaschinen

Satz: Jede rekursive oder rekursiv aufzahlbare Sprache
und jede rekursive Funktion kann von einer Registertu-
ringmaschine entschieden, akzeptiert beziehungsweise be-
rechnet werden.

Beweisidee: Position des Schreib-/Lesekopfes der Stan-
dardturingmaschine in einem Register verwalten. O



Satz: Jede Sprache, die von einer Registerturingmaschine
entschieden oder akzeptiert wird, und jede Funktion, die
von einer Registerturingmaschine berechnet wird, kann
auch von einer Standardturingmaschine entschieden, ak-
zeptiert beziehungsweise berechnet werden.

Beweisskizze:

Simuliere M = (k, (T, ..., 7)) durch eine (k+ 3)-Band
Turingmaschine M’: Band 1 dient nur der Ein-/Ausgabe,
Band 2 verwaltet Bandinhalt von M als Wort aus

(L™ (0ul(oul)™,1(0UL) ) LU $



Bénder 3, ...,k+ 2 verwalten Inhalte der Register Rq bis
Rk_1. Band k + 3 dient der Aufnahme von Konstanten.

Befehlzahler wird in den Zustanden von M’ verwaltet.
Zustandsmenge K von M’ ist partitioniert in Zustands-
klassen Ky, ...,Kp. Zustandsklasse K; dient der Simulati-
on von Befehl ;.

Simulation eines Lesezugriffs auf T [i]:

Durchsuchen von Band 2 nach Wort (X, ...), wobei x die Binardar-
stellung von i ist.

10



Simulation eines Schreibzugriffs T[i] :=n:

Durchsuchen von Band 2 nach Paar (X, ...) und Ldschen desselbigen
durch Uberschreiben mit U, falls vorhanden, wobei x die Binardar-
stellung von i ist; Suche nach $ auf Band 2; Falls n # 0, Uberschrei-
ben von $ und nachfolgender LI durch (x,y)$, wobei y die Binardar-
stellung von niist.

U
Anzahl der Schritte einer simulierenden Standardturing-
maschine ist polynomiell in der Lange der Eingabe und

der Anzahl der Schritte der simulierten Registerturing-
maschine!

11



Nichtdeterministische Turingmaschine

(K,Z,A,s,H)

A Ubergangsrelation
A:(K—H)xZxKx (ZU{—,—})

Relation -\ wird entsprechend erweitert, ebenso -,

12



M=(K ZAsH) we((EZ-{U>})*

M akzeptiert Eingabe w, falls (s, >Lw) 5, (h,uav) flr ein
heH,acZundu,veZz".

M akzeptiert eine Sprache L C > mit Xy C Z — {U,>},

falls fur alle w € Zj; gilt: M akzeptiert w genau dann wenn
w e L.

13



M=(K,Z,As,H={yn}) we((E=Z-{u>}H*

M entscheidet eine Sprache L C Zj mit 2o C > — {LI,>},
falls gilt

1. Es gibt ein N € N, das von M und w abhéngt, so
dass es keine Konfiguration C gibt mit

(s,>Lw) -y C

2. w € L genau dann wenn (s,>Uw) 5, (y,uav) fur
aczundu,veX*

14



Sei 2o C ~ — {UJ,>>}. Eine nichtdeterministische Turing-
maschine M = (K, %, A, s, {h}) berechnet eine Funktion
f:35— 25, falls

1. Es gibt ein N € N, das von M und w abhéngt, so
dass es keine Konfiguration C gibt mit

(s,>Lw) -y C

2. (s,>uw) ) (h,uav) genau dann wenn ua = >L
und v = f(w).

15



Satz: Falls eine nichtdeterministische Turingmaschine M
eine Sprache akzeptiert oder entscheidet oder eine Funk-
tion berechnet, so gibt es auch eine deterministische Tu-
ringmaschine M’, die die Sprache akzeptiert beziehungs-
weise entscheidet beziehungsweise die Funktion berech-
net.

Beweisidee:
Alle mdglichen Berechnungen durchprobieren.



Ein paar Details: Es gibt r € N, so dass fir alle Paare (g,a) gilt

{(p,b): (a,a,p,b) €A} <

Fir jedes Paar (g,a) 4-Tupel (g,a, pi,by) furi=1,2,...,r.
Sei 21 Menge von r Symbolen. Wort aus Z(lj kodiert eine
Berechnung bestehend aus d Schritten.

3-Band Turingmaschine M:

Band 1. Eingabe w
Band 2: bearbeitete Kopie von w
Band 3: i1ip...ig € Z7.



Das Symbol auf der j-ten Position von Band 3 bestimmt, wel-
che der r mdglichen Aktionen auf Band 2 ausgefthrt wird.
Wird auf Band 3 ein U erreicht, so wird die aktuelle determi-
nistische Simulation gestoppt, ein neues Wort auf Band 3 ge-
neriert und die zum neu erzeugten Wort gehodrige Simulation
wird gestartet. Auf Band 3 werden der Lange nach alle Worter
aus 7 generiert.

O



Grammatiken
Grammatik (V,Z,R'S)

Alphabet
> CV,; Terminalalphabet

RC (VT —ZT) xV*; endliche Menge von
Regeln oder auch Produktionen

SeV —%; Startsymbol

Nichtterminal(symbol)e oder Variablen



Sei G = (V,Z,R,S) eine Grammatik.
Falls (u,v) € R, so schreiben wir U —¢ V.

Relation =g auf V* x V*:
X =¢ Y genau dann wenn es u,v,w,z € V* gibt, so dass
X=uvw, y=uzw und v —gz

Ableitung vony in G aus x:
X=Wg=>cgW1 =g - =cWn=Y

Erzeugte Sprache

L(G)={weZ":S={w}



Beispiel:

V. = {S,a,b,c,A;B,C, Ty Tp, Tc}
> = {a,b,c}
R = {S—ABCS, S—T,,
CA — AC, BA— AB, CB — BC,
CTc — Tec, CTe — Ty,
BTy — Tpb, BTp — Tab,
ATa— Taa, Ta— €}

L(G) ={a""c":n>1}



Grammatiken und Turingmaschinen

Satz: Eine Sprache ist eine von einer Grammatik erzeugte
Sprache genau dann wenn sie rekursiv aufzahlbar ist.

Beweisskizze:

=:Sei G = (V,Z,R,S) eine Grammatik.
Nichtdeterministische 2-Band Turingmaschine M
simuliert Ableitungen:

Band 1: w
Band 2: x eV* mitS =¢x
(anfangs x = S)



|R|+1 Optionen, von denen eine nichtdeterministisch aus-
gewahlt wird: Eine von |R| Regeln auf Band 2 anwenden
oder Ableiten beenden.

Regel u — v anwenden: Startposition fir Suche nach u auf
Band 2 nichtdeterministisch auswéhlen, Bandinhalt ab Start-
position mit u vergleichen. Falls Ubereinstimmung gefunden
wurde, zugehdorigen Teil von Band 2 l6schen, Platz fur v an-
passen und v auf Band 2 schreiben.

Ableiten beenden: Bénder 1 und 2 vergleichen.

Falls in einem der Schritte keine Ubereinstimmung gefunden
wurde, in eine Endlosschleife ubergehen.



M hélt bei Eingabe w genau dann wennw € L(G).

«: Sei (K, Z,9,s,{h}) eine Turingmaschine.

Annahmen 0.B.d.A.: Falls M halt, dann in der Konfigura-
tion (h,LJ); Ferner KNZ =0und < ¢ UK.

Wir konstruieren Grammatik G = (V,Z,R,S) mit
V =2ZUKU{S, <}
Konfiguration wird durch Wort aus V * dargestellt:

(q,>uaw) o > uagqw<



Ubungen vom 1. Mai
eine Woche spater



Grammatiken
Grammatik (V,Z,RS)

Alphabet
> CV,; Terminalalphabet

RC (VT —Z7) xV*; endliche Menge von
Regeln oder auch Produktionen

SeV —%; Startsymbol

Nichtterminal(symbol)e oder Variablen



Grammatiken und Turingmaschinen

Satz: Eine Sprache ist eine von einer Grammatik erzeugte
Sprache genau dann wenn sie rekursiv aufzahlbar ist.

Beweisskizze:
=:Sei G = (V,Z,R,S) eine Grammatik.

Band 1: w
Band 2: xeV* mitS=%x (anfangs x=YS)

|R| + 1 Optionen, von denen eine nichtdeterministisch ausge-
wéhlt wird: Eine von |R| Regeln auf Band 2 anwenden oder
Ableiten beenden.

M halt bei Eingabe w genau dann wenn w € L(G).



«: Sei (K, Z,9,s,{h}) eine Turingmaschine.

Annahmen 0.B.d.A.: Falls M halt, dann in der Konfigura-
tion (h,LJ); Ferner KNZ =0und < ¢ UK.

Wir konstruieren Grammatik G = (V,Z,R,S) mit
V =2ZUKU{S, <}
Konfiguration wird als Wort aus V * dargestellt:

(q,>uaw) o > uagqw<



Regeln in R entsprechen riickwirts Ubergéngen von M:
M G

5(d,a) = (p,b) bp —¢aq

6(q7a):(p7_)) abp_)G aqb’ b#<]
allp<d —gag<

5(q,U) = (p,<—) | pub—gLigb, b# <

<1—c& DUS—gE




Lemma: (01, uz@1W1) Fw (02, U2a2w2)
g.d.w.
Uza2(2W2 = U1a1g1Wa

Nun gilt
w e L(G)
gdw. S=c>Uh<d={DUSW =W =W
gdw. >Uh<g={>UsSWQ
gdw.  (s,>Lw) by (h,>U)
g.d.w. M halt bei Eingabe w



Sei G = (V,Z,R,S) eine Grammatik und sei f : ¥* — X*
eine Funktion. G berechnet f, falls fur alle v,w € Z* gilt:

SwS=¢:v gdw. v=f(w)

Satz: Eine Funktion ist durch eine Grammatik berechnen-
bar genau dann wenn sie durch eine Turingmaschine be-
rechenbar ist.

(Beweis Ubungsaufgabe) O



Primitiv rekursive und
u-rekursive Funktionen

f(n,m) =m- n2_|_6. m3n+15



Primitiv rekursive Funktionen
Basisfunktionen
1. k-stellige Nullfunktion:
zero(Nny,...,nk) =0 furallen,...,ng e N
2. |-te k-stellige Identitat:
idk j(Ny,...,n) =n;j furalleny,...,nce N

3. Nachfolgerfunktion:

succ(n)=n+1furallene N



Verkntuipfung von Funktionen

1. Komposition: Seien g eine k-stellige Funktion, h1, ..., hg
jeweils I-stellige Funktionen.

f(ng,....,n) =g(ha(ng,....n),....h(Ng,...,np))

2. Primitive Rekursion: Seien g eine k-stellige Funktion
und h eine (k+ 2)-stellige Funktion.

f(ng,...,n,0) = g(ng,...,Nk)
f(ng,...,nk,m+1) = h(ng,...,nk,,m, f(Ng,...,Nk,m))

10



Eine Funktion heif3t primitiv rekursiv, falls sie zu den Ba-
sisfunktionen gehdrt oder aus diesen durch die Operatio-
nen Komposition und primitive Rekursion erzeugt wer-
den kann.

Beispiele:

pIus(n,O) = idl’l(n)
plus(n,m+1) = succ(idzz(n,m,plus(n,m)))
Vereinfacht:
plus(n,0) = n
plus(nym+1) = succ(plus(n,m))

11



mult(n,0) = zero(n)

mult(n,m+1) = plus(n,mult(n,m))
exp(n,0) = succ(zero(n))
exp(n,m+1) = mult(n,exp(n,m))

c(ng,...,nk) =516

12



pred(0)
pred(m+1)

minus(n,0) =
minus(n,m+1) =

n
pred(minus(n, m))

13



Pradikate

Eine Funktion, die nur die Werte 0 und 1 annimmt,
heif3t Pradikat.

iszero(0) =
iszeroim+1) = 0

positive(0) =
positive(m+1) =

greater—than—or—equal (N, m) = iszero(minus(m,n))

14



Primitiv rekursive und
U-rekursive Funktionen

f(n,m)=m-n?+46.m3"*+1



Pradikate

Eine Funktion, die nur die Werte 0 und 1 annimmt,
heif3t Pradikat.

iszero(0) =
iszeroim+1) = 0
positive(0) =
positive(m+1) =

greater—than—or—equal (n,m) = iszero(minus(m,n))



Operationen auf Pradikaten

Negation:
minus(1, p(ny,...,Nk))

Disjunktion:
positive(p(ny,...,Nk) +4q(n1,...,Ny))
Konjunktion:
p(Ng,...,Nk)-q(Ng,...,N)
Beispiel:

equal(m,n) = greater-than—or—equal (n,m) und
greater—than—or—equal (m,n)



Funktionsdefinition durch
endliche Fallunterscheidung

~ [ g(n,...,n) falls p(ng,...,nk)
F(ne, M) _{ h(ny,...,nk) sonst
f(ny,...,nx) = p(nN1,...,nk)-g(N1,...,NK)

+(minus(1, p(ny,...,nk))-h(ng,...,nk))



Beispiel:  Division (div) mit Rest (rem)

rem(0O,n) = 0
0 f. equal(rem(m,n), pred(n))

rem(m+1n) = {rem(m,n)+1 conet

div(0,n) = 0

divim+1,n) — {div(m,n)—l—l f. equal(rem(m,n), pred(n))

div(m,n) sonst



m-t niederwertigste Ziffer der Darstellung von n
zur Basis p:

digit(m,n, p) = div(rem(n, p™), pminus(Mm1))

odd(n) = digit(1,n,2)



Beschrankte Quantifizierung

Endliche Konjunktion und Disjunktion von Prédikaten:
p(n1,...,n;,0) und p(ny,...,n;,1) und --- und p(ny,...,Nn;,kK)
p(nq,...,n;,0) oder p(ny,...,n;,1) oder --- oder p(ny,...,Nn,K)

q(n,k) = p(n,0) und p(n,1) und --- und p(n,k)

q(n,k+1) = q(n,k)und p(n,k+1)
= h(n,k,q(n,k))

h(xy,2) = p(xsucc(y))undz



Beschrankte Existenzquantifizierung:

1 Fk<n:p(ng,...,n,k)=1
0 sonst

q(nl,...,m,n):{

Beschrankte Allquantifizierung:

1 Yo<j<n:p(ng...,m,j)=1
0 sonst

Q(nl,...,m,n):{



Beschrénkte Minimalisierung

f(ng,...,n,b) = (m<Db)[g(ng,...,n;,m) =1]

das kleinste m <b, so dass g(ny,...,n,m) =1
- falls ein solches m < b existiert

0 sonst



f(ng,...,n,0) = 0

f(ny,...,n;,b+1)

b+1 falls g(ny,...,n;,0) #1
und f(nq,...,n;,b) =0
und g(ny,...,n;,b+1)=1

f(n1,...,n;,b) sonst

10



Nicht primitiv rekursive Funktionen

Es gibt abzéahlbar unendlich viele primitiv rekursive Funk-
tionen
f07 f17 f27 f37 A

Es gibt berechenbare, nicht primitiv rekursive Funktio-
nen:

11



Ackermann-Funktion

A(0y) = y+1
A(X,0) = A(x—1,1) x>0
A(va) = A(X_]-?A(Xay_l)) X7y>0

Satz: Die Ackermann-Funktion ist nicht primitiv rekursiv.

(ohne Beweis) O

12



A0y) = y+1

Ally) = y+2

A2)y) = 2y+3

A(3,Y)

W3 _3

13



u-rekursive Funktionen
Unbeschrénkte Minimalisierung

Sei g eine (k+ 1)-stellige Funktion. Wir definieren eine
k-stellige Funktion durch

IJ' m[g(nl7"'7nk7m) = 1]

das kleinste m, so dass g(ns,...,ng,m) =1
= falls ein solches m existiert

0 sonst

14



Eine Funktion g : NK — N heit minimalisierbar, falls das
folgende Verfahren fir alle nq,...,ng € N terminiert:

m:=0;
while g(ny,...,Ng,M) #1ldom:=m+1;
return m;

Eine Funktion hei3t p-rekursiv, falls sie zu den Basis-
funktionen gehdort oder aus diesen durch Komposition und
primitive Rekursion und Anwendung der unbeschrank-
ten Minimalisierung auf minimalisierbare Funktionen er-
zeugt werden kann.

15



Satz: Eine Funktion f : NK— N ist p-rekursiv genau dann
wenn sie durch eine Turingmaschine berechenbar ist.

Beweisskizze:
= Jede p-rekursive Funktion f : NX+— N kann auch durch
eine Turingmaschine berechnet werden.

Es gibt Registerturingmaschinen, die die Basisfunktionen
berechnen.

Wir geben Registerturingmaschinen an, die Komposition,

primitive Rekursion und Anwendung des p-Operators auf
minimalisierbare Funktionen realisieren.

16



Komposition:

Wenn es Registerturingmaschinen gibt, die hy,hy,... h und g be-
rechnen, dann berechnet die zu folgendem Programm gehdrige Re-
gisterturingmaschine die Komposition dieser Funktionen:

my :=hy(ny,...,Nk);
my :=hp(ny, ..., Nk);

m; :=h(ng,...,Nk);
Ro:=g(my,...,m));

17



Primitive Rekursion:

V= g(nla"'ank);

if (m=0) thenRg =V

else fori:=1,2,....,mdo
v:=h(ny,...,nki—1,v);

Ro:=v;

Unbeschrénkte Minimalisierung:

m:=0;
while g(ng,...,Nk,m) # 1 do
m:=m+1;

Ro:=m;

18



Satz: Eine Funktion f : N — N ist p-rekursiv genau dann
wenn sie durch eine Turingmaschine berechenbar ist.

Beweisskizze:
= Jede p-rekursive Funktion f : NK— N kann auch durch
eine Turingmaschine berechnet werden.

Es gibt Registerturingmaschinen, die die Basisfunktionen
berechnen.

Wir geben Registerturingmaschinen an, die Komposition,
primitive Rekursion und Anwendung des p-Operators auf
minimalisierbare Funktionen realisieren.



Komposition:

Wenn es Registerturingmaschinen gibt, die hy,hy,... h und g be-
rechnen, dann berechnet die zu folgendem Programm gehdrige Re-
gisterturingmaschine die Komposition dieser Funktionen:

my :=hy(ny,...,Nk);

my :=hp(ny, ..., Nk);

m; :=h(ng,...,Nk);
Ro:=g(my,...,m));



Primitive Rekursion:

V= g(nla"'ank);

if (m=0) thenRg =V

else fori:=1,2,....,mdo
v:=h(ny,...,nki—1,v);

Ro:=v;

Unbeschrénkte Minimalisierung:

m:=0;
while g(ng,...,Nk,m) # 1 do
m:=m+1;

Ro:=m;



«=: Jede turing-berechenbare Funktion f : N — N ist p-rekursiv.

Sei M = (K, Z,9,s, {h}) eine Turingmaschine, die f
berechnet, >NK = 0. Sei ' =ZUK und sei b = ||

E:l—{0,1,....b—1}
E(0)=0, E(1)=1

Darstellung einer Konfiguration als Wort tber I":

(g,a182...a...an) <> aidz...ax_1ak0ak:1---an



Interpretation von Wortern aus (I —{0})I*U{0} als Zah-
len zur Basis b:

Utlz...Um < E(up)b™ 1 4+E(u)b™ 2+ +E(um)

Wir bilden so Konfigurationen injektiv auf naturliche Zah-

len ab:
(g,a182...8k-..an)

<

E(a1)b"+ -+ E(a)b" * 1+ E(q)b" *+E(ag,1)b" ¥ 1+ .. +E(an)



f:N— N

f'(n) = num(output(last(comp(n))))

comp berechnet fur n diejenige Zahl, die zur Basis b ge-
schrieben der Hintereinanderreihung der Konfigura-
tionen der Berechnung von M bei Eingabe n ent-
spricht, wobei die Hintereinanderreihung von Kon-
figurationen mit > LI sw startet, wobei w die Binar-
darstellung von n ist, und mit > LIhw’ ended, wobei
w’ die Binérdarstellung von f(n) ist.



last

output

num

berechnet flr eine Zahl, die zur Basis b geschrie-
ben einer Hintereinanderreihung von Konfiguratio-
nen entspricht, die Zahl, die zur Basis b geschrieben
der letzten Konfiguration aus der Hintereinanderrei-
hung entspricht, und 0 sonst.

berechnet fur eine Zahl, die zur Basis b geschrieben
einer Konfiguration der Form > LI hv entspricht, die
Zahl, die zur Basis b geschrieben dem Wort v ent-
spricht, und 0 sonst.

berechnet fur eine Zahl, die zur Basis b geschrieben
ein Wort aus 1{0,1}*U{0} ist, diejenige Zahl, deren
Binérdarstellung dieses Wort ist, und 0 sonst.



lastpos(n) = p (M < n)[equal(digit(m,n,b), E(>>)) oder equal(m,n)]

last(n) = rem(n, b'2stPos(M)

comp(n) = P m[iscomp(m, n) und halted(last(n))]

iscomp Pradikat ist erfillt, genau dann wenn m zur Basis b
geschrieben eine Hintereinanderreihung von Konfi-
gurationen ist, die (dem Anfang) einer Berechnung
von M bei Eingabe n entspricht.



iscomp(m,n) = equal(n,num(output(kth(m,1)))) und yields(m,n)

1 V0 <k<length(m):
yields(m,n) = onestep(kth(m,k),kth(m,k+1))
0 sonst

kth  berechnet fur ein erstes Argument, das zur Basis b
geschrieben einer Hintereinanderreihung von Konfi-
gurationen entspricht, die Zahl, die zur Basis b ge-
schrieben der k-ten Konfiguration in dieser Hinter-
einanderreihung entspricht, wobei k das zweite Ar-
gument ist, falls es so viele Konfiguration in der Hin-
tereinanderreihung gibt, und 0 sonst.



length

onestep

halted

berechnet fur eine Zahl, die zur Basis b geschrieben
einer Hintereinanderreihung von Konfigurationen
entspricht, die Anzahl der Konfigurationen, aus de-
nen die Hintereinanderreihung besteht, und 0 sonst.

Préadikat ist erfillt, genau dann wenn beide Argu-
mente zur Basis b geschrieben Konfigurationen ent-
sprechen und die zweite Konfiguration aus der er-
sten durch einen Ubergang von M hervorgeht.

Prédikat ist erflllt, genau dann wenn die Zahl zur
Basis b geschrieben einer Haltekonfiguration ent-
spricht.

fl=f

10



L OOP-, WHILE- und
GOTO-Berechenbarkeit

Variablen:
Konstanten:
Trennsymbole:
Operationszeichen:
Schlisselworter:

X0, X1,X2, . ..

0.1,2,...

+, -

LOOP, WHILE, GOTO, DO, END

11



L OOP-Berechenbarkeit

Xj:=Xj+C und Xj:=Xj—C
sind LOOP-Programme.
Falls M1 und M, LooP-Programme sind, dann ist auch
Mq; Mo

ein LOOP-Programm.
Falls Il ein LOOP-Programm ist und x; eine Variable, dann
ist auch

LOOP X; DO T END

ein LOOP-Programm.

12



Eine Funktion f : NKi— N heift Loor-berechenbar, falls
es ein LOOP-Programm I gibt, das gestartet mitnq, ..., ng
in den Variablen X1, . ..,Xk (und O in den restlichen Varia-
blen) mit dem Wert f(n1,...,nk) in der Variablen xo hélt.

Beispiel:

Addition: X1 +X2

X0 := X1,
LOOP X2 DO Xg := Xo+ 1 END

13



If-then-else:

IFX=0 THEN A END
yi=1;

LOOP X DO Y := 0 END
LOOPY DO A END

Satz: Eine Funktion ist LooP-berechenbar genau dann
wenn sie primitiv rekursiv ist.

0.B. O

14



Beispiel: succ

M= (K,Z,9,s,{h})

> ={0,1,U,>}
K={s,R,L,a,c,d,e, f,g,h}

r=KuUsz ||=b=14



—_ e e N T T T T

Y= 4= == DO DD d d

e — e e O T T

Jo+A AJdJo A AJo A A

OO0 O0OOLOULOLLOLTTTDOT

NN N NN N

JO A A JO A A JO H A

n unnuunrrrrrx o oc o




01 U s RLacd e f g h
E 012 3 456 7 89 10 11 12 13
(s,>1101) > 11s101

3.14542.14°+4.143+ 11424+ 0- 14+ 1= 1701477



Fm

Fu

Fm

Fu

(s,>L1101)

> 115101

1701477

(R>1L1101)

> 1Js101 > LIIR0L

12811334018701

(R>L101)

> 15101 > LI1R01 > LI10R1
96463400701835545855

(R>1101)

> 15101 > LU1R01 > LI10R1 1> LI10IR
726324648266896008596566347
(R,>>11101L))

> 1Js101 5> LIIR01 > LI1OR1 > U10IR> U101 LR
76564426215381035469778181029452789



Fu

Fm

Fm

Fm

(a,r>11101)

> 11s101 > UIR01 > LII0OR1 > LI101IR > L1101 LR LI101a
576494603508055260286971726075781836768973
(c,r>11100)

> 1s101 > UIR01 > L10R1 > U101R > 101 LU Re> LI101a
> L1100c
607703161928747972124817351945763329533735061141
76

(a,>1L100)

> 1s101 > UIR01 > L10R1 > U101R > 101 LU Re> LI101a
> 11100c > L10a0
326837345361166949360057767492878216943151525523
52286170

(L,>u110)

> 1s101 > UIR01 > L10R1 > U101R > 101 LU Re> LI101a
> 1J100cr> 1J10a0 > L111L0
246093355804133954721673192241725627808926936488
428423401010448



Fu

Fu

Fm

(L,>U110)

> 11s101 > UIR01 > LII0OR1 > LI101IR > L1101 LR LI101a
> 11100cr> 110a0 > U211L0> 11L10
185296878188803556089920828121899381670991648965
9335397421150606286366

(L,>u110)

> 11s101 > UIR01 > LII0R1 > LI101IR > L1101 LR LI101a
> 1J100cr> 110a0 > L11L0r> 11L10> L1110
139519951501021117250707811249365378266947177658
83593610956860651455020813154

(h,>>U110)

> 11s101 > UIR01 > LII0OR1 > LI101IR > L1101 LR LI101a
> 1J100cr> 1Li10a0 > 111L0> 11L10> LL110> Lh110
105052049754519253909942549028330159281459638428
060089903069676722114031593394042730



num (output(last(comp(5)))) =6

comp(5) = 1Us101 > LAR01 > LI0R1 > L101Re> L1101 LR > U101
ar> 1J100cr> 110a0 > U11L0> U1L10 > UL110 > 1L1h110= 1050520
4975451925390994254902833015928145963842806008990306967
6722114031593394042730

last(comp(5)) = last(r> Ls101 > L/IRO1 > LJ10R1 > LI101R > L1101
R w10lar- 1100c > 1U10a0 > U110 LIAL10 > LIL110 > LUh110)
=1 Uh110 = 1726186

output(last(comp(5))) = output(1726186) = output(r> L1 h110)
=110=210

num(output(last(comp(5)))) = num(210) = num(110) = 6



L OOP-, WHILE- und
GOTO-Berechenbarkeit

Variablen: X, X
Konstanten: O
Trennsymbole: =
Operationszeichen: +, -
Schlusselworter:  LOOP, WHILE, GOTO, DO, END



L OOP-Berechenbarkeit

Xj:=Xj+C und Xj:=Xj—C
sind LOOP-Programme.
Falls M1 und M, LooP-Programme sind, dann ist auch
Mq; Mo

ein LOOP-Programm.
Falls Il ein LOOP-Programm ist und x; eine Variable, dann
ist auch

LOOP X; DO T END

ein LOOP-Programm.



Eine Funktion f : NKi— N heift Loor-berechenbar, falls
es ein LOOP-Programm I gibt, das gestartet mitnq, ..., ng
in den Variablen X1, . ..,Xk (und O in den restlichen Varia-
blen) mit dem Wert f(n1,...,nk) in der Variablen xo hélt.

Beispiel:

Addition: X1 +X2

X0 := X1,
LOOP X2 DO Xg := Xo+ 1 END

10



If-then-else:

IFX=0 THEN A END
yi=1;

LOOP X DO Y := 0 END
LOOPY DO A END

Satz: Eine Funktion ist LooP-berechenbar genau dann
wenn sie primitiv rekursiv ist.

0.B. O

11



WHILE-Berechenbarkeit

Jedes LoOOP-Programm ist auch ein WHILE-Programm.
Falls I ein WHILE-Programm ist und X; eine Variable,
dann ist auch

WHILE X; # 0 DO 1 END

ein WHILE-Programm.

Eine Funktion f : NK— N heif3t wHILE-berechenbar, falls
es ein WHILE-Programm TIT gibt, das gestartet mit nq,no,
...,h in den Variablen X1, ..., Xk (und O in den restlichen
Variablen) mit dem Wert f(n1,...,ng) in der Variablen xg
halt.

12



GOTO-Berechenbarkeit

Ein coTo-Programm ist eine Folge von Paaren M; : A;
bestehend aus einer Markierung M; und einer Anweisung

Aj, getrennt durch ;" .

M1:A1; Mo Ao ... MkZAk

Mdogliche Anweisungen:

Wertzuweisungen:
unbedingter Sprung:
bedingter Sprung:
Stopanweisung:

X i==XjxC

GOTO M;

IF X; = C THEN GOTO M;
HALT

13



Eine Funktion f : NK— N heift coTo-berechenbar, falls
es ein GOTO-Programm I gibt, das gestartet mitnq, ..., Nk
in den Variablen X1, ...,Xk (und O in den restlichen Varia-
blen) mit dem Wert f(n1,...,nk) in der Variablen xo hélt.

14



WHILE und GOTO

WHILE X; # 0 DO 1 END

Mj D IF X; = 0 THEN GOTO My;
Mo . IT;

M3 : GOTO My;

Mg:...

15



M1: A1, Mo Ao ... My A

count := 1,

WHILE count # 0 DO
IF count = 1 THEN A} END;
IF count = 2 THEN A}, END;

IF count = k THEN A} END;
END

A ~ A; plus Modifikation von count

16



Satz: Eine Funktion ist WHILE-berechenbar genau dann
wenn sie GOTO-berechenbar ist. O

Satz: Jede WHILE-berechenbare Funktion kann durch ein
WHILE-Programm mit nur einer wHILE-Schleife berech-
net werden. O

Satz: Eine Funktion ist WHILE-berechenbar genau dann
wenn sie p-rekursiv ist.

0.B. O

17



Churchsche These

Jede im intuitiven Snn berechenbare
Funktion ist auch durch eine Turing-
maschine berechenbar.

18



Churchsche These

Jede im intuitiven Sinn berechenbare
Funktion ist auch durch eine Turing-
maschine berechenbar.



Berechenbarkeit,
Unentscheidbarkeit

Eine MengeA C Z* heil3tentscheidbarfalls ihre
charakteristische Funktigga : Z* — {0, 1} berechenbar
ist.

1 weA
XA(W) = { 0 WEA



Universelle Turingmaschine

Eine Universelle Turingmaschine erhalt als Eingabe eine
Beschreibung einer Turingmaschind™ und eine zuge-
horige kodierte Eingaben”. Die Universelle Turingma-
schineU simuliert dann die Berechnung viv bei Ein-
gabew:

UM W) =*M(w)"



Kodierung einer Turingmachine

M = (K,Z,8,s,H):

i,jsodass 2> |K|, 2] >|5|+2
Zustand~ Wort ausq{0, 1}
Symbol~ Wort ausa{0, 1}

Ubergang~ Wort aus
(a{0,1},a{0,1}),0{0,1}',a{0, 1})

“M” ~ Folge von Ubergangen
“w” ~ Wort aus(a{0,1}/)*



Konvention:

Symbol | Kodierung
U | a0
> a0l
— |a0l™210
— |a0l—?11

S~ qu




Eine Universelle Turingmaschine kann leicht als 3-Band
Turingmaschine realisiert werden:

Band 1: “v” = kodierter Bandinhalt der simulierten Maschine
Band 2: ‘M”
Band 3: kodierter Zustand der simulierten Maschine



Halteproblem

Pradikathalts(P, X) ist erfullt, falls das Programr® bei
EingabeX terminiert.

Seidiagonal(X) gegeben durch:
My : if halts(X, X) then goto M1 else halt

diagonal(diagonal)?



H = {"M"“w": TuringmaschineV halt bei Eingabev}

Satz: Die Sprache H ist rekursiv aufzahlbar.

Beweis: Eine Universelle Turingmaschine ist ein Semi-
Entscheidungsverfahren ftt. O



Satz: Die Sprache H ist nicht rekursiv.

Beweis:

Hi = {“M”: TuringmaschineM hélt bei EingabeM” }

H rekursiv=- H; rekursiv
H; = {w:w ist keine Kodierung einer Turingma-

schine oder es ist die Kodierung einer
TuringmaschineM, die bei Eingabe M”
nicht halt.}

H1 rekursiv=- Hy rekursiv



Angenommen, es gabe eine Turingmaschitie die ein
Semi-Entscheidungsverfahren fiy ist.

Gehort ‘M*” zu Hq?

Nach Definition vornH; gehoért ‘M*” zu H; genau dann wenn
M* bei Eingabe M*” nicht halt, also die EingabeM*” nicht
akzeptiert.M* ist aber ein Semi-Entscheidungsverfahren fiur
H;. Das bedeutety* akzeptiert M*” genau dann wennM*”

zu H; gehort.M* akzeptiert M*” also genau dann, wen*

die Eingabe M*” nicht akzeptiert. Widerspruch.

Es kannM* nicht geben! O
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Satz: Die Klasse der rekursiven Sprachen ist eine ech-
te Teilmenge der Klasse der rekursiv aufzahlbaren Spra-
chen. O

Satz: Die Klasse der rekursiv aufzahlbaren Sprachen ist
nicht abgeschlossen unter Komplementbildung. O

11



Reduktion

SeienLy, Ly C Z* Sprachen. Eine rekursive Funktion
T: 2" — Z* heildtReduktion vorl_q aufLy,
falls gilt

Xel; < 1(X) €L

Satz: Falls Ly nicht rekursiv ist und es eine Reduktion von
L1 auf Ly gibt, so ist auch k nicht rekursiv.

12



Unentscheidbare Probleme
bei Turingmaschinen

Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine Turingmaschine M und ein Wort w,

halt M bei Eingabe w?

(b) Gegeben eine Turingmaschine M,
héalt M bei leerem Eingabewort?

(c) Gegeben eine Turingmaschine M,
gibt es ein Eingabewort, bei dem M halt?

(d) Gegeben eine Turingmaschine M,
héalt M bei jeder Eingabe?

13



(e) Gegeben TuringmaschinemMnd M,
halten M und M, bei den gleichen Eingabewdrtern?

(f) Gegeben eine Turingmaschine M, ist die Sprache, fur
die M ein Semi-Entscheidungsverfahren ist, regulér
(kontextfrei, rekursiv)?

Beweis:

(a): bereits gezeigt

14



(b): Reduktion vorH auf
L) = {“M”: M hélt bei Eingabe}

Zu gegebenervl undw konstruieren wir eine Turingmaschine
Mw: Wenn M,, mit leerem Band gestartet wird, schreldt,
zunachstv auf das Band und simuliert dam.

Die Abbildungt mit “M”*“w" — “ M, ” ist rekursiv.

15



(c): Reduktion vorl ) auf
L = {"M": es gibt Eingabe, bei devl halt}

Zu gegebenenM konstruieren wir eine Turingmaschié’:
Die MaschineM’ [6scht zunachst jegliche Eingabe und simu-
liert dannM.

Die Abbildungt mit “M” +— “M"” ist rekursiv.

(d): Reduktion vort y,) auf
L@y = {"M”: M halt bei allen Eingabgn

siehe (c)

16



(e): Reduktion vor 4 auf

Le = {*M1"* M2": Mz und M halten bei den
gleichen Eingaben

Wir betrachten die Abbildung mit “M” +— “M”“Y”, wobeiY
eine Turingmaschine ist, die jede Eingabe sofort akzeptiert.

17



(f): Reduktion vorL ) auf
Lreg= {*M": L(M) ist regula}

Zu gegebenenM konstruieren wir eine Turingmaschié’:

Die MaschineM’ sichert die Eingabe (beispielsweise auf ei-
nem zweiten Band) und simuliert dann die Berechnung von
M bei leerer Eingabe. Falls der Haltezustand Wbrerreicht
wird, so wird die Eingabe wiederhergestellt und die Berech-
nung der Universellen Turingmaschine bei dieser Eingabe si-
muliert. L(M’) ist also entweder gleich der nicht rekursiven
SpracheH, namlich genau dann, werl bei leerer Einga-

be halt, oder gleich der regularen (kontextfreien, rekursiven)
Sprached.

Die Abbildungt mit “M” — “M’” ist rekursiv. O

18



Satz: Es gibt eine Turingmaschinedyifur die das
folgende Problem unentscheidbar ist:

Gegeben ein Wort w, hélt jvbei Eingabe w?
Beweis:
SeiU eine Universelle Turingmaschine.

Mo=U



Unentscheidbare Probleme
bei Grammatiken
Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine Grammatik G und ein Wort w,
giltw e L(G)?

(b) Gegeben eine Grammatik G, gile L(G)?

(c) Gegeben Grammatikem@nd &,
gilt L(G1) =L(Gy)?

(d) Gegeben eine Grammatik G, giltG) = 0?



Ferner gibt es eine Grammatikgfur die das folgende Pro-
blem unentscheidbar ist:

Gegeben ein Wort w, gilt w L(Gp)?
Beweisskizze:

Wir reduzieren entsprechende Probleme bei Turingmaschinen
auf diese Probleme. Zu einer gegebenen Masdiiikkenstru-
ieren wir eine Grammatits, so das&.(G) = L(M). Diese Kon-
struktion haben wir bereits kennengelernt.

Fur (a) ergibt sich somit beispielsweise, d&bei Eingaben

halt genau dann wenm € L(M) = L(G). O



Unentscheidbare Probleme
bei kontextfreien Grammatiken
Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
giltL(G) =%*?

(b) Gegeben kontextfreie Grammatiken @hd &,
gllt L(Gl) = L(Gz)?

(c) Gegeben Kellerautomaten;Mind M,
akzeptieren Mund M, die gleiche Sprache?



Beweisskizze:

Sei Gy = (V1,Z1,R1,S;) eine (uneingeschrankte) Grammatik.
G) = (V{,21,R},S;) entsteht au&;, indem jede Reget; — [3;
ersetzt wird durch zwei Regetn — A; undA; — B;, wobei die

A neue Nichtterminalsymbole sind. Es diltG}) = L(Gy).

Wir konstruieren eine kontextfreie Grammags, so dass gilt
L(Gy) =T" g.dw L(G)=0

Zu einer AbleitungS; = X1 = Xp = X3 = -+ = Xn_1 = Xp VON
Xy € 23 in G} ausS; betrachten wir folgendes Wort tiber dem
Alphabetl” =V/U{=1}:

S=l=x=>xE= =28 =X



SeiDg, C I'* die Sprache, die aus allen Wortern besteht, die
zu Ableitungen von Wortern aus; korrespondieren.

Es giltDg, = 0 genau dann wenh(G}) = 0. Oder anders ge-
sagt,
Dg =I" gdw. L(G)=0

Man kann nun zeigen, dass die Komplementspr@eeine
kontextfreie Sprache ist.

(b) und (c) lassen sich mit Hilfe von (a) beweisen. O



Satz: Es gibt keinen Algorithmus, mit dem man zu einem
beliebigen Kellerautomaten einen aquivalenten Kellerau-
tomaten mit minimal vielen Zustadnden konstruieren kann.

Beweisskizze:

Es gibt einen Kellerautomaten mit nur einem Zustand, Xfeak-
zeptiert. Fur einen Kellerautomat®fy mit nur einem Zustand kann
man entscheiden, ob die vy akzeptierte Sprache* ist. Gabe es
einen solchen Algorithmus, so kdnnte man Problem (a) des voran-
gegangenen Satzes dadurch entscheiden, dass man ei@Geiqmit
valenten Kellerautomaten und zu diesem mit Hilfe des Algorithmus
einen aquivalenten Automaten mit minimal vielen Zustanden kon-
struiert. Hat der Minimalautomat mehr als einen Zustand, so ist die
akzeptierte Sprache nicht'. Hat er genau einen Zustand, so kann
man entscheiden, ob die akzeptierte Sprachist. U



Weiteres zu
rekursiv aufzahlbaren Sprachen

Satz: Eine Sprache L ist rekursiv genau dann wenn so-
wohl L als auch ihr Komplement rekursiv aufzahlbar
sind.



Eine Turingmaschin® = (K, Z,d,s,H) zahlt eine Spra-
chelL C >¥* auf, genau dann wenn es einen ausgezeichne-
ten Zustandj € K gibt, so dass

L={w:(s>U) Fy (q,>Uw)}

Eine Spraché hei3tTuring-aufzéahlbarwenn es eine Tu-
ringmaschine gibt, die aufzahit.

Satz: Eine Sprache ist rekursiv aufzahlbar genau dann
wenn sie Turing-aufzahlbar ist.
]



SeiM eine Turingmaschine, die die Spradhaufzahlt,
und seiq der ausgezeichnete Zustand.
M zahltL lexikographisch ayffalls aus

(9,>Lw) -y (g,>Lw)

folgt, dassw lexikographisch kleiner ist als’.

Eine Spraché. heil3tlexikographisch Turing-aufzéhlbar
wenn es eine TuringmaschiMé gibt, die L lexikogra-
phisch aufzahilt.

Satz: Eine Sprache ist rekursiv genau dann wenn sie lexi-
kographisch Turing-aufzahlbar ist.
0
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Satz von Rice

Satz: SeiC eine echte, nicht-leere Teilmenge der Klasse
aller rekursiv aufzéahlbaren Sprachen. Dann ist das fol-
gende Problem unentscheidbar:

Gegeben eine Turingmaschine M, gilt

L(M)eC
Beweisskizze: O.B.d.A.0 ¢ C. SeilL eine Sprache i

undM_ eine Turingmaschine, dlesemi-entscheidet. Wir
reduzieren das Halteproblem auf obiges Problem.

11



Sei alsoM eine Turingmaschine una ein Eingabewort.
Wir basteln eine Turingmaschirig w, die folgendes Ver-
halten zeigt:

Die Sprache, fur digw w ein Semi-Entscheidungsverfah-
ren ist, gehoért zu” genau dann wenM bei Eingabewn
halt.

Die Funktion, die zu gegebené&h undw die Turingma-
schineTy w liefert, ist rekursiv. O

12
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Postsches Korrespondenzproblem

SeiZ ein Alphabet. Eine endliche Folge von geordneten
Wortpaaren

(X1,¥1), (X2,¥2), -+ 5 (%, Yk)

mit i, y; € T heilRtPostsches Korrespondenzsystem

Eine Folge von Indize$,io,...,inh € {1,2,...,k} heilt
Losung des Korrespondenzsystems, falls gilt

Xi1Xi2 .. X|n - y|1y|2 . y|n



Das Postsche Korrespondenzproblem ist, zu entscheiden,
ob ein gegebenes Postsches Korrespondenzsystem eine
Lésung hat.

Satz: Das Postsche Korrespondenzproblem ist
unentscheidbar.

(0.B)) O

Satz: Das Postsche Korrespondenzproblem ist
semi-entscheidbar.



10. Hilbertsches Problem [

Flthe

10. Entscheidung der Losbarkeit einer diophantischen Glei-
chung.Eine diophantische Gleichung mit irgendwelchen Un-

bekannten und mit ganzen rationalen Zahlkoefficienten sei vor-
gelegt: man soll ein Verfahren angeben, nach welchem sich
mittels einer endlichen Anzahl von Operationen entscheiden
lasst, ob die Gleichung in ganzen rationalen Zahlen losbar ist.

Satz: Das 10. Hilbertsche Problem ist unentscheidbar.



Probleme versus Sprachen
Entscheidungsprobleme
HALTEPROBLEM (HALTING PROBLEM):
Gegeben eine Turingmaschikkund ein Eingabewom,

haltM bei Eingaben?

H = {“M"“w": TuringmaschineM hélt bei Eingabev}



ERREICHBARKEIT (REACHABILITY ):
Gegeben ein gerichteter Gragh= (V,E), ECV xV,
und zwei Knoteru undv ausV, gibt es inG einen Pfad

von u nachv?

L={"G"™u""Vv": esgibtinG einen Pfad vom nachv}




“G”": Kodierung des GrapheN = {vi,...,vy}.
Darstellung des Graphen durotx n Adjazenzmatrixa;j ) mit

[ 1 falls(vi,vj) €E
%=1 0 sonst

Eine Zeile der Adjazenzmatrix kann dargestellt werden als Fol-
ge vonn Nullen und Einsen, umrahmt von $-Zeichen, eine Ad-
jazenzmatrix als Folge vomsolchen Zeilendarstellungen.

“u”: Binardarstellung vork, falls u = v,
umrahmt von $-Zeichen.

“v": Binardarstellung von, fallsv =,
umrahmt von $-Zeichen.



Nl

{k(G)$b(i)$%b(j)$: es gibtinG Pfad vonv; nachv;}
{0,1,8}"



Optimierungsprobleme

PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN
(TRAVELING SALESPERSON PROBLEN

Gegeben sina Stadte und eine Distanzmatris;j) mit
nichtnegativen ganzzahligen Eintrdgen wid= 0 und

dij = dji. Finde die klrzeste Rundreise, d.h., finde die
Permutatiormtvon{1,2, ..., n}, fur die die zurtickgelegte
Wegstrecke

(M) = dy1yn2) + Gr2)m(3) + - Argn—1)men) + A1)

mimimal ist.



Formulierung als Entscheidungsproblem

PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN
(TRAVELING SALESPERSON PROBLEN:
Gegeben sina Stadte und eine Distanzmatrig;j) mit
nichtnegativen ganzzahligen Eintragen ufyd= 0 und
dij = dji und eine ganze Zalid. Gibt es eine Permutation
T, SO dass

c(m<B?

10



Ein Optimierungsproblem kann nicht effizient I6sbar sein,
wenn das zugehdorige Entscheidungsproblem nicht effizi-
ent losbar ist!

Wir werden von nun an meist nicht mehr zwischen Pro-
blemen und Sprachen unterscheiden.

11



Komplexitat

Eine Turingmaschin® = (K,Z,9,s,H) hei3tpolynomi-
ell (zeit)beschranktfalls es ein Polynonp(n) gibt, so
dass fur allec € Z* gilt: Es gibt keine Konfiguratio, so

dass
(s,>Ux) FAT ¢

12



‘P

Eine Spraché heil3tmit polynomiellem Zeitaufwand ent-
scheidbander auchn Polynomialzeit entscheidbdalls

es eine polynomiell zeitbeschrankte Turingmaschine gibt,
die L entscheidet.

Die Klasse der mit polynomiellem Zeitaufwand entscheid-
baren Sprachen wird mi# bezeichnet.

Satz: P ist abgeschlossen unter Komplementbildung, Ver-
einigung, Schnitt, Konkatenation und Kleene star

13



Satz: ERREICHBARKEIT € P.

Beweis: G= (V,E), vi,vj € V.

forall w € V do
color[w] := weil3;
color[vi] := grau;
while (es gibt graue Knotergo
w ;= ein grauer Knoten;
forall (w,z) € E do
if color[Z] = weilthen color[Z] := grau;
color[w] := schwarz;

Alle schwarzen Knoten sind von € V aus lber Kanten i
erreichbar. Die Anzahl der Schritte des Algorithmus ist poly-
nomiell in |[K(G)$b(i)$$b(j)9)|. O

14



NP

Einenichtdeterministisch&uringmaschind! = (K, X A,
s,H) heiRtpolynomiell (zeit)beschréankfalls es ein Po-
lynom p(n) gibt, so dass fir allg € =* gilt: Es gibt keine
KonfigurationC, so dass

(s.mux) HEM e
Die Klasse aller Sprachen, die durch eine polynomiell

(zeit)beschrankte nichtdeterministische Turingmaschine
entschieden werden kénnen, wird mjt? bezeichnet.

15



Erinnerung: Falls eine nichtdeterministische Turingma-
schineM eine Spraché entscheidet, so gil € L genau
dann wenn es eine Berechnung gibt, die im Haltezustand
y endet:

(s, >Lw) -y (v, uav)
Es mussen also nicht alle Berechnungeniie L im
Haltezustang enden, sondern nur mindestens eine!

P £ NP

16



Boolesche Formeln

Boolesche Variablernxy, xo, ..., Xn
Seix; eine Variable. Dann sing undX Literale.

Seienys, ..., Yk Literale. Dannist{y1 Vy> V--- Vyg) eine
Klausel vom Grad.

Seiency,...,cn Klauseln. Dannisty ACo A -+ - A Cp €ine
Boolesche Formel in konjunktiver Normalform

(X1 VX3) A (X2VX3VXaVX5) A (XTVXaVXs5) A (X2 VX3V X5)

17



Belegung der Booleschen Variablen:
W {x1,%,...} — {0,1}

Erweiterung auf Literale, Klauseln und Formeln in
konjunktiver Normalform:

W(x) fallsy = x;
v = { 1-W(x) fallsy=%

W(yrVy2 V- - Vyk) = 1rgig>§w(yi)

Wi ACQA - ACy) = 1r<r}i<nml4J(ci)

18



Eine Boolesche Formel (in konjunktiver Normalforion)
heil3terfillbar, wenn es eine Belegung der Variablen
gibt, so dass

Ya)=1

ERFULLBARKEIT (SATISFIABILITY ) (SAT):
Gegeben eine Boolesche Formel in konjunktiver Normal-
form, ist die Formel erfullbar?

k-SAT:

Gegeben eine Boolesche Formel in konjunktiver Normal-
form, bei der alle Klauseln vom Grad (hdchsteks)nd,

ist die Formel erfullbar?

19



Beispielkodierung:
Variablex;:
Literal y:

$1&K(x)$ fallsy=x
$0K(x)$ fallsy=x

KlauselC = (y1 VY2V - Vyk):

$:K(y1)K(Y2) - K(Yk)$$

Formela = (i ACoA -+~ ACm) :

K(C1)...K(Cm)

20



Satz: SAT ist entscheidbar.

Beweisskizze:
Seia eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform und
sein die Anzahl der Booleschen Variablendn

W=aa...a, € {0,1}"
korrespondiert zu einer Belegung der Variablétix;) := &;.
Ob eine Belegung eine Klauselerfillt, kann in Zeit poly-

nomiell in |k(c)| entschieden werden, ob eine Belegung eine
Formela erfullt, in Zeit polynomiell in|k(a)].

Erzeuge Wort fuir Wort alle Worter au®,1}" und teste je-
weils, ob die zugehdtrige Belegung die Formel erfullt. [

21



Satz: SAT € N P.

Beweisskizze:
Seia eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform und
sein die Anzahl der Booleschen Variablendn

SeiM eine nichtdeterministische Turingmaschine mit folgen-
den Ubergéangen:

(s,U,9,—), (9,#,9,0),
(9,#,9,1), (9,0,9,—),
(9,1,9,—), (q,,h,10)

M wandelt # nichtdeterministisch in ein Wowt € {0,1}".

22



Wir bestimmen aus zunéchst in Zeit polynomiell ir(a) die
Anzahl der Variablem und erzeugen™ Aus #' erzeugen wir
nichtdeterministisch eiw € {0,1}" und testen in polynomiel-
ler Zeit, ob die zugehorige Belegungerfillt. O
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Satz: 2-SAT € P.
Beweisskizze:
(xVy) aquivalent zu(x =y) und zu (Y = X)

Zu einer Formebt konstruieren wir einen gerichteten Graphen
Gu = (V,E), dessen Knotenmengé aus allen Literalen be-
steht (positiven und negativen) und fligen eine Kante won
nachw zu E hinzu, genau dann wenn es in der Formel eine
zur Implikation (u = w) aquivalente Klausel gibGy kann in
polynomieller Zeit konstruiert werden.



a:
(X1 V Xa) A (XTVX3) A (X2 V X2) A (X VR3) A (K3 V X3)

Gqy:

Z

}@

@



Satz: o ist genau dann unerfillbar, wenn eine Variable x exi-
stiert, so dass es in Gsowohl ein Pfad von x nachals auch
ein Pfad vorx nach x gibt.

Beweis:
<: Wenn es inGqy einen Pfad

X=> =y

gibt, so bedeutet dies, dass bei einer die Formel erfullenden Belegung
der Variablen die Variablg mit 1 belegt werden muss, falismit 1
belegt wird. Wenn es also einen Kreis

R=> o= X= =X

in Gy gibt, kann es keine Belegung geben, dierfiillt.



=-: Beweis durch Induktion tber die Anzambder Variablen:

n=1:
(XVX) A (XVX)
n > 1: Fallsa mehr als eine Variable enthéalt, wahlen wir eine Varia-

ble x und betrachten die Formetn_g unday—1. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es By, _, als auch inGy,_, Kreise der Form

yj...:}yj...jy

Kommt einer dieser Kreise auchdnvor, sind wir fertig. Wenn nicht,
muss es im Kreis if5q,_, mindestens eine Kante=- z geben, die
aus einer Klausel der ForfV z) ausa entstanden ist. I&y gibt es
dann den Pfad

X=>2= --=>U=>X

wobeiu gleichzist oderu eine andere Variable ist, fur die die Klausel
(xVu) in a vorkommt.



Analog folgt aus der Existenz eines Kreisesdg,_,, dass es einen
Pfadx = --- = Xin Gy geben muss. O

Ob es entsprechende Pfade gibt kann durch das Losennvon 2
Erreichbarkeitsproblemen i@y Uberprift werden, also in po-
lynomieller Zeit. O



‘EXP

Eine Turingmaschin® = (K, Z,d, s,H) heil3texponen-
tiell (zeit)beschréanktfalls es ein Polynonp(n) gibt, so
dass fur allec e Z* gilt: Es gibt keine Konfiguratio, so
dass

(s, >LIX) kfﬂp(lxl)” C

Die Klasse der mit exponentiellem Zeitaufwand entscheid-
baren Sprachen wird miE X ? bezeichnet.



Satz: Es gilt
PCNPCEXP

Beweis:
Jede deterministische Turingmaschine ist auch eine nichtdeter-
ministische Turingmaschine. Also gilt C N P.

SeiL € AP undM eine polynomiell beschrankte nichtdeter-
ministische Turingmaschine mit Zeitschrang@), die L ent-
scheidet. O.B.d.A. geltp(n) > n.

FiarM = (K,Z,A,s,H) gibt es eirr € N, so dass fur alle Paare
(9,@) gilt [{(p,b) : (g,a p,b) €A} <.



Wie wir bereits wissen, gibt es eine &l Aquivalente deter-
ministische 3-Band Turingmaschih#, die zunachst alle Be-
rechnungen voM der Lange 1 simuliert, dann alle der Lange
2, usw. Da es fur eine Eingabe der Langkeine Berechnung
vonM der Langep(n) + 1 gibt, werden nur Berechnungen der
Langel, ¢ =1,2,...,p(n), simuliert. Jede Berechnung v
der Lange’ kann durchM’ in O(¢) Schritten simuliert werden.

M’ simuliertr! potentielle Berechnungen vavi der Langef.
M’ fiihrt also insgesamt

o) <:§er€> =0 (p(n)rp<”))

Schritte aus.



M’ wiederum kann durch eine aquivalente 1-Band Turingma-
schine simuliert werden, die dazu

O(p(M)rP™ (n-+p(n)rP™)) = O(r#7)

Schritte ausfuhrt. D.h., es gibt eine Konstaojeso dass die
Anzahl der Schritte voiM” bei Eingaben der Lange durch
cor*P(M beschrankt ist. Fiir alle € * gilt also, dass es keine
KonfigurationC gibt, so dass

(s,>Lx) F2 ¢

wobei g(n) = [log,Co| + 4[log,r]p(n). Somit giltL € £XP.
U



Weitere Probleme auf Graphen

EULER-TOUR (EULER CYCLE):
Gegeben ein gerichteter Gragh= (V,E), gibt es einen
geschlossenen Pfad, der jede Kante genau einmal benutzt’

Satz: EULER CYCLE € P.

HAMILTON -KREIS (HAMILTONIAN CYCLE ):

Gegeben ein gerichteter Gragh= (V,E), gibt es einen
geschlossenen Pfad, der jeden Knoten genau einmal be-
sucht?

10



CLIQUE:
Gegeben ein ungerichteter Graph= (V,E) undk € N,
gibt es eine Teilmeng¥’ C V mit [V'| =k, so dass fir
allevi,vj € V', vi # v, gilt, dass die Kante zwischen
undv; zu E gehort?

11



INDEPENDENT SET
Gegeben ein ungerichteter Gra@h= (V,E) undk € N,
gibt es eine Teilmeng¥’ C V mit [V'| =k, so dass fir
allevi,vj e V', v; #vj, gilt, dass es keine Kante zwischen

vi undv;j in G gibt?

12



KNOTENUBERDECKUNG (VERTEX COVER):

Gegeben ein ungerichteter Gra@h= (V,E) undk € N,
gibt es eine Teilmeng¥’ C V mit |V'| =k, so dass fir
alle Kanten{u,v} € E gilt [ ue V' oderve V'], d.h,,
mindestens einer der Endpunkte\zugehort?

13



Packungsprobleme

TWO-MACHINE SCHEDULING:
Gegeberay, ay, ...,a,,D € Nin Binardarstellung, gibt es
I €{1,2,...,n}, so dass

Za;gD und gaigD ?
le 11
PARTITION:

Gegebemy,ay,...,a, € N in Binardarstellung, gibt es
I €{1,2,...,n}, so dass

,%a‘:,;a‘ ?

14



_1¢n o
H —szzlaJ-

B(i)={b<H:3l;C{1,2,...,i} so dassZ aj = b}
J€li

B(0) := {0}
fori=12,...,ndo
B(i):=B(i—1)
forj=a,a+1,8+2,...,Hdo
if j—a €B(i—1) then B(i):=B(i)U{j}

O(nH) Schritte. Aber:nH ist nicht polynomiell in der Lange

der Eingabe, in der die ganzzahligen Grof3en binar dargestellt
sind!

15



Zertifikate

SeiZ ein Alphabet und ein weiteres Symbol, das nicht
zu X gehort. Eine Spracheé C Z*; * heil3tpolynomiell
balanciert falls es ein Polynonp(n) gibt, so dass aus
x;y € L folgt

Iyl < p(IX])

Satz: Sei LC Z* und sei; ¢ 2. Dann gilt Le AP genau
dann wenn es eine polynomiell balancierte Sprache L
>*; 3* gibt, so dass L.e P und

L={x: esgibtyc =*, sodasx;yc L'}

16



A P-Vollstandigkeit

Eine Funktionf : * — Z* heil3tin polynomieller Zeit be-
rechenbarfalls es eine polynomiell zeitbeschrénkte de-
terministische Turingmaschine gibt, didberechnet.

17



Polynomialzeitreduktion

SeienlL1,Ly C ¥* Sprachen. Eine in polynomieller Zeit
berechenbare Funktiarnt Z* — Z* heil3tPolynomialzeit-
reduktionvon L, aufLo, falls fur allex € Z* gilt

xely <= 1(X) €Ly

L1 heil3tin Polynomialzeit auf, reduzierbarfalls es ei-
ne Polynomialzeitreduktion vdmy aufL, gibt. Notation:

L1 Zp Lo
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Satz: Seien i, Ly, L3 C Z* Sprachen. Falls L <» Lo und
L, <p L3 gilt, so gilt auch I3 <4 Ls.

Beweis:

T12: 2" — 2, Xx€ L1 <= T112(X) € Ly,
in polynomieller Zeit berechenbap;»(n)
Tp3: 2" — ZF, X € Ly <= T23(X) € L3,
in polynomieller Zeit berechenbapy3(n)

T=To230T12

Dann giltx € L1 <= 1(X) = T23(T12(X)) € L3. Ferner gilt
[T12(X)| < p12(|X|) + |X|. Also istt in polynomieller Zeit
berechenbar mip(n) = pz3(p12(n) +n). O
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A P-vollstandig

Eine Spraché& C 2* heiRtA\ P-hartoder auch\ P-schwer
(N P-hard) falls fur allel” € ALP gilt L’ <p L.

Eine Spraché& C Z* heiR3tA P-vollstandig falls L
A P-hart ist und des Weiterdne AP gilt.

Satz: Sei L eineA\P-vollstandige Sprache. Dann gilt
P = AP genau dann wenn & P.
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DOMINO

D = (D,H,V) heil3st Dominosystem, fall® eine endli-
che Menge von Kacheln ist, und,V C D x D Rela-
tionen aufD sind. Seien fernese N, s> 0 und fg :
{0,1,...,s—1} — D gegeben.

f:{0,1,...,s—1} x{0,1,...,s— 1} — Dist eine legale
sx s-Kachelung ausgehend vdp, falls

m,0) = fo(m) firO<m<'s

f(
(f(mn), f(m+1,n) eHfir0<m<s—1, 0<n<s
(f(mn), f(mn+1)) eVfiro<m<s 0<n<s—1

21



DOMINO: Gegeben ein Dominosystef?, s > 0 und fog
wie oben beschrieben. Gibt es eine legates-Kachelung
ausgehend voifp?

Satz: DOMINO ist A\ P-vollstandig.

Beweisskizze:

Wir missen zeigen, dass wir jede Spraché\i® in polynomieller
Zeit aufpomINO reduzieren kénnen. Seic A'P. Dann gibt es ei-

ne polynomiell zeitbeschrankte nichtdeterministische Turingmaschi-
neM = (K,%,;s,A/H), die L entscheidet. Sgd(n) ein M beschran-
kendes Polynom.
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Zu einer Eingab&v € =* konstruieren wir ein Dominosystem so, dass
jede legales x s-Kachelung mis= p(|w|) + 2 ausgehend vofy eine
Berechnung vo bei Eingabew reprasentiert: die obere Beschrif-
tung deli-ten Kachelreihe reprasentiert die erstefellen des Band-
inhaltes vonM nachi — 1 Schritten der Berechnundy stellt sicher,
dass die unterste Kachelreihe dem Bandinhalt (gekurzt aif alie
weitesten links gelegenen Zellen — alle tGbrigen sind nicht relevant,
weil in s— 2 Schritten nicht erreichbar) zu Beginn der Berechnung
entspricht.

Fur jedes Symbol aus gibt es eine Kachel der folgenden Form

23



Die Position des Schreib-/Lesekopfes wird dadurch markiert, dass
der Zustand zusammen mit dem Symbol unter dem Kopf auf die Ka-
chel geschrieben wird. Der untere Rand entspricht dem Bandinhalt
vor einem Berechnungsschritt, der obere dem Inhalt danach. Schreib-
aktionen, der Kopf bewegt sich bei solchen Aktionen nicht, werden
durch Kacheln der folgenden Art reprasentiert:

p’l p70

&

Obige Kacheln gehéren 2D, falls (z,U, p,1) € A
bzw.(q,1, p,0) € A.

24



Anderungen der Kopfposition werden durch Kachelpaare der folgen-
den Art propagiert:

V p,1 1
p p
u 1 g1

Obige Kachelpaare gehoren Bufalls (s,L,z,—) € A
bzw.(q,1, p,<) € A.

Nur eine Kachelreihe, die den (gektirzten) Bandinhalt bei Erreichen
des akzeptierenden Haltezustarydeeprasentiert, kann nach oben
fortgesetzt werden. Dazu gibt es Kacheln der folgenden Art:
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Bei Erreichen des verwerfenden Haltezustands ist das nicht mdglich.
Durch die Konstruktion vo ist sichergestellt, dass eine Kachelung
mit s Kachelreihen genau dann existiert, wenn es eine akzeptierende
Berechnung gibt, d.h., es gilte L genau dann wenn das konstruierte
Dominosystem eine legatex s-Kachelung ausgehend vdgbesitzt.

WennM und p(n) bekannt sind, kann ein wie oben beschrieben gear-
tetes Dominosyster in polynomieller Zeit berechnet werden, d.h.

L <p» DOMINO

Ferner giltbomMINO € AP, denn eines x s-Kachelung kann in poly-
nomieller Zeit nichtdeterministisch erzeugt (geraten) und auf Lega-
litat Uberpraft werden.

O
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ispie

Be
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Satz von Cook

Satz (Cook): Das Erfullbarkeitsproblem fur Boolesche For-
meln in konjunktiver Normalforms@TISFIABILITY) ist
A P-vollstandig.

Beweisskizze: Wir zeigen
DOMINO =<p SATISFIABILITY

Zu gegebene® = (D = {dy,...,d},H,V), s> 0, fo konstru-
ieren wir eine Boolesche Formel. FUKOm,n < sundd € D
gibt es die Variable

Xm,n,d



Geplante Bedeutung: Xmng =1 g.d.w.f(m,n) =d.

Fur 0< m,n < sfiigen wir die Klausel

(Xmn.dy VXmndy V- -V Xmnd)

zur Formel hinzu und fir & m,n < sund alled # d’
die Klausel

(Xm,n,d \ Xm,n,d’)
sowie fir 0< i < sdie Klausel

(%0, fo(i))



FurO<n<sund 0<m<s—1undalle(d,d)cDxD—-H
gibt es die Klausel

(Xm,n,d \ Xm+1,n,d’)

und fir0< m<sund0<n<s—1undalle(d,d)eDxD-V
die Klausel

(Xm,n,d \ Xm,n+1,d’)

Es ist nicht schwer, einzusehen, dass jede Belegung. gy,

die die Formel erfullt, einer legalesx s-Kachelung ausgehend
von fp entspricht und umgekehrt. Ferner kann die Formel in
polynomieller Zeit au®, s, fg konstruiert werden. O
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Satz: 3-SAT ist AP-vollstéandig.

Beweisidee: (1) 3-SAT € NP
(2) SATISFIABILITY =g 3-SAT

C= ()\1\/)\2\/-~~\/7\k)

wird ersetzt durch die Klauseln

(7\1\/)\2\/)/1), ()Tl\/)\:;\/yz), ()Tz\/)\4\/y3),
ooy (VkcaVAk=2VYi-3), (V=3 V Ak—1 V Ak)
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Uberdeckungsprobleme

EXACT COVER:
Gegeben eine endliche Mente= {uy,...,us} und ei-
ne Familie von Teilmengen volJ, ¥ ={S;,...,Sn},
gibt es eine Teilmenge€ C ¥, so dass die Mengen i@
paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigudgergibt?

Satz: EXACT COVER st A P-vollstandig.

Beweisidee:

(1) EXACT COVER € NP
(2) SATISFIABILITY =p EXACT COVER
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Seia eine Boolsche Formel mit Klause@, ...,C, in den Va-
riablenxy,...,xn. Mit Aj, k=1,2,...,m;, bezeichnen wir das
k-te Literal in der KlauseC;j, die ausm; Literalen besteht.

1(0) = (U, F) mit
U = {x:1<i<n}
U {Cj:lgjge}
U {pk:1<j<f1<k<m}
F o= {{pw}:l<j<t1<k<mj}
{ {(xtu{pk:Ax=%x}:1<i<n}
{{x}U{pk:Ak=x}:1<i<n}
{{Cipp}:1<j<L1<k<m}

Cc C C

13



Tir={xtU{pk:Ak=%}teC
T ={x}U{pk:Ax=x}eC

{Cj,pik} € ¢

Ajk

R

T &C
TirecC
W(x)=1

~

~

¢l

W(x) =
W(x)

1
0

Tit&C
T.ecC
LI-’(Xi):o
wx) =1

14



Weitere A\ P-vollstandige Probleme

DOMINO

SATISFIABILITY

/\

EXACT COVER 3-SAT
GERICHTETER SUM OF SUBSET INDEPENDENT SET
HAMILTONKREIS ‘ /\
‘ PARTITION CLIQUE VERTEX COVER

UNGERICHTETER
HAMILTONKREIS

PROBLEM DES
HANDLUNGSREISENDEN

15



Satz: 3-SAT =<p INDEPENDENT SET

Beweisidee:

(X1IVRVX) ARV VX3) A (XTVXZVXE) A (X1 VX2V X3)




SUM OF SUBSET
Gegeberay,ay,...,an € NundK € N, gibtesl C {1,2,...,n},
sodasgiqa=K?

Satz: EXACT COVER =p SUM OF SUBSET

Beweisidee:

({u,...,un}, {S1.....Sn})
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Satz:
EXACT COVER

jfp GERICHTETER HAMILTONKREIS

Beweisidee:
T({ug,...,un}, {S1,...,Sn}) =G:

S Sn-1 S S S

18



Fir jede Teilmeng& existiert eine spezielle Graphkomponente. Es
gibt einen roten Pfad von,_; durch die Komponente nacly genau
dann wenrug zu § gehort.

Die Anzahl der roten Pfade ist al§®|. Um alle Knoten einer solchen
Graphkomponente zu besuchen, mussen entwadiieroten Pfade
benutzt werden oder nur der blaue.

19



Es gibt einen Hamiltonkreis im Graph&genau dann wenn
es fur ({ug,...,un},{S1,...,Sn}) eine Menge paarweise dis-
junkter Teilmengen gibt, deren Vereinigufg, ..., un} ist:

Sj gehort nicht zur Menge” der exakt Uberdeckenden Teil-
mengen genau dann wenn der blaue Pfad 8on nachS;

benutzt wird.

Wird der blaue Pfad nacf nicht benutzt, dann muss fiir alle
u € Sj der rote Pfad benutzt werden.

u; gehort zu genau einer der Mengerdnwird also tber genau
einen roten Pfad erreicht. O
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Satz:

GERICHTETER HAMILTONKREIS
jiP UNGERICHTETER HAMILTONKREIS

Beweisidee:

\\@/\/

=

21



Satz:
UNGERICHTETER HAMILTONKREIS
<p PROBLEM DES HANDLUNGSREISENDEN

Beweisidee:

G=({vi,...,\n},E)
0 i=j
dij = 1 {i,j}GE
2 sonst

22



Satz: Die ProblemeGERICHTETER HAMILTONKREIS UN-
GERICHTETER HAMILTONKREIS daSPROBLEM DES HAND-
LUNGSREISENDEN SUM OF SUBSET PARTITION, INDEPEN-
DENT SET, CLIQUE undVERTEX covERSINd A P-vollstan-
dig.

Beweis:

Wir haben gesehen, dasaTisriaBiLITY auf jedes der
Probleme in Polynomialzeit reduziert werden kann. Fer-
ner ist jedes der Probleme i P. O
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O/1INTEGER LINEAR PROGRAMMING
Gegebemm Ungleichungen

n
Zaijj >b, i=1....m
=1

in n Variablen mit ganzzahligen Koeffizientey) undb;,
gibt es eine Losung, bei der alle Variablen den Wert 0O
oder 1 haben?

Satz: O/1INTEGER LINEAR PROGRAMMINGist A P-voll-
standig.
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SET COVER

Gegeben eine endliche Mendge= {uy,...,un}, eine Fa-
milie ¥ von Teilmengen votJ, ¥ = {S,...,Sn}, und
eink € N, gibt es eine Teilmenge C F mit |C| =k,
so dass die Vereinigung der Mengen g@udie MengelJ
ergibt?

Satz: SET COVERIst A P-vollstandig.
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Literaturhinweis zu\ P-\ollstandigkeit

Michael R. Garey, David S. Johnson
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Freeman (1979)
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Weitere unentscheidbare Probleme
bei kontextfreien Grammatiken

Satz: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

(a) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
ist G mehrdeutig?

(b) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,

ist L(G) kontextfrei?

(c) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
ist L(G) regulér?

27



(d) Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,
ist L(G) deterministisch kontextfrei?

(e) Gegeben kontextfreie Grammatiken @hd G,
ist L(G1)NL(Gy) =0?

(f) Gegeben kontextfreie Grammatiken @hd &,
ist L(G1) NL(G2) endlich?

(g) Gegeben kontextfreie Grammatiken @d &,
ist L(G1) NL(G2) kontextfrei?

(h) Gegeben kontextfreie Grammatiken @d G,
istL(G1) CL(Gp)?

28
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