4 - 1

Teil 4 Turingmaschinen, Entscheidbarkeit

Kontextfreie Grammati ken sind (siehe Teil 3) allgeneiner als
determ ni stische Kell erautomaten. Schon weil nicht alle G anmma-
ti ken kontextfrei sind, ist klar, daB Kell erautomaten nicht
"all e" formalen Probl ene | 6sen kénnen. Al so werden wir nicht
umhi n konmen, nach méachti geren Automaten Ausschau zu halten

Betrachten wir zundchst ein weiteres Beispiel
L={0*n 1*n 2"n | n =0,1,2,... }
H erbei handelt es sich umdie Menge aller Wirter der Art

012, 001122, 000111222 ...

Ein Automat mt einem Keller reicht fir diese Sprache nicht. Mn
brauchte zwei Keller, je einen fiur die Nullen und die Einsen, um
dann bei m Lesen der Zweien zu prifen, ob beide Keller gleichzei-
tig | eerlaufen.

Fur das obige L reicht ein Zwei kel |l erautomat; aber bei
{0An 1*n 2*n 3*n| n =0,1,2,... }

ware es bequem drei Keller zu haben..., und daraus erkennen
wir, daB wir so nicht weiter komen. Ofensichtlich brauchen wr
etwas grundl egend Besseres.

Wr wahl en di e sogenannten Turingnaschi nen. Diese virtuellen
Maschi nen haben auf den ersten Blick nur sehr beschei dene

Mogl i chkeiten. Sie haben Uberhaupt keine Keller oder sonstige
externen Speicher. Eine Turingmaschine ist ein endlicher Automat
mt der zuséatzlichen Eigenschaft, dall sie den Lesekopf nicht nur
nach rechts, sondern auch nach |inks bewegen kann und dal3 sie
aullerdem auf's Band schrei ben kann.

Ferner nehmen wir an, dall das Band nach bei den Seiten und nicht
nur nach rechts unbeschrankt ist.
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We ein endlicher Automat funktioniert eine Turingmaschine in
ganz natdrlicher Weise. In Abhéangi gkeit

- vominneren Zustand und

- vom gel esenen Zei chen
W rd

- die Turingmaschine in einen neuen Zustand verset zt
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- das gel esene Zeichen durch ein (nmbglicherwei se anderes)
Zei chen ersetzt und

- der Lesekopfkopf eine Position nach |inks, nach rechts oder
auch gar nicht bewegt.

Di e friuheren Automaten stoppten, wenn der Eingabestring zu Ende
war. Bei Turingmaschi nen nmuf3 ei n gel esenes Bl ank kei neswegs STOP
bedeut en. Di e Zust andsiberf Uhrungsfunkti on (das Progranmm nuf}

al so auch auf Bl anks reagieren, die wr deswegen explizit in den
Zei chensat z m t auf nehnen:

Definition (determ nistische Turingmaschine, Allan Turing)

Ei ne Turingmaschine M= (QZXTI,b,q0,p, F)

- befindet sich stets in einem Zustand ei ner endlichen
Zust andsnmenge. Di ese Zustandsnenge Q enthalt einem speziellen
Startzustand g0 und eine Teil menge F von Q der Ja-Zust ande.

- liest von einem Band Zei chen eines endlichen Bandal phabeths I
- wird in Gang gehalten von einer Zustandsuberf Uhrungsfunktion
(von ei nem Progranm)
p: QxI ---> QxTI x{RL,N
die al so einen Zustand abhangi g von aktuell gel esenen Zei chen
in einen neuen Zustand Uberfihrt, ein Zeichen aufs Band
schrei bt und den Kopf nbglicherwei se bewegt.

Der Kopf der Turingmaschi ne wei st zu Begi nn auf das erste Synbol
des Ei ngabestrings. Von den Ubrigen Bandpositionen kdnnen w r

uns vorstellen, dalR sie mt einem speziellen Bl ank- Synbol

b OI-X gefdllt sind. Der Eingabestring enthalt nur Zeichen des
Ei ngabeal phabets X (al so kei ne Bl anks).

In vielen Fallen ist X = {0,1} wund T = {0,1, b}

Di e fruheren Automaten stoppen nach Abarbeiten des Ei ngabe-

strings. Turingmaschi nen stoppen nicht in diesem Sinne; es kann
hochstens sein, dall "nichts nehr passiert”". Wr sagen: Ein Zu-

stand ist ein Stoppzustand, wenn unabh&ngi g vom gel esenen Synbol
- der Zustand der gl eiche bleibt

- das gel esene Synbol nicht gedndert wird und

- der Kopf sich nicht bewegt.

We friuher sagen wir: Ein Eingabestring wwrd akzeptiert, wenn
di e Maschi ne bei der Bearbeitung von win einem Ja-Zustand
st oppt.

Eine weitere Subtilitat wird notwendig beim Begriff der von

ei ner Turingmaschi ne akzeptierten Sprache. Es kann ja sein, dal
ei ne Turingmaschi ne Uberhaupt nicht stoppt (weil sie beispiels-
wei se zwi schen zwei Zustanden hin- und her oszilliert).

Bei m Lauf en der Turingmaschine wei 3 man dann nicht, ob der



4 - 3

String abgel ehnt ist oder ob er irgendwann vielleicht doch noch
akzeptiert wird. Aus diesem Gund benutzen wir zwei unterschied-
|'i che Entschei dbarkeits-Begriffe:

Definition

- Eine Menge (Sprache) L ist (strikt) entscheidbar, wenn es eine
Turi ngmaschi ne gibt, die bei allen Ei ngabestrings stoppt und die
den String akzeptiert genau dann, wenn er zu L gehort.

- Eine Menge (Sprache) L ist sem -entschei dbar (auch aufzahl bar,
oder rekursiv aufzahl bar genannt), wenn es eine Turingmaschine

gibt, die den String genau dann akzeptiert, wenn er zu L gehort
(und die bei anderen Strings vielleicht Uberhaupt nicht stoppt).

Bei spiel (Teil barkeit durch 4)

Das fol gende Turi ngprogranm entschei det, ob ein gegebener Binar-
string m ndestens zwei Nullen am Ende hat (ob also die durch den
String dargestellte natirliche Zahl durch 4 teilbar ist).

0 1 b
--> qo g0,0,R | 90,1,R| gi1,b,L nach rechts
gl g2,0,L | gN,1,N | gN b, letztes Bit testen

I
I
I
I .
| vorletztes Bit testen
I
| Ja-Zustand

I

I

H nweis: qY und gN sollen Stopzustande sein (siehe oben), wofdr
Wir in der Tabelle kurz Striche "-" notieren.

Di esel be Turingmaschine statt Tabelle als G aph:

0/ 0,
1/ 1,



Ei n Progranm auf :

String 100:
o100 -> 1qo00 -> 10go0 -> 100qo -> 100g:0-> 1g.00 -> 1900
akzeptiert

Beispiel Die von der Ganmatik
S->¢| (9

abgel ei teten ei nfach geschachtelten korrekten Kl anmern konnten
mt endlichen Automaten nicht erkannt werden. Mt Kell erautona-
ten ging es. Mt Turingmaschi nen geht es leicht. Aus praktischen
Grinden ersetzen wir zunachst die Kl ammernnmenge durch die
formal e Sprache

L = {01 | n=0,1,2...}

Die Idee fur die Turingmaschine ist: Der Lesekopf |&uft
bestandi g hin und her, |é6scht links eine 0, |dscht rechts eine
korrespondi erende 1 und akzeptiert den String, wenn schliel3lich
kei ne Nullen und Ei nsen Uubri gbl ei ben:

0 1 b
-> g0 | qL.b,R| gN1,N| q¥,b,N| linke O Idschen
gl I gl,0,R | 91,1,R | g2,b,L I ganz nach rechts
g2 I gN,O,N | g3,b,L | gN b, N I rechte 1 | 6schen
g3 I g3,0,L | 93,1,L | qgO,b,R I ganz nach |inks
I T
Nl -

(a3)

A‘(///ﬁ;;TR ‘k\\\\\ji?,L
)

(qY) <--b/ b, N--(g0)--0/b, R-->(ql) - - b/ b, L- - >(q2)
0/0, R
1/1,R

1/ 1,

(aN)



Ei ni ge Progranmm &auf e:

String 0011:
Jo0011 -> :011 -> 0qg:11 -> 01qg:1 -> 011lqg: -> 01g.1l -> 0Ogsl -> @301
-> Q301 -> 01 -> 21 -> 191 -> Q21 -> Qs -> Qo -> Qv

String akzeptiert

String 001:

Jo001 -> .01 -> 0q:1 -> 01q: -> 0921 -> 930 -> gz 0 -> Qo0 ->

q: -> Q2 -> Qn String abgel ehnt
String € (leerer String):

Qo -> Qv akzeptiert
String 011: ... (w rd abgel ehnt)
Bei spi el

Di e binaren Palindrone (also die binaren Strings, die sich von
hi nt en genauso | esen wie von vorn) konnten mt determnistischen
Kel | eraut omat en ni cht erkannt werden. Mt Turingnmaschi nen geht
es ohne grof3e Probl ene.

0 1 b

g0 | 10,b,R| I1,b,R| qVY,b, N | Startzustand O

I |
l[O|] 10,0,R| I0,1,R| rO,b,L | Akzepti erender

| | Endzustand qY (YES)
1] I11,0,R] I1,1,R]| rl,b,L |

| | ¥ ={0,1}, I'= {0,1, b}
ro| r, b,L | gN1,N| qY,b, N |

I I
rl | gNO,N| r, b,L | qY,b,N|

I |
r | r, OoL ] r, 1,L | qg0,b,R |

I I
qYI - - - I
aN | - - -

Die Maschine funktioniert auf fol gende Weise: Beim Start sitzt
der Lesekopf im Zustand O auf dem ersten Zeichen. Liest der
Kopf dort eine Zahl, so | dscht er sie, und die Maschine geht (je
nach erstem gel esenen Zeichen) in den Zustand [0 bzw. 11 (sie
"merkt" sich also das erste Zeichen) und bleibt in diesem
Zustand, bis der Kopf das Ende des Ei ngabestrings erreicht.
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Erreicht die Maschine im Zustand li,i=0,1 den ersten Bl ank, so
geht sie in den Zustand ri ("rechts_i") und einen Schritt

zur ick. Findet die Maschine dort gerade das zu i konpl enentare
Zei chen, so lehnt sie den String ab. Andernfalls |dscht sie das
aktuel | e Zei chen (also das |etzte Zeichen des Strings), geht in
den Zustand r und | &uft zurick bis vor den Anfang des
Reststrings. Dort geht der Kopf eine Position nach rechts (al so
auf den Anfang des Reststrings), die Maschine nimt w eder
Zustand g0 an, und ei ne neue Runde beginnt. - Die obige Tabelle
zei gt die technischen Einzel heiten.

[ Darstellung als Gaph ]

Wr testen unser Programm an einigen Strings:

String 010:
o010 -> 1010 -> 1140 -> 10l -> 1re0 ->rl ->r1r 1 -> Qol -> I,
-> rq -> Qv String akzeptiert

0110: -> akzeptiert

0100: -> abgel ehnt
01: -> abgel ehnt
1. -> akzeptiert
11: -> akzeptiert

Randbener kung: Unser bisherigen drei Turingprogramre stoppen fur
bel i ebi ge Ei ngabestrings, d.h. sie stoppen imrer. Die betreffen-
den formal en Sprachen sind also imstrikten Sinne entschei dbar
und nicht nur sem entschei dbar.

DalR di e Unterschei dung zwi schen strikter und sem strikter Ent-
schei dbarkeit tatsachlich w rksam werden kann, wird sich gleich
an ei nem Uberraschend ei nfachen Bei spi el herausstellen.

Schon wei |l Turingmaschi nen derartig sinpel sind (jedenfalls
sinpel scheinen), ist es wenig Uberraschend, dall auch sie nicht
alle formal en Probl ene | 6sen kénnen. Ein in ganz einfachen
Wrten beschrei bbares Probl em dal sich der Losbarkeit mttels
Turi ngmaschi nen entzieht, kennen wir schon (siehe Teil 1):

ZEHNTES HI LBERTSCHES PROBLEM (1900)
Gegeben: Eine Pol ynongl ei chung mt ganzzahli gen Koeffi zi enten.
Fr age: Hat die G eichung eine ganzzahlige LOsung?

Ein einheitlicher Algorithnmus zur Lésung dieses 10. Hil bertschen
Probl ens, der also fur beliebige ganzzahlige Polynone in endli-
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cher Zeit die korrekte Ja/Nein-Antwort liefert, ist nicht nur
ni cht bekannt, sondern ist fur Turingmaschi nen nachgew esener -
malRen unnbglich. Dieses Problemist im Sinne des oben erlauter-

ten strikten Entschei dbarkeits-Begriffs fur Turingmaschi nen
unent schei dbar

Randbener kung: Das 10. Hil bertsche Problem i st durchaus semn -
ent schei dbar (w e namich?).

[ Post'sches Korrespondenzprobl em und Hal t eprobl em (Schéni ng
S.131/32) erl autern. ]

Di ese Unentschei dbarkeit des 10. Hil bertschen Problens fur

Turi ngmaschi nen klingt zunachst wenig dramati sch: Turingmaschi -

nen sind eben zu sinpel, und wr brauchen Maschi nennodelle, die

machti ger sind.

Danach wurde auch gesucht. Untersucht wurden

- Maschinen mt nehr als einer Speicherspur auf dem Arbeitsband

- Maschinen mt nehreren Arbeitsbandern und pro Band ei nem
Kopf, der sich sel bstandi g bewegen kann.

- Maschi nen, die andere Turingmaschi nen als Unterprogramre
benut zen.

- RAM Random Access Machi ne (Regi stermaschinen, die mt
Bef ehl en nach Assenbler-Art programm ert werden kdnnen)

Mt sol chen verall genei nerten Turingmaschi nen ist die Program

m erung ei nes konkreten Problens oft sehr viel bequener als mt
dem ei ngeschrankten Turingnodell, wie wir es oben vorgestellt
haben.

Es hat sich aber gezeigt: Alle Problene, die sich mt irgendwel -
chen veral | genmei nerten Maschi nen | 6sen | assen, kénnen mt
unserem Gundnodel | im Prinzip auch schon gel 6st werden. Es hat
sich daher die (natirlich unbewei sbare) Uberzeugung festgeset zt

(These von Church, 1936), dald die Turingmaschi ne das Uni versal -
wer kzeug zur al gorithm schen Probl em 6sung ist und dal alles,
was mt Turingmaschinen "nicht geht", dberhaupt nicht geht.

Unsere Kette Endlicher Automat-Kell erautomat- Turi ngmaschi ne

(Chonsky- Hi erarchie) ist bei der Turingmaschi ne ganz
uberraschend und definitiv zu Ende. Was Besseres gi bt es nicht
und wird es niemals geben (behauptet die These von Church).
Alles, was die allerbesten Rechner kénnen und jenmals kénnen
wer den, das koénnen Turi ngmaschi nen auch schon, im Prinzip
jedenfalls - falls man genigend Geduld hat, die Turingmaschine
zu progranm eren und genugend Zeit, um auf das Ergebnis zu
wart en.



Ubungen zu TI, Teil 4

Zur Ubung sollten Sie einige der Beispiele aus Teil 1 (endliche
Autonaten) mittels Turingmaschi nen progranm eren. Die fol genden
Ubungen haben teil wei se hoheren Schw eri gkeitsgrad.

(1) Man schreibe ein Turingprogramm zur Erkennung der bi naren
Strings mt ebensovielen Nullen w e Einsen.

(2a) Sei L die Menge der verdoppelten und durch ein Trennzei chen
getrennten bindren Strings w#w , al so beispiel sweise

1#1 , 011#011 , 1011100#1011100 , #
--we | ] -wee]

Man schrei be ein Turingprogramm fir L.

(b) Man skizziere ein Turingprogramm fur verdoppelte binare
Strings, also Strings der Art ww ohne Trennzeichen in der Mtte.

(3) Man schrei be ein Turingprogramm das die Strings unserer von
friher bekannten Beispielsprache L: (01+010)* akzeptiert.

(4) Man skizziere Turingprogramre, die Dateinanmen der fol genden
Must er erkennen:

- a*.txt (Dateinanen, die mt “a& beginnen und mt “.txt“ enden
- we (a), nur soll kein zweiter Punkt im Dateinanmen vor komren

(5) Mt Turingmaschi nen kann man nicht nur formal e Sprachen
erkennen, sondern auch Funkti onen berechnen.
Man verei nbart: Der Funktionswert ist das, was sich bei Stop der
Maschi ne zwi schen Lesekopf (inklusive) und erstem Bl ank (exkl u-
sive) auf dem Band befindet. - Mn Uberl ege sich Turingprogramre
zur Berechnung der Funkti onen

nj|->2n, n=1,23,...

nj|->n+l , n=1,2,3,..

nj|->n% , n=1,2,3,... ("n nodulo 4")

(*) n|->3n, n=1,2,3,...

wobei unterstellt ist, dal die Zahlen in Dual form auf's Band
geschri eben sind.
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