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Teil 3 Bottom Up-Parser, Kontextfreie Sprachen

An ei nem friheren Bei spiel denonstrieren wir eine Analyse-

Met hodi k, die voéllig anders vorgeht als die Top- Down- Anal yse des
| et zten Teils:

- Statt (we in Teil 2, Top-Down) im Stack ein abstraktes

Abbi | d des aktuellen Reststrings zu verwalten und durch
systemati sches Expandi eren von Hi | fssysnbol en das abstrakte

St ack- Abbi I d und den Reststring anei nander anzupassen,

- werden nun (Bottom Up) sol ange Zeichen des Inputstrings in
den Stack eingelesen, bis dort die Rechte Seite einer Gammuati k-
Regel konplett vorliegt, welche dann zur |inken Seite der Regel
(also zu einem Hi | fssysnbol ) reduziert wrd.

Akt uel l er Stackinhalt und Reststring ergénzen sich jeweils zu
ei nem konpl etten Abbild des Inputstrings: Der Stackinhalt ist
ein abstraktes Bild des schon gel esenen |Inputs, der Reststring
hi ngegen i st unverandert.

Man beachte: In diesem Teil ist das top-El enent des Stacks
grundsat zlich rechts notiert.

Bei spiel (arithnmetische Ausdricke)
Wr wahl en ei ne vereinfachte Form der G ammti k:

G ammati k: A->T+A | T
T->FT | F
F->(A | a

Bei spi el string: a + a
1 2 3 4 5

St ack Reststring Aktion
a+ar-r SH FT

+ REDUCE mit F->a
REDUCE mt T->F
SHI FT
SHI FT
REDUCE mt F->a
SHI FT
SHI FT
REDUCE mit F->a
REDUCE mt T->F
REDUCE mt T->F*T
REDUCE mit A->T
REDUCE mt A->T+A
Stop, String akzeptiert
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Wenn wir di e Reduktionen von unten nach oben zusammrensetzen,
dann erhalten wir die zugehorige Rechtsableitung (rechts, wei
stets das am weitesten rechts stehende Zeichen ersetzt wrd):

A->T+ A
-> T+ T
-=>T+F*T
->T+F*F
->T+F* a
->T+a* a
->F+a* a
->a+a*a

Wr notieren auch den Syntaxbaum der bei dieser Methodi k von
unten nach oben (Bottom Up) entstanden ist:

A
I

+
2

P O T -
A *r—oq— >

W o™/ T
oo — mm— -

Es ist evident, dass die obige Analyse eine Anzahl von WI I kur -
l'ichkeiten enthalt: Zweimal wurde a Uber F nach T reduziert,

ei nmal jedoch nur bis F. Einmal wurde T nach A reduziert, einna
belieBen wir es bei T.

Diese WIlkuarlichkeiten resultierten natarlich aus Vorw ssen
Uber das gewinschte Ziel, und unserer Aufgabe ist es, diese

Ei nsi chten dem System bei zubri ngen.

Un die Argunentation so einfach wie noglich zu halten, werden

wir in Folgenden stets ohne Lookahead arbeiten (innerhalb LR(O)
in der spateren Notation), wir haben also die Vorstellung, dal
der Restinput vollig verborgen ist.

Priaft man unter di esem Aspekt das obige Beispiel, so erkennt
man: Chne Lookahead best inden manchrmal Zweifel dber die erfor-
derliche Reduktion, mt Lookahead hatte man stets Ei ndeutigkeit.

Es ist einleuchtend, dall imVergleich zu den Top- Down- Parsern
von Teil 2 die Bottom Up-Parser grundsatzlich machtiger sein
sol I ten: Wahrend bei Bottom Up- Reduktion die konplette rechte
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Seite der Ersetzungsregel vom Parser bereits gesehen wurde,
nissen LL(1)-Parser die richtige Ersetzungsregel finden, von
deren rechter Seite sie nur das erste Zei chen kennen.

Da die erforderlichen Konstruktionen recht konplex werden,

wahl en wir ein sehr einfaches Beispiel (entnomen aus Asteroth/
Bai er: Theoretische Informatik).

Bei spi el (Ausdricke der Form arb", nx>1)

Grammti k: S ->C
C->aCb | ab

Bei spi el string: a a b b
1 2 3 4
St ack Reststring Akt i on
€ a a b b SHI FT
a a b b SHI FT
a a b b SHI FT
aab b REDUCE mt C >ab
acC b SHI FT
acChb € REDUCE mt C >aCb
C € REDUCE mit S->C
S € Stop, String akzeptiert

Die notigen Hilfestellungen fur die falligen Entschei dungen (i st
SHI FT oder REDUCE aktuell no6tig? falls REDUCE, dann mt wel cher

Regel ?) bekomm man wi ederum nur durch systemati sche Anal yse der
Gammati k. Wr notieren eine Auswahl dieser Entschei dungshilfen:

St ack-
inhalt v far v gultige Itens

lo | O | S->eC, C >eaCh, C >eab |
l. ] a,aa | G >eab, C->eaCh, C- >aeb, C >aeCh]|
l. | aC | G >aCeb |
ls | ab, aab | C >abe |
I+ ] aCb | G >aCbe |
ls | C | S >Ce |

Di ese Regeln sind fol gendermalRen zu interpretieren, z.B. Zeile
|1
Bei Stackinhalt a oder aa sind Uberhaupt nur die vier rechts
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daneben notierten Produktionen aussichtsreich, und zwar wirde

- in den Fallen C->aeb, C->aeCb das oberste auf dem Stack
| i egende Zei chen a bei der Reduktion benutzt.

- in den anderen beiden Fallen C- >eab, C->eaCb wirde dagegen
vom aktuel | en Stackinhalt gar nichts benutzt, die potentielle
Redukti on wirde viel nehr konplett den noch nicht gescannten
ver borgenen Bereich des I nputs betreffen

Di ese Grundi dee notieren wir etwas formal er:

Giltige Itens

Ei ne punktierte Produktion A -> yiey, kann zum Zuge konmen in
einer Situation, wo der vordere Teil y: oben auf dem Stack |iegt
und der hintere Teil y, dem Anfang des noch verborgenen Inputs
ent spricht.

Ei ne punktierte Produktion A->y;ey, ist gultig fir den Stack-

inhalt v:=xy: , wenn bei “Vorgeschichte* v und geei gneter
Real i si erung des verborgenen Inputs die Reduktion A -> yiy, zu
ei ner konpl etten Rechtsabl eitung fuhrt.

Item i sten kdnnen fir die Bottom Up- Anal yse sehr nttzlich sein:

St ack Reststring Akti on

aa b b SHI FT (1)

aab b REDUCE mit C->ab (2)
v far v gultige Itens

. ] a,aa | C >eab, C->eaCh, C->aeb, C >aeCb |

ls | ab,aab | C->abe |

In der Situation (2) zeigt ein Blick auf die Itenliste (Zeile
l3), daR die konplette Rechte Seite einer Produktion schon auf
dem Stack |iegt und dalR man reduzi eren kann.

In der Situation (1) zeigt Zeile |I. der Itemiste fUr jeden der
vier in Frage kommenden Falle, dall noch keine konplette Rechte
Seite einer Produktion auf dem Stack |iegt und dal3 man erst noch
shiften sollte.

Di ese Argunentation hat aber noch erhebliche Mangel:

Die Effizienz ist problematisch, denn giltige Itens gibt es
viele, und Stackinhalte (“Vorgeschichten®) gibt es wie Sand am
Meer .

AulRerdem (das vor allenm) ist zu kl&aren, ob der Ansatz nethodi sch
Uber haupt gut genug ist. Denn es kdnnte ja sein, daB in einer
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konkreten Situation sowohl Reduzieren als auch Shiften noglich

I st, dall aber nur eine dieser beiden Myglichkeiten zum Erfolg
(zu einer konpletten Rechtsableitung) fuhrt. — Wr werden sehen,
w e di ese Problene sich der Rei he nach kl aren.

Di e fol gende rekursive Charakterisierung wird es uns
ernoglichen, die gultigen Itens effizient zu verwalten:

Giltige Itenms (rekursive Beschreibung)

Sei S das Startsynbol der Ganmati k, A und B seien Hilfssynbole
und a ein Term nal zei chen. Wende so oft w e nbglich die fol gen-
den Regel n an:

(1) Alle Itens der Form S->ey sind gultig fur den leeren String

(2) Ist A->y;eay, gqultig far v, so ist A->yiaey, gqultig fiur va
=> Kante mt Bewertung a von A->y:eay, nach A->y.aey,

(3) Ist A->y;eBy, gqgultig fur v, so ist A->y:Bey, qgultig fir vB
=> Kante mt Bewertung B von A->y;eBy, nach A->y;Bey,

(4) Ist A->y;eBy, gqultig fur v, dann sind alle Itens der Form
B->ey gultig flr v.
=> unbewertete Kante A->y:eBy, nach B->ey

W e schon angedeutet, | &Rt sich das Ergebnis dieser rekursiven
Beschrei bung grafisch veranschaul i chen:

/

S- >oc 4’ S- >Ce

C- >ea(Ch C >oab
aOCb aOb NFA
c¢ ¢b
C- >aCeb C- >abe
oY
C- >aChe

Anhand di eses Graphen | &Rt sich die Entw cklung der gultigen
Items im Verl auf der Anal yse gut beschrei ben, etwa so:
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“Ist far irgendein v das Item C - >eab gultig, so ist fiur va das
I[tem C->aeb gultig.”

“Ist far v das Item C >aeCb gultig, so sind fir das gleiche v
die Itens C >eaCb und C >eab gultig.*”

Ubersetzt in eine andere, aus Teil 1 bekannte Sprechwei se:
“Sind wr im Zustand C >eab, so kommen wir mt a in den Zustand
C- >aeb“

“Sind wr im Zustand C >aeCbh, so sind wir gleichzeitig auch in
den Zust anden C->eaCb und C- >eab.*

Man erkennt, dalR sich die Fortentw cklung der gultigen Itens
uber den obigen G aphen beschrei ben |aRt, sofern man den als
ni cht det erm ni sti schen Automaten NFA interpretiert!

Prakti scher jedoch ist der zugehérige determ nistische Aut omat
DFA, dessen “Superzustande* alle fur einen Stackinhalt v gulti-
gen Itens zusammenfassen. Konstruiert wird dieser determnisti-
sche Automat mt dem aus Teil 1 bekannten Potenznmengenprozell:

C
o S >eC S->Ce |
T - >Ce
C >0aCb| eab 5
2y
b
|| C >eaChb| eab C >abe |
C- >aeCh| aeb
Cy @
| ) C- >aCeb
b * DFA
I4 C- >aChe
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Di eser determ ni stische Autonmat ist nun die Maschinerie, die uns
bei der I nputanalyse (zum ndest bei diesem Beispiel) sicher den
Weg weisen wird. - Wr wahlen unseren alten Inputstring:

Bei spi el string: a a b b

1 2 3 4

We starten in Zustand |Io.

Wr shiften a und komen nach | ;.

Wr shiften das zweite a und bleiben in I;.
Wr shiften b und kommen nach | s.

I m Zustand |3 haben wir nun die konplette rechte Seite der

Produkti on C >abe auf dem Stack und kénnen reduzieren, d.h. wr
poppen b, poppen a und pushen C.

Fur den Graph bedeutet das, dass wir die Kanten, Uber die wr
nach |; kanmen, ruckwarts gehen, d.h. zurick nach |I; und dann

ei nmal den Loop bei 1; entlang. Pushen von C bedeutet Ubergang
nach 1.

In 1, shiften wir das zweite b, konmmen nach |4 und haben w eder

die konplette rechte Seite einer Produktion C- >aCbhe auf dem
Stack und konnen reduzieren. Wr gehen al so den entsprechenden
Weg I2, 141,10 zurick, pushen Cund |anden in Is.

Hier kénnen wir mttels S >Ce w eder reduzieren. Wr haben nun
den I nput aabb konplett gel esen und i hn auf das Startsynbol S
reduziert.

Wr stoppen und erkl aren den Inputstring fir akzeptiert.

Man beachte: Bei m Reduzi eren brauchen wir die Informationen uber
die im Gaphen zurickgel egten Wege. Aus di esem Grunde pushen wr
bei m Zust andsiber gang ni cht nur das Zei chen, sondern auch den

neuen Zustand. - Hi er der konplette Anal yseverl auf:
St ack Rest Akt i on

lo aabb SHFT

[ oal 1 abb SHFT

| oal sal 1 b b SH FT

| oal 1al 1bl 3 b REDUCE mt GC->abe

I oal :Cl » b SHI FT

| oal 1Cl 2bl 4 e REDUCE mit C >aCbe

[ oCl s e REDUCE mit S->Ce

I o € Stop, String akzeptiert

Wr notieren noch die resultierende Rechtsabl eitung:



S->C
-> aCb
->aabb

und den Bottom Up entstandenen Syntaxbaum

S
I
C
/ | \
a C b
/ \
a b

Es ist Ublich, die in dem obigen determ nistischen Autonaten DFA
ent hal tenen I nformati onen in Parse-Tabell en zu noti eren.

Die GOTO Tabel l e codiert den G aphen, die Action-Tabelle gibt
an, ob zu shiften oder zu reduzieren ist:

GOTO ACTI ON
a b C Action
lo I1 s |, SHFT
|l |1 |3 |2 |1 SH|FT
| |4 |, SHFT
JE | ; REDUCE nmit C- >abe
|4 |, REDUCE mit C >aChbe
I's | s ACCEPT (REDUCE mit S->Ce)

Man beachte: O fensichtlich wird die Bottom Up-Anal yse ni cht
I mrer so gut funktionieren wie bei diesem“gutartig® gewahlten
Bei spiel. Zwei Probleme sind vorstell bar

REDUCE- REDUCE- Konfli kt: Ein Zustand des DFA enthalt zwei unter-

schiedliche Itens der Form A->ye. Dann wil3te man nicht, mt
wel cher Regel man reduzi eren soll

SHI FT- REDUCE- Konfl i kt: Ein Zustand enthalt ein |Item der Form

A->ye und ein anderes der Form A->y;ey,. Dann wiflte man nicht, ob
man reduzi eren oder shiften soll.

Wr machen es uns einfach und sagen: Eine G anmati k ohne REDUCE-
REDUCE- Konf | i kt e und ohne SHI FT- REDUCE- Konfl i kte ist eine LR(O)-

Granmati k (von Links her scannen, Rechtsabl eitung erzeugen, kein
Lookahead)
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Bei all unseren Beispielen der Teile 2 und 3 handelte es sich um
ni chtregul a&re formal e Sprachen, die wir Top-Down oder Bottom Up

und mt Stack-Unterstitzung erfol greich geparst haben. Zum ndest
aus theoretischer Sicht ist es an der Zeit zu kl&aren, innerhalb

wel cher Sprachkl asse wir uns hier eigentlich bewegt haben.

Prinzipiell neu war nur der Stack, den wir zum Speichern von
Teil resultaten bendtigten. Aus der Sicht der Automatentheorie

hatten wir es imrer mt Kell erautomaten zu tun

Definition (determ nistischer Kellerautomt)

Zu einem determ ni stischen Kellerautomaten A=(Q X, q0, p, F)

gehort

- eine endliche Menge Q von Zustéanden mt Startzustand qO
und Menge F von Ja- Zust anden

- das Al phabet X
- di e Zustandsuberfihrungsfunktion (das Programm

p: QXEXE --> QX{N, R} xX*

Die Funktion pist so zu verstehen, dal in Abhangi gkeit vom

aktuel | en Zustand, vom aktuell en Ei ngabezei chen und vom obersten

Kel | er zei chen

- Uber den neuen Zustand entschi eden w rd,

- entschieden wird, ob der Lesekopf sich nach rechts bewegt
oder ob er stehen bl eibt

- das oberste Kellerzeichen durch einen (evtl. leeren) String
ersetzt wrd.

[ Letzteres eine Verall genei nerung der bei den Standardakti onen
pop bzw. push, bei denen das oberste Kellerzei chen gepoppt bzw.

ein einzel nes Zei chen gepusht wrd. ]

Der Kellerautomat akzeptiert einen Eingabestring, wenn er sich
nach Ei nl esen des konpletten Strings in einem Ja-Zustand
befi ndet und wenn dann aul3erdem der Keller |eer ist.

Die von einem Kel | eraut omat en akzeptierte Sprache ist die Menge
all er akzeptierten Strings.

Die regul &ren Sprachen hatten wir aufler mttels DFA/ NFA-

Aut omat en auf &aqui val ente Wi se auch uUber regul are G anmati ken
und regul & e Ausdricke definieren kdnnen. Naheliegend ist daher
die Frage, ob bei den aktuellen nichtregul & en Sprachen etwas
ahnliches nbglich ist, ob wir also (wenn wir uns auf die



3 - 10

Grammat i ken konzentrieren) einen Gammati ktyp finden kdnnen, der
i n seiner Ausdrucksstarke aquival ent zu Kel |l erautomaten i st.
Zu di esem Zweck priufen wir die G ammti ken unserer Beispiele
genauer. Typisch waren wie imletzten Beispiel G anmatikregeln
der Art
C->alb

die bei regularen Granmati ken nicht zugel assen waren, die aber
I mrer noch di e grundsétzliche Eigenschaft haben, dall auf der
| inken Seite der Produktion genau ein Hilfssynbol steht. Etwas
Konmplizierteres, also G ammati kregeln wie etwa

CB -> BC

0B -> 01 (Teil 1, Aufgabe 4)
ware (fir Parserzwecke jedenfalls) sicherlich sehr unpraktika-
bel .

Aus granmmati kal i scher Sicht hatten wir es bei unseren nicht-
regul aren Beispielen stets mt kontextfreie G ammtiken zu tun:

Definition (kontextfreie G anmmtik)
Eine Gcanmati k ist kontextfrei, wenn ihre Ersetzungsregeln alle
von der Form

V ---> str
sind, wobei V fir ein Hlfssynbol steht und str filr einen
String.
Eine formal e Sprache ist kontextfrei, wenn es zu ihr eine
kontextfreie Grammati k gi bt.

Mt dem Namen kontextfrei hat es Fol gendes auf sich: Die Rege

V ---> str
besagt, daB V dberall |okal durch str ersetzt werden darf.
Hi ngegen ist es bei der Regel
uvw ---> u str w (u,w Strings)

| ediglich erlaubt, bei Vorfinden des Verbundes uVw (al so nur im
Kontext uvw) die Variable V durch str zu ersetzen

Es bl eibt nun zu klaren, ob unsere bei den neuen Begriffe,

Kel | eraut omat und kontextfreie Granmati k, zuei nander &qui val ent
sind, ob sie also ein-und-diesel be Sprachkl asse definieren.

Man kann bewei sen, dass jede durch einen determninistischen

Kel | eraut omat en akzeptierte formal e Sprache auch durch eine
kontextfreie Grammati k abgel eitet werden kann. Di e Unkehrung
gilt allgenein aber nicht:
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Bei spi el
Wr betrachten die "ungeraden” binaren Palindrone, also Palin-
drome mt zentralemBit:

1001001, 10001

[ Die Beschrankung auf die ungeraden Palindronme Bitzahl dient
| edi glich zur Vereinfachung der fol genden Argunentationen. ]

Es ist einleuchtend, dall diese Sprache durch determ nistische
Kel | eraut omat en ni cht erkannt werden kann. Denn der Aut omat
(auch wenn er einen Keller hat) "wei 3" nicht, wann die Mtte des
Strings erreicht ist. Formal beweist man die Tatsache mt Hilfe
ei ner verall genei nerten Version des Punpi ng- Lenmas.

Ei ne kontextfreie Gammati k fur die ungeraden Palindrone anzuge-
ben ist hingegen fast trivial:

S->0] 1| 0S0 | 1Sl

Wenn nun die sinplen Palindrome so “konpliziert® sind, dal sie
mt Kellerautomaten nicht geparst werden kdnnen, so stellt sich
die Frage “wi e denn?*. Spater in Teil 3 werden wir die noch
machti geren Turingmaschi nen vorstellen, aber hier wollen wr

zunachst den relativ rechenaufwendi gen CYK- Al gorithnus

(Cocke/ Younger/ Kasam ) vorfiuhren, der bei allen kontextfreien
Sprachen funktioniert und der dort in der Lage ist, die Wirter
der betreffenden Sprache zu erkennen

Zunéachst (i m Bei spiel der ungeraden Palindrone) fornmen wir die
obige Gammatik in zwei Schritten um

S->0] 1] ASA| BSB
A->0
B->1
und dann S->0| 1| AU| BV
U-> SA
vV -> SB Chonsky- Nor mal f orm
A->0
B->1

Das unten notierte Rechentabl eau zeigt, w e der CYK-Al gorithnus
das Bei spi el - Pal i ndr om

011010110

mttels Dynam scher Programm erung erkennt:



o | 12| 1] O] 1| O] 212 1] 1] 0
----- T T S
| SA | SB | SB | SA | SB | SA | SB | SB | SA |
----- e S gy
I v 1 v ul v [ ul| VvV | V| U/
----- T T S LTy Sy S

| | | S| S | S | | |
----- T S ey S
| | | u | Vv | V| |
----- T T T U S
| | | S | I |
----- T T T
| | |V I
----- e
| | S | |
_____ e
| | U |
_____ B,
| S | [ Prinzip erlautern ]

b oder ob nicht der gegebene binare String ein ungerades
Pal i ndrom ist, erkennt nman nach Ausflllen des Tabl eaus daran, ob
das untere |linke Kastchen das Startsynbol S enthalt (warunf).

Wir de man den Al gorithnus programm eren, so waren offensichtlich
drei Schleifen notig. Daraus erkennt man di e G 6Renordnung der
bendti gten Rechenzeit:

Satz: Der Rechenaufwand zum Ausfull en des Tabl eau bei m CYK- Al go-
rithmus ist Q(n*"3), wenn n Lange des Inputstrings ist.

Un die Effizienz des CYK-Al gorithnmus beurteilen zu kénnen, muf3
man mt den friheren determ nistischen Automaten und Kel |l eraut o-
mat en vergl eichen. Ein determnistischer Automat bewegt bei

j edem Maschi nent akt den Lesekopf eine Position vorwarts. Die
Rechenzeit ist also proportional zur L&nge n des I nputstrings,
d.h. Qn) in der Ublichen Notation.

Ahnliches gilt fiur Kellerautomaten, obgleich bei denen der
Lesekopf manchmal (namich bei Expansion oder Reduktion einer
Produkti on der G ammati k) in Ruhe verharrt.

Cenerell ist der CYK-Algorithmus mt wesentlich mehr Aufwand
ver bunden als der Betrieb von Automaten und Kel |l eraut omat en.
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Ubungen zu TI, Teil 3

(1) Mt dem Bottom Up- Parser der Vorl esung anal ysiere man die
Strings aaabbb, aabbb und aaabb

(2a) Man besti nmme den Bottom Up- Parser (insbesondere den deter-
m ni stischen Automaten DFA) fiur die Gammatik

S->Ab, A-> Aa | a

und anal ysiere einige |Inputstrings.

(b) Man probiere das deiche fur die Gamatik
S->Ab, A->aA| a

(3) Man rechne den CYK- Al gorithmus (fdr Palindrome ungerader
Bitzahl) an den Bei spiel en

10101 und 11010
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