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Was haben deterministische endliche Automaten mit nicht-
deterministischen endlichen Automaten zu tun?

L={vbbw|vi {ab},wl {ab}}

NFA fur L
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werden diskutieren, wie man aus einem gegebenen NFA einen
aquivalenten DFA konstruieren kann

NFA B DFA A
es gibt mehre Zustande z es gibt genau einen Zustand z
mitz 1T d*({zo},w) mit z = d*(z,,w)

w gehort zu L(B) gdw. es einen | w gehort zu L(A) gdw. der
Zustand z mitz T d*({zo},w), der | Zustand z mit z = d*(z,,w) ein
ein Endzustand ist Endzustand ist

... beim Ubergang von B zu A muR ein Zustand von A eine Menge von
Zustanden von B ,reprasentieren® 3
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infrage kommende Zustande ftr A

Name Bedeutung

0 {70}

1 {z,}

2 {z,}
Anfangszustand von A 3 {z3}

012 {z0,21,25}
potentieller
Endzustand von A —» 0123 {20,21,25,25 }
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allgemein

Es sei B ein nicht-deterministischer endlicher Automat. Dann
gibt es einen deterministischen endlichen Automaten A, so dal3
gilt: L(A) = L(B).

m.a.W.: zu jedem NFA B gibt es einen DFA A, der dieselbe Sprache
wie der NFA B akzeptiert
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zugrunde liegende Konstruktion
es sei B = [Z,5,d,z,,E] der gegebene NFA

bilde den gesuchten DFA A = [Z°,S°,d°,z°,,E°] fUr L(B) wie folgt

e sSetzeS°=S

« furjedesM1 2ZmitMt Enimm einen Zustand z°, in die Menge
Z° auf

« setzez° =z 20}

e E°={z°y,|2°y! Z°, MCE* £}

« firjedesz®,l Zz°undalleal S:
« setze d°(z°,,a) =2°, MtM' ={z'|z'1 d(z,a) fureinzl M}

Anmerkung: das Zeichen ° hat keine hier Bedeutung, dient nur der Namensgebung
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Zwischenfazit

es sei S das zugrunde liegende Alphabet

EsseiL | S* Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:

(1) L isteine reguléare Sprache.

(2) Es gibt eine regulare Grammatik G mit L(G) = L.
(3) Es gibt einen NFA B mit L(B) = L.

(4) Es gibt einen DFA A mit L(A) = L.
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Beobachtungen

«  Dbei der ,Ubersetzung* eines NFA mit n Zustanden kann ein
aquivalenter DFA entstehen, der 2"- 1 viele Zustande hat

... Liegt das am verwendeten Algorithmus oder
steckt da mehr dahinter?

«  Dbeider ,Ubersetzung” eines NFA entsteht offenbar nicht immer
der kleinste aquivalente DFA

... siehe Beispiel auf Folie 5

... Wie kann man mit diesem Problem umgehen?
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Illustration

Zu jedem n > 0O gibt es eine regulare Sprache L, mit folgenden
Eigenschaften:

e esgibteinen NFA B mit L(B) = L., der n + 2 Zustéande hat
e jeder DFA A mit L(A) = L, hat mindestens 2" Zustande

... die Problematik, daR bei der Ubersetzung eines NFA
ein deutlich groRerer DFA entstehen kann, kann nicht
durch die Wahl eines ,cleveren” Algorithmus
tuberwunden werden

10
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Ein Beispiel
furjedesn>0seiL,={wlv|wyVvi {0,1} |v|]=n-1}

... m.a.W. Worter in L, haben eine 1 als n-ten Buchstaben
von hinten

NFA fiir L, 23
(O-0BO%E
0,1 0,1
)

. . . : 11
UA: ,Ubersetzen* Sie diesen NFA in einen aquivalenten DFA
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Warum muf3 ein DFA fur L, mindestens 2" Zustande haben?

zugrunde liegende Beobachtung:

es gibt 2n viele Worter in { 0,1 }* der LAnge n

Annahme:

es seien n > 0 gegeben und A =[Z,S,d,z,,E] ein DFA mit
L(A) = L,,, der weniger als 2" Zustande hat

12
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weil A weniger als 2" viele Zustande hat, gibt es Worter u und u‘ mit:
*  u[=ul=n
e u?u
o Of(zy,u) = d¥(zy,U')

weil u ? u’ gilt, gibt es Woérter w, v und v‘, so dal3 gilt:
e uU=wlv
e U =w0v
e |w|>0 (dad*(zyu) = d*(z,u’))

dann qilt ftr die Worter uw = wlvw und u'w = wOv'w:
o OF(zg,uw) = d*¥(d*(zg,u),wW) = d¥(d*(z,,u"),w) = d*(z,,u'w)

13
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dann qilt ftr die Worter uw = wlvw und u'w = wOv'w :

©  d%(qo,uw) = d¥(d*(qg,u),w) = d*(d*(qo,u’),W) = d*(qp, U'w)
also gilt:

e uwl L(A)unduwl L(A) oder

e uwl L(A)unduwl L(A)
weil wlv = u und wOv' = u' und |u| = |u'| qilt:
e |lvw| =|0v'w| =n
und damit gilt

e« uw=wlvwl L, und uw=wovwi L,

also ist L(A) * L,, ein Widerspruch 14
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Minimierung von Automaten

den DFA, der bei der ,Ubersetzung” eines NFA entsteht bzw.
selbstandig entworfen wurde, ,kleiner machen

Mal} fur die Grol3e eines DFA:

die Anzahl der Zustande

15
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L={vbbw|vi {ab},wl {ab}}

a a,b
O ENAIRGY,
a
ein DFA fur L

16

ein anderer DFA fiur L
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offenbar unterscheiden sich die
Zustande z;, z; und z; nicht

..esgitfurallew! {ab}*
e dz,w)1 E
e dze,w)1 E
e dzew)1 E

17
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... alle Mengen aquivalenter Zustande finden
18
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zentraler Begriff

es sei A =1[Z,5,d,z,,E]

es seien z, z' zwei Zustande in Z

z und z' heiRen aquivalent, wenn fiir alle Worter w 1 S* gilt:

1. wenndi(zw)l E,sod{z'w)1 E
2. wennd‘(zw) | E,sod*(z'w)l E

19
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zentraler Begriff (/* handhabbare Einschrankung */)

es sei A =1[Z,5,d,z,,E]

es seien z, z' zwei Zustande in Z, es sei k3 0

z und z' heiRen k-aquivalent, wenn fiir alle Worter w1 S*
mit |w| £ k gilt:

1. wenndi(zw)l E,sod{z'w)1 E
2. wennd‘(zw) | E,sod*(z'w)l E

20
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grundlegender Zusammenhang

es sei A =1[Z,5,d,z,,E]

es seien z, z' zwei Zustande in Z, es sei k3 0

z und z* sind (k+1)-aquivalent, wenn fir alle al S gilt, daR die
Zustande d(z,a) und d(z‘,a) k-aquivalent sind.

,Sspannender” Teil der Begriindung

es sei w' = aw mit |w| = k; dann gilt:
o d*(z,aw) = d*(d(z,a),w)
o d*(z',aw) = d*(d(z‘,a),w) 21
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Minimierungsalgorithmus (/* Teil 1 */)

es sei A =1[Z,5,d,z,,E]

Schritt O:
Setze M = E, M* =Z\ Eund K, ={M, M*}. Gehe zu
Schritt 1.

Schritt k + 1 (k3 0):
(/* Es sei K, eine Klasseneinteilung von Z in Mengen
von k-aquivalenten Zustanden. */)
-  Bestimme eine Klasseneinteilung K,,; von Z in
Mengen von (k+1)-aquivalenten Zustanden.
-  Falls K1 = Ky, so stoppe.
- Andernfalls gehe zu Schritt k + 2.

22
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Einfache Beobachtungen (/* Teil 1 */)

es sei A =[Z,5,d,z,,E]

es sei K, eine Klasseneinteilung von Z in Mengen von
k-aquivalenten Zustanden; es seien z, z' | Z

Dann gilt:

« wenn z und z‘ (k+1)-aquivalent sind, so gehdéren z und
z' zu ein und derselben Menge in K,
« wenn z und z‘ (k+1)-aquivalent sind, so gehdren fur

jedesal Sdie Zustande d(z,a) und d(z‘,a) zu ein und
derselben Menge in K,

23
... algorithmische Idee + Begriindung, dal3 das Verfahren terminiert
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Einfache Beobachtungen (/* Teil 2 */)

es sei A = [Z,5,d,z,,E]

es seien K, eine Klasseneinteilung von Z in Mengen von
k-aquivalenten Zustanden und K, ,; eine Klasseneinteilung
von Z in Mengen von (k+1)-aquivalenten Zustanden

Falls K, = K,,,, so gilt:

« wenn z und z‘ k-aquivalent sind, so sind z und z* auch
(k+n)-aquivalent fur alle n 3 1 (/* und damit aquivalent */)

24

... Korrektheit
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Beispiel

Ko={{20 21,2, 2, },{ 23, 25, 25 } }

Klz{{zo, 22}, {Z]_: Z4},{Z3, Zs, 26}}

KZZ{{ZO, 22}, {Z]_: Z4},{Z3, Zs, 26}}

25
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Minimierungsalgorithmus (/* Teil 2 */)

es sei A =1[Z,5,d,z,,E]
es sei K eine Klasseneinteilung von Z in aquivalente Zustande

der gesuchte minimale DFA A° = [2°,5°,d°,z°,,E°] fur L(A) ergibt

sich wie folgt:

e sSetzeS°=S

« furjedes M1 K nimm einen Zustand z°,, in die Menge Z° auf
« setze z°%,=2z°,mitz,1 M

. E°—{zM|zMIZ° MCE?® A}

« firjedesz',, 1 Z°undalleal S:

- setze d°(z°,,a) = z°,, Wobei M‘ so gewahlt ist, daB d(z,a) 1
M fireinz1 M gilt

... da K eine Klasseneinteilung ist, ist M* eindeutig bestimmt
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Beispiel

K={{zy, 2}, {z,2,}, {23 25, 25 } }

27
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Eigenschaften des Minimierungsalgorithmus

es seien L eine regulare Sprache und A = [Z,5,d,z,,E] ein DFA flr L

« das Ergebnis der Anwendung des Minimierungsalgorithmus
auf A liefert einen minimalen DFA A° fur L (/* minimal in der
Anzahl der Zustande */)

 geeignet implementiert bendtigt der Minimierungsalgorithmus

O(n?) viele Schritte um A° zu bestimmen (/* die Grol3e von S
ist im O ,versteckt* */)

ein wenig ungenau ... es sind zunachst die vom Startzustand Z, nicht
erreichbaren Zustande zu entfernen 28



