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Dieses Skript soll die Vorlesung ergénzen; die Verwendung des Skrips bei der Vorbereitung der
Priifung ersetzt nicht den Vorlesungsbesuch. Der Inhalt des Skripts stimmt weitgehend mit dem
Inhalt des in der Vorlesung behandelten Stoffs iiberein. Die Dozenten sind in der Gestaltung ihrer
Vorlesung jedoch nicht an den Inhalt das Skripts gebunden. Priifungsgegenstand ist stets der Inhalt
der Vorlesung.
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Kapitel 1

Das Eigenwertproblem fiir
quadratischer Matrizen

1.1 Einfiihrung und Definitionen

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem
Ax = Az,

wobei die quadratische Matrix A als lineare Transformation (Rotation, Spiegelung, . ..) interpretiert
wird und A eine reelle oder komplexe Zahl ist. Fine Losung « des Gleichungssystems ist ein Vektor,
fiir den die lineare Transformation Az lediglich eine eine Streckung (Stauchung) Az des Vektors z
bedeutet.

Natiirlich hat das lineare Gleichungssystem stets die Triviallosung « = 0. Interessant sind daher
nicht triviale Losungen = # 0.

Definition. Eine komplexe Zahl X heifit Figenwert der quadratischen Matrix A, wenn es Vektoren
x # 0 gibt, die Losung des linearen Gleichungssystems

Az = Mz (1.1)

sind. Die Losungsvektoren x heiflen Eigenvektoren der Matrix A zum Eigenwert .

Bemerkung. Zu jedem Eigenwert gibt es unendlich viele Eigenvektoren, denn wenn z Losung von
(1.1) ist, dann ist wegen

Arz = Mz
tAx = t)\x
A-(te) = X-(tz)

auch jedes Vielfache tz mit ¢t € R\ {0} Eigenvektor von A zum Eigenwert .

5
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Beispiel. Die Zahl A =1 ist Eigenwert der Matrix

-2 1 1
A= 0 1 0
0o -2 -1
Der Vektor
0
T = -1
1

2 1 1 0 0
0 1 0 1| = 1-] =1
0 -2 -1 1

0 0
1| = | -1
1 1

mit ¢t € R\ {0} ist ebenfalls Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Satz. Sind A1, ..., A\p, m < n, voneinander verschiedene Eigenwerte einer (n,n)-Matrix, dann sind
die dazugehorigen Eigenvektoren z1,...,z,, linear unabhéingig.

Abschlielend treffen wir noch eine Aussage iiber einen Spezialfall.

Satz. Die FEigenwerte einer symmetrischen Matrix sind reell. Die zu verschiedenen Eigenwerten einer
symmetrischen Matrix gehorenden Eigenvektoren sind othogonal zueinander.

1.2 Die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren

Ausgehend von Gleichung (1.1) kann das Eigenwertproblem einer beliebigen (n,n)-Matrix A wie
folgt behandelt werden:

Axr = Mx
Ar—Xdx = 0
Ax — Mz = 0, da Ix =x, wobeil die Einheitsmatrix bezeichnet,

(A= X))z =
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Die letzte Gleichung ist ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir den Vektor x mit der Ko-
effizientenmatrix B = A — AI. Dieses homogene lineare Gleichungssystem hat genau dann nicht
triviale Losungen x # 0, wenn der Rang von B kleiner als n ist, d.h. rg(A — A\[) < n. Das ist
gleichbedeutend damit, dass det(A — AI) = 0 ist. Die Determinante det(A — AI) ist ein Polynom
vom Grad n in A; det(A — AI) heifit charakteristisches Polynom der Matrix A. Die Eigenwerte von
A sind folglich die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Definition. Sei A eine quadratische Matrix. Die Gleichung
det(A—AI)=0 (1.2)

heifit charakteristische Gleichung oder Figenwertgleichung von A.

Satz. Die charakteristische Gleichung det(A — AI) = 0 einer (n,n)-Matrix A hat genau n Losungen
Alyeeey Ape

In anderen Worten: Eine (n,n)-Matrix hat genau n Eigenwerte, die als Nullstellen des chrakteristi-
schen Polynoms (d. h. als Losung der chrakteristischen Gleichung) bestimmt werden kénnen. Ein zu
A; gehorender Eigenvektor x; ist (nicht triviale) Losung des homogenen linearen Gleichungssystems

1=1,...,n.
Bemerkungen

(i) Die Losungen z; von (1.3) sind Parameterlésungen, d.h. auch alle tz; mit ¢ € R sind Losungen
von (1.3). Da nur nicht triviale Losungen zuléssig sind, schlieBen wir ¢t = 0 aus.

(ii) Oft ist es zweckmifig, nur diejenigen Eigenvektoren anzugeben, deren Lénge gleich Eins ist
(normierte Eigenvektoren).

Definition. Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems (1.3) heifit der zum Ei-
genvektor \; gehoérennde Figenraum E;.

Ist \; eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms (d.h. A; ist ein einfacher Eigenvek-
tor), dann dann ist der zu \; gehorige Eigenraum

Ei:{tl‘ittGR}

eindimensional. Der Eigenraum F; entspricht dann einer Geraden im R". Ist A; eine doppelte Null-
stelle des charakteristischen Polynoms, dann ist der dazugehorige Eigenraum FE; meist zweidimen-
sional (also z. B. eine Ebene im R3). Allgemein gilt fiir m-fache Nullstellen des charakteristischen
Polynoms die folgende Aussage:
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Satz. Seien \q,...,\, die Eigenwerte einer symmetischen (n,n)-Matrix mit A\ = ... = Agim_1.
Dann ist Ej der Eigenraum zu Ag,...,Ag+m—1, d.h. es gibt m linear unabhéingige Vektoren
Thy -y Tham—1 € R™ mit der Eigenschaft
m
Ek:{m :x:Ztika,l, tl,...,tmER}.
i=1
Das bedeutet, der Eigenraum FEj wird durch die Vektoen =z, ..., kx1m—1 ,aufgespannt®, und die

Dimension des Eigenraums stimmt mit der Vielfachheit m des Eigenwerts Ay iiberein. Fiir symme-
trische Matrizen gilt also stets

rg (A — A\ l) = m.

Die Vektoren xy, ..., kkim—1 lassen sich so wihlen, dass sie zueinander orthogonal sind.

Beispiele

(i) Wir betrachten noch einmal das Beispiel von Seite 6. Die Eigenwerte von A sind Lésungen der
charakteristischen Gleichung (1.2), d. h.

—2 1 1 10 0\]
det 0 1 0]=xlo010 = 0
0 -2 -1 00 1/]
—2-) 1 1
det 0 1-XA 0 = 0
0 —2  —1-2)

(=2=X)-(1=X)-(=1=X) = 0.
Losungen des chrakteristischen Polynoms sind
A= -2, Ay =1, A3 =—1.

Zum Eigenwert A; erhélt man den Eigenvektor x; als Losung des homogenen linearen Glei-
chungssystems (1.3). Es gilt

0 11 0 t
0 30 |-a=[o0 dh.  z=|0], terR\{o}
0 -2 1 0 0

Analog erhilt man fiir den Eigenwert Ao = 1

-3 1 1 0
0 0 0 |-am=1]0 dh.  a=| t |, teR\{o}
0 -2 -2 0 —t

und aus A3 = —1 folgt

—1 11
0 2 0 - X3 = 0 d.h. xr3 = 0 , tGR\{O}
0 -2 0
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(ii) Die Matrix

A=( s ")

ist symmetrisch. Erwartungsgemif sind ihre Eigenwerte A1 und As reelle Zahlen. Aus der
charakteristischen Gleichung

wl( ) (3] -
det<5_’\ _‘/ﬁ> = 0

V12 1=
(B-A)-(1-X)—(=V12)- (-V12) =
A —6A—T7

erhalten wir

Mg = 3EVOFT
A 7, A =L

Die Eigenvektoren x1 und x5 sind Losungen von

(C 27 )n=(0) o (P 28))=-(0)

Eine Lésung von

(%)== (5)

ist

(Jm 757 )==(5)

erhalten wir

o-()

Die beiden Vektoren x1 und x5 sind orthogonal; ihr Skalarprodukt ist Null, z1 - o = 0.
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(ili) Die Matrix

=(03)

ist nicht symmetrisch. Dennoch sind in diesem Fall die Eigenwerte reellwertig. Es gilt

1-X =2
det( 0 2_)\> =0
(I1-=XN2-=x) = 0.

Damit sind Ay = 1 und A\ = 2 die Eigenwerte von A. Die Eigenvektorn x1, xo sind Lésungen

(D) ()
() ()

Es gilt 1 - o2 = 2, d. h. die Eigenvektoren sind nicht orthogonal.

d.h.

Das letzte Beispiel lédsst sich leicht so verdndern, dass das charakteristische Polynom eine
doppelte Nullstelle hat. Fiir

()

ist A;/o = 1 doppelte Nullstelle das charakteristischen Polynoms. Auflerdem ist jeder Vektor

1
961/2:15(0)

Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems

(0 5)=(0)

Zwei voneinander verschiedene Vektoren z; und zo wiren also parallel. Der zu der doppelten
Nullstelle A;/5 des charakteristischen Polynoms gehérende Eigenraum FEy/; ist eine Gerade
im R?. In diesem Fall stimmt die Dimension des Eigenraums F; /2 nicht mit der Vielfachheit
des Eigenvektors \;, {iberein. Es gilt 1g (A — Ay o) = 1.

(v) Fiir

()
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sind die Eigenwerte komplexe Zahlen. Wir erhalten aus der charakteristischen Gleichung

1—A 2
det( 9 1_)\> = 0

(1-2)*+4 = 0
N —2\+5 = 0
Aijg = 1£V1-5.

Folglich sind
AL =14 2i, Ao =1-—2i.

die Eigenwerte von A. Die Koeffizienten der dazugehorigen Eigenvektoren sind komplewertig.

Aus den Beispielen (iii) und (iv) ist ersichtlich, dass fiir obere und untere Dreiecksmatrizen A = (a;1)
die Eigenwerte )\; identisch mit den Diagonalelementen a;; sind,

)\i:a“‘, ZZl,...,n.

Das gilt natiirlich auch fiir Diagonalmatrizen, da jede Diagonalmatrix gleichzeitig obere und untere
Dreiecksmatrix ist.

Am Ende dieses Abschnittes soll noch ein einfacher Satz iiber die Eigenwerte von Matrizen formu-
liert werden. Dafiir wird zunéchst die Spur einer quadratischen Matrix eingefiihrt:

Definition. Die Spurtr A einer (n,n)-Matrix A = (a;) ist die Summe ihrer Hauptdiagonalelemente,

n
trA = Z Ajj.
i=1

Die Bezeichnung tr ist von dem englischen Begriff ,trace® fiir ,,Spur“abgeleitet.

Satz. Es sei A eine (n,n)-Matrix mit den Eigenwerten Ai,...,\,, dann gelten fiir die Spur tr A
bzw. die Determinante det A die Beziehungen

tI‘AZi)\Z‘, detA:ﬁ)\i.
=1 =1

Daraus folgt unter anderem, dass eine reguldre Matrix nur von Null verschiedene Eigenwerte hat.
Aulerdem konnen die beiden Gleichungen leicht zur Uberpriifung der Ergebnissen von Eigenwert-
berechnungen verwendet werden.

Beispiele

(i) Wir betrachten noch einmal das Beispiel von Seite 6. Die Determinante der Matrix

A= 0 1 0
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mit den Eigenwerten A\; = —2, A\a = 1 und A3 = —1 errechnet sich aus
detA:)\l')\Q')\:g:(—2)'1-(—1):2.

(ii) Gegen seien die Spur tr A = 0 und die Determinante det A = —1 einer (2,2)-Matrix. IThre
Eigenwerte A1 und A5 sind folglich Losungen der Gleichungen

AL+ X =0, Al A= —1.
Daraus folgt Ay =1 und Ay = —1.

1.3 Lineare Abbildungen

Ahnlich wie lineare, reelle Funktionen des Typs f(z) = ax + b als Abbildungen F : R +— R der
Menge der reellen Zahlen R in die Menge der reellen Zahlen aufgefasst werden konnen, identifizieren

wir in diesem Abschnitt eine quadratische (n,n)-Matrix A = (a;;) mit der durch sie vermittelten
linearen Abbildung p(z) = Az, d.h.

v :R" — R".

Einer linearen Abbildung ¢ wird meist die Basis aus den Einheitsvektoren ey, ..., e, zugrunde
gelegt.

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass A eine symmetrische (n,n)-Matrix mit paarweise
verschiedenen Eigenwerten A1, ..., \, ist. Dann entspricht der Abbildung ¢ eine Abbildung

Y : R — R"?

mit ¢ (y) = Ay, wobei A eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten der Matrix A in der Hauptdia-
gonalen ist,

A0 0
A= 0 Ai 0
0 0 A
Das System der normierten Eigenvektoren z1,...,x, von A bildet eine Basis der Abbildung 1.

(Da wir vorausgesetzt haben, dass A symmetrisch ist, bildet das Eigenvektorsystem sorgar eine
Orthonormalbasis, d.h. die Basisvektorn sind orthogonal und ihre Linge ist Eins.)

Die Tatsache, dass ¢ eine lineare Abbildung beziiglich der neuen Basis x1, ..., z, ist, folgt unmit-
telbar aus Gleichung (1.1). Sei y ein beliebiger Vektor, y € R™. Dann gilt fiir alle t = 1,...,n

A.%'Z' = )\iwi
(Ax)) = N\l
A = Nzl
A = N\, da A symmetrisch ist

Ay = N\ajy.
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(Dabei entspricht das Skalarprodukt z}y der i-ten Koordinate im neuen Koordnatensystem; |z y|
ist die Lénge der orthogonalen Projektion von y auf z;.)

Sei nun C' die Matrix, deren Spaltenvektorn die (normierten) Eigenvektoren von A sind, dann lasst
sich die letzte Gleichung in der Form

C'Ay = AC'y
Cloly) = ¥(C'y)
schreiben. Das bedeutet, es ist egal, ob wir die Abbildung ¢(y) eines Vektors y beziiglich der Basis

von 1) betrachten ober ob der Vektor y bziiglich des neuen Koordinatensystems mit ¢ abgebildet
wird, siehe auch Abbildung 1.1.

€ 2 C'Ay/ ST

€1

Abbildung 1.1: Darstellung von y und Ay, links: im kartesischen Koordinatensystem, d. h. bziiglich
der Basis ey, ..., e, und rechts: im Koordinatensystem beziiglich der Basis x1, ..., x,.

Bedeutung. Wird im Zusammenhang mit einer Anwendung stets die gleiche Abbildung ¢ verwendet,
dann erscheint es zweckméfig, das Koordinatensystem zu wechseln und statt ¢ die einfachere
Abbildung v anzuwenden.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal das Beispiel (ii) von Seite 9,

A:(_jﬁ _*{E> M=T d=-1, x1:%<\_/§> xzz%(\%)

wobei hier die Eigenvektoren x; und x2 als normierte Vektoren angegeben sind. Wir wihlen
willkiirlich einen Vektor y, z. B.

(1)

Dann gilt

w(y)=Ay=<f:g>-

Jetzt driicken wir das Ergebnis dieser Abbildung in den Koordinaten des neuen Koordinatensystems
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aus,

cot —cay-5 (L),

Nun gehen wir den umgekehrten Weg. Wir driicken zuerst y in den neuen Koordinaten aus,

v (154)

und wenden anschliefend die Abbildung ¢ an,

w(C’y):%<_7f:/17—2>-

Die Ergebnisse fiir C'¢(y) und ¢(C"y) sind also identisch.

1.4 Orthogonale Matrizen

Wir betrachten im folgenden spezielle Matrizen, d. h. spezielle lineare Abbildungen.

Definition. Eine (n,n)-Matrix A heifit orthogonal, wenn fiir alle z,y € R™ gilt

(Az)' Ay = 2'y. (1.4)

Bemerkungen

(i) Aus Gleichung (1.4) folgt fiir z = y damit unmittelbar

|Az| = /(Az) (Az) = V2l AT Az = Va'z = |z|.

Das bedeutet, die zu einer orthogonalen Matrix A gehorige lineare Abbildung x — Ax l&sst
die Lange |z| = Vz'z eines Vektors = unveréndert.

(ii) Wegen

_ (Ax)(Ay)  A'Ay 2y

L(Ax, Ay) = - -
cos Z(Ax, Ay) |Az| - [Ay| — Ja| -yl |2l y]

= cos £(z,y)

andern sich auch die Winkel zwischen zwei Vektoren bei einer linearen Abbildung nicht, wenn
A orthogonal ist.

iii) Verwenden wir statt  und y die Einheitsvektoren e; und e;, fiir die die i-te bzw. j-te Kom-
J
ponente gleich Eins sind; alle anderen Komponenten sind gleich Null. Dann gilt

aip o+ QAln a14

an1 e Ann, (0771
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Damit erhalten wir aus Gleichung (1.4)

(Aei)/(Aej) = e{ej

1Al o
e;A'Ae; = eje;
aiy -t Gpl aip - Qip
_ /
e ej = €€
Ain ... QAapn anl .. Qpp
ayj . .
. 1 falls i = j
(@) |5 )= 0 fallsi £
Qnj

Das bedeutet, die Spaltenvektoren von A sind orthogonal zueinander und haben die Lénge 1.
Ein solches System von Spaltenvektoren heifit Orthonormalsystem.

(iv) Wegen det A = det A’ gilt fiir orthogonale Matrizen
(det A)? = (det A')(det A) = det(A’A) = det I = 1.

Damit ist det A # 0, und es existiert auch stets die zu A inverse Matrix A~!. Daraus folgt

AA = T
AA- AL = 1471
A = At
A-A = A.A7T
AA = I

Folglich bilden auch die Zeilenvektoren einer orthogonalen Matrix ein Orthonormalsystem.

Die letzten beiden Bemerkungen fassen wir wegen ihrer Bedeutung in einem Satz zusammen:

Satz. Die Systeme der Spalten- bzw. Zeilenvektoren einer quadratischen Matrix bilden genau dann
Orthonormalsysteme, wenn A orthogonal ist. Fiir orthogonale Matrizen gelten die Gleichungen

AA=1, AA =1, A=A

Beispiele

(i) Die Matrix

11
()
V2 V2

ist orthogonal, denn das System der Spaltenvektoren bildet ein Orthonormalsystem,

1\ 1 1\ / L 1\ / L
V2 V2 V2 V2 V2 V2
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Da A auflerdem symmetrisch ist, bildet auch das System der Zeilenvektoren ein Orthogonal-

system.

(ii) Die Drehmatrix

cosy sinep
A, = 2
ks < —sinp cosgo)’ v €[0,2m)

bewirkt fiir einen gegebenen Drehwinkel ¢ weder eine Lingeninderung noch die Anderung
des Winkels zwischen zwei Vektoren. Die Matrix A, ist folglich orthogonal (fiir jedes ¢). Das

kann natiirlich leicht iiberpriift werden, indem man zeigt, dass die Spaltenvektoren von A, ein
s

Orthonormalsystem bilden. Ubrigens ist die Matrix A, fiir o = 7 identisch mit der Matrix
A aus Beispiel (i).

(iii) Die Matrizen

-1 0 1 0 -1 0
0 1)’ 0 -1 )’ 0 —1
sind orthogonale Matrizen. Sie bewirken Spiegelungen an der y-Achse, an der x-Achse bzw.
am Koordinatenursprung.

1.5 Transformation einer Matrix auf Diagonalgestalt

In diesem Abschnitt wird folgendes Problem behandelt: Gibt es zu einer quadratischen Matrix
A eine Matrix C' mit der Eigenschaft, dass die Matrix C~'AC Diagonalgestalt hat. Einen ersten
Hinweis zur Losung des Problems liefert die folgende Aussage:

Satz. Sei A eine regulére (n, n)-Matrix mit den Eigenwerten Ay, ..., A,,. Wenn es zu den Eigenwerten
von A ein System von n unabhéngigen Eigenvektorn gibt, dann gilt

M O oo o0
cltac=|o -« N - 0 |, (1.5)
o .- ... 0 M\,

wobei C' die Matrix der normierten Eigenvektoren von A ist.

Die Transformation C~'AC heit Hauptachsentransformation von A.

Fiir welche Matrizen ist die Voraussetzung des Satzes erfiillt? Aus Abschnitt 1.1 wissen wir, dass das
eingangs beschriebene Problem ldsbar ist, wenn A symmetrisch und alle Eigenwerte voneinander
verschieden sind. Aber auch dann, wenn die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix nicht alle
voneinander verschieden sind, ldsst sich eine Matrix C finden, so dass (1.5) gilt. Die Matrix C' lésst
sich in diesem Fall sogar so wihlen, dass sie orthogonal ist, d.h. C~! = C’.
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Satz. Wenn die Matrix A symmetrisch ist, dann gibt es zu A eine orthogonale Matrix C, so dass
die Gleichung (1.5) erfiillt ist, d. h.

M 0O o oo 0
c’Aac=10 - N - 0 |. (1.6)
0 0 A

Beispiele

(i) Die symmetrische Matrix

(1)

hat die Eigenwerte Ay = 1 und Ay = 3. Dazu gehorige Eigenvektoren sind

ae(1) mame (1),

Nach einer Normierung der Eigenvektoren erhilt man daraus die Matrix

-5(11)

Es gilt
cae = (1) () [Ela )]
=505 3)(a1)=35(65)

I
I/ N
O = 7/ N

(ii) Die Matrix

ist singulér. Mindestens einer der Eigenwerte ist gleich Null. Die Eigenwertgleichung
(1-X*>=1=0

hat die Losungen A1 = 0 und A2 = 2. Die dazu gehorenden normierten Eigenvektoren sind

a-5(1) -h()
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Mit
1 1 1
=751 )
erhalten wir erwartungsgeméfl

, o (00
cac=(9 ).

Noch ein etwas komplizierteres Beispiel, in dem die verschiedenen Facetten des Problems
besser zum Ausdruck kommen. Gegeben sei die Matrix

5 —2 2
A=| -2 2 -1
2 -1 2

Ihre Eigenwertgleichung

[(5-=NC N2 +4+4] —[42-N)+42-N)+5-))] =
Mo\ 41N -7 =

hat die Losungen Ay = 1 und A3 = 7. Zum doppelten Eigenwert A;/, = 1 erhilt man aus
dem homogenen linearen Gleichungssystem

4 =2 2 0
-2 1 -1 Jz=1{ 0
2 -1 1 0

z. B. die beiden Eigenvektoren

0 1
Ir = 1 s To = 0
1 -2

Mit A3 = 7 lasst sich aus

-2 =2 2 0
-2 -5 -1 T = 0
2 -1 -5 0
der Vektor
2
xr3 = -1
1

bestimmen. Da die Matrix A symmetrisch ist, miissen die beiden Vektoren x; und x5 ortho-
gonal zu z3 sein, da der Eigenraum zu Ay, orthogonal zum Eigenraum von Aj ist. Jedoch
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sind die beiden Vektoren x; und x5 nicht zueinander orthogonal, x{ze = —2. Wir ersetzen
daher z9 durch einen Vektor, der sowohl zu x; als auch zu z3 orthogonal ist,

0 2 2
T9 =1 X I3 = 1 X -1 = 2
1 1 -2

Nun sind die drei Vektoren zi, x9, 3 paarweise orthogonal (d. h. sie bilden ein Orthogonal-
system). Normierung liefert schlielich die orthogonale Transformationsmatrix

1 0 V2 2
C=—+v3 V2 -1],
e\ 3 _va 1

von der wir wissen, dass durch C’ AC eine Hauptachsentransformation von A erfolgt.

1.6 Anwendungen

Fiir die Eigenwerttheorie gibt es eine Vielzahl von Anwendungen, von denen hier nur drei betrachtet
werden, fiir deren Behandlung nur wenige neue Begriffe zusétzlichg eingefiihrt werden miissen.

1.6.1 Quadratische Formen

Wir betrachten zuniichst die Gleichung einer Ellipse im R? mit den Léngen a und b der Halbachsen,
~+ <. (L.7)

Eine Ellipse E ist also die Menge der Punkte des R?, die diese Ungleichung erfiillen,

2 2

T 5 Y
FE = R : —4+Z==<15.
{<y>€ a2+62‘}

Diese Ellipse ist im Koordinatenursprung zentriert; die Halbachse mit der Lange a ist in x-Richtung
ausgerichtet und die Halbachse mit der Lénge b in y-Richung, siche Abbildung

Die linke Seite der Ungleichung (1.7) kann unter Zuhilfenahme der Matrixschreibweise in der Form

(w20

geschrieben werden. Eine Darstellung dieser Art wird quadratische Form genannt. Im folgenden
soll der allgemeine Fall einer quadratischen Form betrachtet werden.

Definition. Sei A eine symmetrische (n,n)-Matrix, dann heifit der Ausdruck

' Az, x €R"”

quadratische Form.
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Abbildung 1.2: Eine Ellipse mit den Halbachsenléngen a und b.

In Anwendungen sind solche quadratischen Formen besonders interessant, fiir die die Matrix A nur
positive Eigenwerte hat.

Definition. Eine symmetrische Matrix A heifit positiv definit, wenn alle ihre Eigenwerte grofler als
Null sind, und A heifit positiv semidefinit, wenn die Eigenwerte nicht negativ sind.

Jede positiv definite Matrix ist also zugleich auch positiv semidefinit.

Damit lassen sich n-dimensionale Ellipsen einfiihren — so genannte Ellipsoide.

Definition. Sei A eine positiv semidefinite (n,n)-Matrix mit den Eigenwerten Aq,...,\, und den
Eigenvektoren z1,...,z,. Die Menge

E={zeR": 2 Az <1}

heifit Ellipsoid mit den Halbachsenldngen

1 ..
ai:{m fir \; >0

0 fiir )\Z:O ’

wobei die Richtungen der Halbachsen den Richtungen der Eigenvektoren z; entsprechen.

Bemerkungen

(i) Klar, eine positiv definite Matrix ist auch positiv semidefinit.
(ii) Eine positiv definite (n,n)-Matrix A ist reguldr, d.h. rg A = n, det A > 0.

(iii) Fiir jede positiv semidefinite (n,n)-Matrix A gibt es eine (m,n)-Matrix B, so dass A = B'B
gilt. Wenn der Rang von B griéfler oder gleich n ist, rg B > n, dann ist rg A = n.

(iv) Das n-dimensionale Volumen V' (E) eines Ellipsoids mit den Eigenwerten A1, ..., \, errechnet
sich aus

/2 ﬂ 1 B m 1
T(1+3):tvAh  T(1+3) VdetA
wobei I' die Eulersche Gamma-Funktion bezeichnet. Im 2D-Fall erhélt man fiir die Ellipsen-
fliche A(E) = m/+/A1 A2, und fiir 3D-Ellipsoide gilt

dr 1
3 VA1A2ds

V(E) =

V(E) =
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Beispiel. Die im Beispiel (i) auf Seite 17 betrachtete Matrix

(1)

hat die positiven Eigenwerte A\; = 3 und Ay = 1; A ist folglich positiv definit, und die Ungleichung

21
x<12 r <1

beschreibt eine Ellipse. Die Lingen der Hauptachsen betragen 1/ v/3 und 1. Somit hat die Ellipse
eine Fliche von A(E) = m//3.

Die Richtung der Hauptachsen sind durch die zu A; und Ao gehoérenden Eigenvektoren

NEE

gegeben. Die Winkel ¢ und 9 zwischen der x-Achse den Eigenvektoren berechnen sich aus

1
ay = arccos Z(x1,e1), aig = arccos Z(x2,e1) mit e} = < 0 > .

Wir erhalten a; = 37 /4 fiir die kleine und ay = 7/4 fiir die groie Halbachse.

1.6.2 Die Hauptkomponente in Daten

Wir gehen in diesem Abschnitt der Einfachheit halber davon aus, dass nur zwei Merkmale X4
und Xo (z.B. zwei physikalische, biologische, soziologische, ...Kennwerte) untersucht werden.
T11,...,T1n DZW. Taq,...,To, seien die Messwerte von X; bzw. Xo. Ihre Zentrierungen x1; — 1
bzw. x9; — Ty werden zu einer Matrix A zusammengefasst,

Tl —T1 X12 — T2

A= ,
Tpl — X1 Tp2 — T2
wobei
n n
_ 1 B 1
T=— E T51, To = — E T2
n 4 n <
i=1 i=1

die Mittelwerte der x;1 bzw. x;9 bezeichnen.
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Es gilt

i (za — 11)° i (zi1 — 1) (wi2 — Z2)
AA = L, =1 =1
Yo (i — Z1) (w2 — T2) > (i — Ta)?

i=1 i=1

Der Eigenvektor zum gréften Eigenwert von A’A heiit Hauptkomponente der (zentrierten) Daten

A.

Bemerkungen

(i) Diese Form der Hauptkomponentenanalyse lédsst sich leicht auf Daten A von mehr als zwei
Merkmalen iibertragen. An Stelle einer Hauptkomponenten werden dann, mehrere Hauptkom-
ponenten bestimmt, die den Eigenvektoren von A’A zu den gréfiten Eigenwerten bestimmt
werden.

(ii) Neben der Zentrierung der Daten ist héufig noch eine Normierung mit der Standardabwei-
chungen zweckméBig. Sei

n

1 _ , I
Sj = n—1 Z(.%’Z] — .%'j)Q mit x]‘ = E inj
=1

i=1

die Standardabweichung im Merkmal X;, dann werden die zum Merkmal X; gehtrenden
Daten mit Hilfe von

Tij — Tj .
gij: J ], z:l,...,n
Sj

normiert. Das ist vor allem dann sinnvoll, wenn sich die zu untersuchenden Merkmale in ihren
Standardabweichungen stark unterscheiden.

Beispiel. Die Daten 1,2, 3,4 eines Merkmals X; und die Daten 2, 3, 3,4 eines Merkmals X5 haben
die Mittelwerte z; = % bzw. To = 3 Es gilt

b 14 21 2 3
AA_<2138 4 29
- 14 21\ ([ 9 18
- 21 38 18 36
_ 5 3
- 3 2
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Die Eigenwerte von A’A errechnen sich aus

det(A'A — AT) = det<5_)\ 3 )

3 2—A
= 5-M)2-))-9
= M -7T\+1=0

7 49
)\1/2 — 5:& Z—].

Von Interesse ist lediglich der grofite Eigenwert Ay = 6,654. Der dazu gehorige Eigenvektor z1 =
< Z ) ist Losung der Gleichung

5—X\1 3 =0
3 2-x )7
Wir erhalten den Eigenvektor
1 1,616 \ _ [ 0,850
"7 1,902 1 ~\ 0,526

mit der Richtung ¢1 = arctan iy = 31,8°, siehe Abbildung 1.3. Der Vektor z; ist die Hauptkompo-
nente der Daten.

xy

X1

Abbildung 1.3: Die Richtung des Eigenvektors x1 zum grofiten Eigenwert A; der Matrix A’A ist
gleich der Richtung einer (gedachten) Ausgleichsgeraden durch die Datenpunkte.

1.6.3 Die Hauptrichtung von Objekten

Wir betrachten das Problem zur Vereinfachung der Darstellung nur fiir diskretisierte Teilmengen
(Objekte) des R?. Sei also X eine beschriinkte Teilmenge des R?. In der Bildanalyse wird von einem
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Bild der Menge X auf einem 2D-Gitter L2 = ¢Z? ausgegangen, wobei wie bisher Z die Menge der
ganzen Zahlen bezeichnet und ¢ der Gitterabstand ist, ¢ > 0. Mit dem Durchschnitt

X NL?

wird hdufig der Bildvordergrund bezeichnet, siche Abbildung 1.4.

Fasst man die (zentrierten) Koordinaten der zu einem Objekt gehorenden Pixel zu einer Matrix
A zusammen, dann kann die Hauptrichtung des Objekts als Richtung des Eigenvektors x; zum
grofiten Eigenwert \; der Matrix A’ A bestimmt werden.

Abbildung 1.4: Ein diskretes Objekt X auf einem Gitter.

Beispiel. Die Matrix A der zentrierten Pixelkoordinaten des Objekte in Abbildung 1.4 ist

1
-1 1
1
-1 0
2
A= R
2
1
Lo

Die Rechnung lduft wie folgt:

— 1 -1
wa = ()

det(A/A—X) = (1-XN)(2-))—1

= M -3\+1=0
3 9
Mp = —44/>-1
1/2 92 4

Der grofite Eigenwert ist also Ay = 3*—2‘/5 Der dazu gehorige Eigenvektor x; ist Lésung des homo-
genen linearen Gleichungssystems

1 55 =10 )
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Daraus folgt unmittelbar

1
Tr1 = _1_’_\/5 .
2

Die Richtung von x; und damit die Hauptrichtung des Objekts ist

1+v5
2

1 = arctan (— ) + 27 =301, 7°.

25
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Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme 11

In diesem Abschnitt werden Faktorisierungen der Koeffizientenmatrix von linearen Gleichungs-
systemen behandelt, d.h. Darstellungen der Koeffizientenmatrix als Produkt von Matrizen. Sol-
che Faktorisierungen sind fiir die Losung von linearen Gleichungssystemen niitzlich und daher die
Grundlage fiir ihre numerische Behandlung.

Wir wollen hier zunéchst an das Gau3-Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme ankniipfen
und die LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix einfiithren. Es zeigt sich sehr schnell, dass die LU-
Zerlegung viele Unzulénglichkeiten hat, die z. B. durch Pivotisierung behoben werden kénnen. Den-
noch ist die LU-Zerlegung mit Pivotisierung an quadratische Koeffizientenmatrizen gebunden.

Um auch iiber- und unterbestimmte lineare Gleichungssysteme behandeln zu kénnen, wird die Sin-
gulidrwertzerlegung (SVD) fiir allgemeine Rechteckmatrizen eingefiihrt. Die Losung eines linearen
Gleichungssystems auf der Grundlage der SVD ist sicher das Verfahren, das in den meisten Fillen
zum Erfolg fithren wird. Es liefert dariiber hinaus prézise Aussagen zur Losbarkeit des Gleichungs-
systems und zur Kondition der Koeffizientenmatrix sowie eine Beschreibung der Lisungsmenge.

Es gibt weitere Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme, die auf Faktorisierungen der
Koeffizientenmatrix basieren, z. B. das Cholesky-Verfahren, die im Rahmen der Vorlesung nicht
behandelt werden kénnen. Diese Verfahren bieten in wichtigen Spezialfdllen Vorteile gegeniiber der
SVD. Diesbeziiglich wird auf die Numerikvorlesung bzw. auf einschlégige Literatur iiber numerische
Mathematik verwiesen.

2.1 Die elementare Gauf3-Elimination

Wir wiederholen zur Einfithrung zunéchst das einfache Gaufl-Verfahren zur Losung eines linea-
ren Gleichungssystems Ax = b. Bei der Anwendung des Gauf3-Verfahrens soll aus Griinden der
Systematik zunéchst auf die Vertauschung von Zeilen verzichtet werden (elementare oder naive
Gauf-Eliminiation).

27
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Beispiele

(i) Das lineare Gleichungssystem

10 =7 0 7
-3 2 6 |J|z=| 4
5 —-1 5 6

kann mit dem elementaren GauB-Verfahren gelost werden. Durch die Vorwértssubstitution
erhilt die Koeffizientenmatrix eine Dreicksform,

10 -7 0] 7
-3 2 6|4 (T +0,31)
5 -1 5| 6 (I +0,51)

0 -70] 7
— 0 -0,1 6| 6,1
0 25 5| 2,5 (I11 — 2511)
0 -7 0 7
— 0 -0,1 6] 6,1
0 0 155 | 155

Dabei werden die Multiplikatoren mo; = 0, 3, m31 = 0,5 und mg3s = 25 verwendet. Riickwérts-
systitution liefert nacheinander die Komponenten x3 = 1, xo = —1 und z; = 0 des Losungs-
vektors x, d. h.

(ii) Das in Beispiel (i) betrachtete lineare Gleichungssystem wird nun geringfiigig modifiziert, um
die Effekte von Rundungsfehlern zu demonstrieren,

0 -7 0 7
-3 2,099 6 |x=1] 3,901
5 -1 5 6
Vorwértssubstitution mit den Multiplikatoren mso; = 0,3, mg; = 0,5 und mgy = —2500
liefert
10 -7 0 7
0 -0.001 6 6,001

0 0 15005 | 15002,5 + 2,5
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Die Riickwirtssubstitution liefert die gleiche (exakte) Losung = wie in (i). Verwendet man
bei der Rechnung jedoch nur 5 Dezimalstellen, dann liefert die Riickwértssubstitution

1500525 = 15003+ 2,5 = 15006
15006
= 20 0001
3 15006 000
—0,00125 +6-1,0001 = 6,001
—_———
6,000 6
—0,00lz = 0,0004
0.0004
2 —o.001 =

1021 —7-(=0,4) = 7
101 +2,8 = 7

r1T = 0,42
Die Lésung
0,42
T = -0,4
1,0001

weicht also als Folge von Rundungsfehlern erheblich von der exakten Lésung x ab.

Mit Hilfe der eingefithrten Multiplikatoren m;; kann das Gauf3-Verfahren algorithmisch in der fol-
genden Form notiert werden:

Vorwdartssubstitution.

firk=1,...,n—1

Mgy = —Qik
Qij = Q5+ Mk Qik, j=k+1,...,n , i=k+1,...,n.
bz‘ = bi + aikbk

Riickwdrtssubstitution.

Tpn = bb/ann
1 - .
X; = — bl_ a”x] s z:n—l,n—2,...,1.
Lo Z
K j=i+1
Bemerkungen

(i) Die elementare GauB-Elimination setzt voraus, dass in jedem Schritt der Vorwértssubstitution
(also fiir jedes k) das Diagonalelement verschieden von Null ist, a;; # 0. Andernfalls muss der
Algorithmus im i-ten Schritt abgebrochen werden.

(ii) Fiur singulire Koeffizientenmatrizen A gibt es stets einen Index k, so dass a;; = 0 ist.
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(iii) Leider kann a;; = 0 auch fiir regulire Matrizen erhalten werden. Der Algorithmus wird
abgebrochen, obwohl das lineare Gleichungssystem eine eindeutig bestimmte L6sung hat.

(iv) Auch dann, wenn a;; # 0 fiir alle ¢, kann die mit der elementaren Gauf-Elimination erhaltene
Losung des linearen Gleichungssystems wegen unkontrollierter Fehlerfortpflanzung stark von
der exakten Losung abweichen.

2.2 Die LU-Zerlegung einer quadratischen Matrix

Wir fithren in diesem Abschnitt eine Faktorisierung der Koeffizientenmatrix A des linearen Glei-
chungssystems Ax = b ein, die der elementaren Gauf-Elimination entspricht. Diese Faktorisierung,
d.h. die Zerlegung von A in ein Produkt aus einer unteren (lower) Dreiecksmatrix L und eine obere
(upper) Dreiecksmatrix U wird LU-Zerlegung (LU decpomposition) genannt.

Wir betachten zunéchst zur Einfiithrung der Matrixschreibweise der elementaren Gauf3-Elimination
wieder den 3D-Fall mit der Koeffizientenmatrix

aip aiz a3
A= a1 a2 23

a31 asz2 as3

Da sich die Matrix A im Verlauf der Gauf-Elimination #ndert, fiihren wir einen oberen Index
ein, der den Eliminationschritten der Vorwértssubstitution entspricht. Wir schreiben daher fiir die
Ausgangsmatrix A = A und {ibertragen diese Indexierung dann auch auf die durch den Elimina-
tionsschritte gednderten Koeffizienten

Der erste Eliminationsschritt entspricht einer Multiplikation der Matrix A mit der Matrix

1 00
Mgl = mi2 1 0 s wobei mo1 = —a21/a11.
0 01

Damit erhalten wir

a a2 a13
My A = 0 aze +moraiz asz +marais
asy a32 ass

Das Resultat der Multiplikation setzen wir gleich A!, d.h. MjsA = A', und wir schreiben zur
Abkiirzung

aj; a1z @13

1_ 1
A = 0 a3 ajs
azr asz as3

Analog erhalten wir fiir

1 00
M31 = 0 1 0 mit ms1 = —a31/a11
01



2.2. DIE LU-ZERLEGUNG EINER QUADRATISCHEN MATRIX 31

im néachsten Eliminationsschritt

an a2 a3 ail a2 a3
1_ 1 1 . 11 42
M3 A™ = 0 agy ass3 = 0 0’32 a%?a =A%
0 a3z +mzia12 azz +maziais 0 a3y a3

Der dritte Eliminationsschritt mit

1 00
Msy = 0 1 0 und may = —a§1/a52
0 1

vervollsténdigt die Transformation von A auf Dreiecksgestalt, d.h., wir erhalten die obere Drei-
ecksmatrix U durch

ai;p a2 a13 ailp a2 ais

M3y A? = 0 ad ab = 0 ad, al =U.
3 22 23 22 %3
0 0 ass+ ms2as 0 0 azs

Die drei Transformationen koénnen zusammenfassend in der Form
Mas M3 My A =U
geschrieben werden. Daraus erhilt man die Darstellung

A = (MogMz Moyy)'U
= M,y' My Mu'U.

Man kann zeigen, dass

1 00 1 00 1 0 0
My'=1| -mg 1 0 |, Myt = 0o 10|, Mypt=(0 1 o0
0 0 1 —masq 0 1 0 —msi1 1
und
1 0 0
My'Mg*Mpt = —mar 1 0 |,

—mg3; —mg 1

d.h., die letzte Matrix ist eine untere Dreiecksmatrix, die in der Literatur mit L bezeichnet wird,
L= MilMgllMg;. Thre Koeflizienten entsprechen bis auf das Vorzeichen den Multiplikatoren, die
bei der Gauf3-Elimination erhalten werden.

Die GauB-Elimination fithrt im 3D-Fall also zu einer Zerlegung der Koeffizientenmatrix A des li-
nearen Gleichungssystems Ax = b in eine untere und eine obere Dreiecksmatrix, A = LU. Diese
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Aussage gilt unter bestimmten Bedingungen fiir beliebige (n,n)-Matrizen:

Satz. Sei A eine regulire (n,n)-Matrix und sind alle Diaginalelemente a};, die im Verlaufe der

elementaren Gauf-Elimination erhalten werden, verschieden von Null, dann gibt es eine untere
Dreiecksmatrix L, deren Diagonalelemente gleich Eins sind, und eine obere Dreiecksmatrix U, so
dass

A=LU (LU-Zerlegung von A). (2.1)

Falls eine LU-Zerlegung von A existiert, ist sie eindeutig.

Bemerkungen

(i) Der Algorithmus fiir die LU-Zerlegung einer quadratischen Matrix entspricht im wesentlichen
der elementaren Gauf-Elimination.

(ii) Die LU-Zerlegung einer quadratischen Matrix A wird durch entsprechende Software realisiert,
wobei in der Regel aus Speicherplatzgriinden die Koeffizienten der Matrizen L und U auf den
Koffizienten von A zuriick gegeben werden. Genauer: die Koeffizienten von A unterhalb der
Hauptdiagonalen werden durch die negativen Multiplikatoren —my; iiberschrieben (i > j),
und die von Null verschiedenen Koeffizienten w;; von U werden auf den a;; zuriick gegeben,
CLZ‘j = uij fir ¢ S ]

(iii) Falls wihrend der Ausfithrung der LU-Zerlegung ein Diagonalelement a; = 0 auftritt, muss
der Algorithmus abgebrochen werden. Die Fehlermeldung, d.h. der Grund fiir den Abbruch,
kann nicht spezifiziert werden. (Der Grund fiir den Abbruch kénnte die Singularitdt von A
sein, aber nicht in jedem Fall.)

(iv) Die LU-Zerlegung der Matrix A ist von besonderem Vorteil, wenn Lésungen z fiir mehrere
rechte Seiten b des linearen Gleichungssystems Ax = b bestimmt werden miissen.

L&ésung eines linearen Gleichungssystems bei gegebener LU-Zerlegung

Gegeben sei die LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems Ax = b.
Dann gilt

™~
-
8
I

b, Substitution: Uz =y

Daraus folgt unmittelbar, dass bei gegebener LU-Zerlegung ein lineares Gleichungssystem durch
folgende Schritte gelost werden kann:
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1. Vorwdrtssubstitution. Der Vektor y wird als Losung der Gleichung
Ly=5b

berechnet.

2. Riickwirtssubstitution. Die Losung x des linearen Gleichungssystems wird aus
Ur=y

erhalten.

Beispiele

(i) Fiir die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssystems

1 -1 3 1
2 -4 7 |z= 1
-1 -5 3 1

sei die LU-Zerlegung gegeben,
1 00 0

A= 210 )-10 =2
-1 3 1 0

Zu berechnen ist x.

1. Vorwdirtssubstitution. Fiir die Komponenten des Vektors y folgt unmittelbar

=1,
2+y2:17 3/2:—1,
—1-3+y =1, ys = 5.
2. Riickwdrtssubstitution. Aus den berechneten Werten fiir die Komponenten von y erhélt
man
5
31.3 = 57 T3 = §7
5 8 4
—2.’E2+§ :—]., —2IE2:—§, $2:§,
1 +5=1 8
x1— = = x1=—=.
1= 3 ) 1 3
Der Vektor
-8
1
=z 4
5

ist also Losung des linearen Gleichungssystems Az = b.
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(ii) Zu berechnen ist die Inverse A~! der Matrix

()

bei gegebener LU-Zerlegung

1 0 -2 1
=(an)()
Fiir A=! gilt AA=! = I, d.h., die erste Spalte von A~! ist Losung des linearen Gleichungssy-

1

stems Az = ( 0 ) Mit Hilfe der LU-Zerlegung von A erhilt man zunéichst durch Vorwérts-

substitution den Vektor y aus

10 1 1
(a1)r=(o) o o=():
Die Riickwartssubstitution liefert x aus
-2 1 1 0
( ° 1>x_<1>, d.h. x_<1>.

Analog erhilt man den zweiten Spaltenvektor von A~! als Losung des linearen Gleichungs-

systems Ax = < (1) >,
10 _
11 )Y =
-2 1
01

Damit ist

4 (0
=]

Schliellich soll noch darauf hingewiesen werden, dass sich auch die Determinante von A leicht aus
einer gegebenen LU-Zerlegung bestimmen lésst. Es gilt

— N
N—

det A =det(LU) =det L -detU =1-detU.

Dieses Ergebnis soll noch als Satz formuliert werden.

Satz. Sei A eine reguldre (n,n)-Matrix und existiere eine LU-Zerlegung von A, dann gilt fiir die
Determinante von A

det A=detU = Hu“
i=1




2.3. DAS GAUSS-JORDAN-VERFAHREN

Beispiele

(i) Aus der LU-Zerlegung

=(50) () 0)

kann die Determinante von A direkt abgelesen werden, det A = —2.
(i) Aus
1 -1 3 1 00 1 -1 3
A= 2 —4 7 | = 2 10 0 -2 1
-1 -5 3 -1 3 1 0 0 3

folgt unmittelbar det A = —6.

2.3 Das Gaufl-Jordan-Verfahren

35

In der elementaren GauB-Elimination wurde die Moglichkeit der Vertauschung von Zeilen in einem
linearen Gleichungssystem nicht genutzt. Der Vertauschung von Zeilen kann aber von Vorteil oder

sogar unverzichtbar sein, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiele

(i) Wir machen noch einmal einen Riickgriff auf Beispiel (ii) von Seite 28, vertauschen jetzt
aber wahrend der Vorwéartssubstitution der Gauf-Elimination die 2. und 3. Zeile des linearen

Gleichungssystems.
-7 0 7 my =—-72=0,3, mg =-3=-05
-3 2,099 6 | 3,901 II+maop -1
5 -1 5 6 III + mgy - 1
10 -7 0 .
-3 2,099 6
6,001 .
0 —-0,001 6 05 Vertauschen der 2. und 3. Zeile
0 5 '
10 -7 0 7 mso = 0,0004
0 25| 5 2,5
0,001 0 6| 6,001 III + mgq - 11
10 -7 0 7
0 5 2.5
0 0 6,002 | 6,002
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In diesem Fall wird durch die Riickwértssubstitution unabhéngig von der Rundung (nach der
5. Dezimalstelle) die exakte Losung

erhalten.

In diesem Beispiel ist der Divisor der im Eliminationsverfahren verwendeten Multiplikatoren
durch Einrahmung markiert. Offensichtlich ist es also vorteilhaft, die Zeilen so zu vertauschen,
dass der Betrag des Divisors moglichst grof§ ist.

(ii) Zu losen ist das (sehr einfache) lineare Gleichungssystem

(1) (o)

Die elementare Gauf-Elimination bricht sofort ab, obwohl eine eindeutig bestimmte LGsung
existiert. Vertauscht man jedoch die beiden Zeilen, erhélt man aus

(o1)e= (V)

mit der Gauf-Elimination problemlos die Losung x = < _1 >

Beispiele dieser Art sind die Begriindung fiir die Anwendung des Gaufs-Jordan- Verfahrens, das
einer elementaren Gauf-Elimination mit Spaltenpivotisierung entspricht. Die Spaltenpivotisierung
(auch Spaltenpivotsuche genannt) wird in der elementaren Gauf-Elimination unmittelbar vor der
Ausfithrung des k-ten Schrittes in der Vorwértssubstitution auf Seite 29 eingefiigt.

Spaltenpivitisierung.

(i) Suche nach dem kleinsten Index ¢ mit
lag| > |axl, fir i=k,...,n.

Die Zahl ay;, heifit k-tes Pivotelement.

(ii) Vertauschen der k-tem mit der /-ten Zeile von A (wobei A bereits in vorangegangenen Schritten
modifiziert sein konnte).

(iii) Vertauschen von by mit by.

Dazu sollen noch zwei weiter Beispiele gerechnet werden.
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Beispiele

(iii) Die Losung des linearen Gleichungssystems

(23)=(1)

mit Spaltenpivotisierung liefert

' s 4'1 mglz—%

1 3 1 II 4+ mop -1
. - <‘ )

(iv) Zu losen ist das lineare Gleichungssystem

OME“
=R s W
NI = = =

l

N[ D=

1 2 3 1
31 2 |x= 0
2 1 1 1

Die Vorwirtssubstitution mit Spaltenpivotisierung liefert

1 2 3|1 1 2]0
3120 = 1 2 3|1 mm:—%
2 1 11 2 1 1] 1 mg = —2
3 1 210
5 7
0 5|1 Mg = — 42 = L
3 1 210
5 7
03 31
4| 4
00 —5153
0
Mit Riickwartssubstitution erhélt man x3 = —1, zo =2 und 1 =0, d.h. z = 2
-1

Bemerkungen

(i) Das GauB-Jordan-Verfahren liefert stets eine Lésung, wenn A regulér ist. Fiir singuléire Matrizen
ist ein definierter Abbruch méglich (Fehlerausschrift ,,Matrix singulér®).

(ii) Das GauB-Jordan-Verfahren ist numerisch stabiler als die elementare Gauf3-Elimination (bzw.
die LU-Zerlegung).
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2.4 Die LU-Zerlegung mit Pivotisierung

Die Bedeutung der Pivitisierung soll noch einmal an einem (besonders drastischen) Beispiel ver-
deutlicht werden.

Beispiele

(i) Dazu modifizieren wir die Koeffizientenmatrix von Beispiel (ii) auf Seite 36 geringfiigig,

(7 1) 3)

Die LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix ist

100°% 1\ /1 0Y) (1071 1
1 1) 10 1 0 1-10¢ )°

T 1 I
Vorwértssubstitution liefert y = ( 1016 ), und durch Riickwirtssubstitution erhélt aus

1016 1 _ 1
0 1-10% )F={ —10

die Lésung

1016
T 10161 ~ -1
L= 1016 ~ 1 /-
1016 —1

(ii) Rundet man im letzten Beispiel jedoch bereits in der LU-Zerlegung,

10716 1y 1 0Y) (107 1
1 1)7\ 101 1 0 —10'% )’

dann fiihrt die Riickwartssubstitution zu

(7).

(iii) Vertauscht man dagegen die beiden Zeilen bereits vor der LU-Zerlegung,

(w1 )e=(3)

dann bekommt man

o1y 1 0 1 1
10716 1 )~ {10716 1 0 1—10"16 )
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Aus

(oo 1)o=(1)

folgt y = < (1) >, und aus

(010 )= (1)

-1
erhilt man stets die exakte Losung x ~ >, unabhéingig davon, ob bereits die Koeffizi-

1
enten von U gerundet wurden oder nicht.

2.4.1 Permutationsmatrizen

Die Matrixnotation des Gauf-Jordan-Verfahrens erfordert die Einfithrung von Permutationsmatri-
zen. Dazu betrachten wir zunéchst einen Permutationsvektor

m
= )
Tn
der Zeilenindizes 1,...,n, der aus der Spaltenpivotisierung von A wiahrend des Gaufl-Jordan-

Verfahrens erhalten wird. Es gilt 7 € N”, und die Koeffizienten von 7 erfiillen die Bedingung

{m...,m} =A{1,...,n}.

Der Permutationsvektor 7 wird im folgenden abkiirzend auch Permutation genannt.

Definition. Sei m eine (beliebige) Permutation der Zahlen 1,...,n, dann heifit die (n,n)-Matrix
P = (pi);) mit

- falls k=m;
Pik = 0, sonst

die Permutationsmatriz zur Permutation .

Die Permutationsmatrix P ist orthogonal; es gilt P’P = I, PP’ = I und P = P~!. Insbesondere
ist
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Beispiele

2
1
(und zwei Unbekannten) werden vertauscht. Dann ist

-(23)

—16
und z. B. fiir A = ( 10 1 ) ist

(i) Sei m = , d.h. die beiden Zeilen eines linearen Gleichungssystems mit zwei Gleichungen

1 1

0 1 10716 1 11
PA_<1 0>'< 1 1>_<10—161>'

(i) Fiir 7 = (3,1,4,2) ist

0010
1 0 00

P= 00 01
01 00

Sei

4 0 =3 1 2 -1 3 3
-2 =5 4 1 . 4 0 -3 1

A= 9 1 33| dann ist PA = 6 -1 -1 6 |-
6 -1 -1 6 -2 -5 4 1

d.h., in PA sind die Zeilen entsprechend der Permutation 7 vertauscht. (Die Matrix AP’
wiirde einer Vertauschung der Spalten von A beziiglich 7 entsprechen.)

2.4.2 Matrixschreibweise des Gauf3-Jordan-Verfahrens

Mit Hilfe der Permutationsmatrix P kann die LU-Zerlegung so modifiziert werden, dass sie fiir
beliebige regulire (n,n)-Matritzen anwendbar ist.

Satz. Sei A eine reguléire (n,n)-Matrix und 7 die durch das GauB-Jordan-Verfahren initierte Per-
nutation. Dann exisitieren eine Permutationsmatrix P beziiglich 7, eine untere Dreiecksmatrix L,
deren Diagonalelemente gleich Eins sind, £;; = 1, und eine obere Dreiecksmatrix U, so dass

PA=LU. (2.2)

Diese Darstellung ist equivalent zu der Faktorisierung A = P’LU, d.h. die Koeffizientenmatrix A
kann als Produkt der drei Matrizen P’, L und U geschrieben werden (LU -Zerlegung mit Pivotisie-
rung oder P'LU-Zerlegung). Damit gilt

Ax = b

PAx = Pb

LUx = Pb, Substitution : Uz =y
Ly = Pb,
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und davon leitet sich unmittelbar die Matrixschreibweise des GauB3-Jordan-Verfahrens ab.

1. Vorwdartssubstitution. Der Vektor y wird als Losung der Gleichung
Ly = Pb

berechnet (wobei Pb der Permutation von b beziiglich 7 entspricht).

2. Riickwdrtssubstitution. Die Losung x des linearen Gleichungssystems wird aus
Ur=y

erhalten.

Bemerkung. Fiir die Determinante der Matrix P gilt |det P| = 1. Ist k die Anzahl der Permutatio-
nen, dann ist det P = (—1)*. Folglich ist

det A = det(P'LU) = det P' - det L - det U = det P - det U = (—1)* - Hu“
i=1

Beispiel. Wir beizehen uns noch einmal auf Beispiel (ii) von Seite 28, vgl. auch Beispiel (i) von
Seite 35. Fiir die Koeffizientenmatrix A des linearen Gleichungssystems gilt A = P’'LU, d.h.

10 -7 0 1 00 1 0 0 10 -7 0
-3 209 6 |=1001]- 0.5 1 0 - 0 2,5 )
5 -1 5 010 -0,3 —-0,0004 1 0 0 6,002

Angenommen, die P'LU-Zerlegung von A ist gegeben (d.h. durch ein entsprechendes Programm
berechnet), dann erhélt man die Losung des linearen Gleichungssystems durch Vorwértssubstituti-
on,

1 0 0 100 7 7
0.5 1 0 |y = 0 0 1 3,901 | = 6
-0,3 —0,0004 1 010 6 3,901
7
= y = 2,5 |,
6,002
und durch Riickwértssubstitution,
10 -7 0 7 0
0 2,5 5 T = 2,5 — r=| -1

0 0 6,002 6,002 1
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2.5 Die Singulirwertzerlegung

2.5.1 Die Methode der kleinsten Quadrate

Ein iiberbestimmtes lineares Gleichungssystem Ax = b mit mehr Gleichungen als Unbekannten,
d.h. mit m > n ist in der Regel wegen rg A < rg (A|b) nicht losbar. Es gilt jedoch

Ar = b
AAz = A'b
xr = (A'A)71AD. (2.3)

Die Giiltigkeit der letzten Zeile setzt vorraus, dass die Matrix A’A regulér ist. Der Vektor z kann
jedoch keine Losung von Az = b sein. Zur Bedeutung von x kann aber die folgende Aussage getrof-
fen werden:

Satz. Sei A eine (m,n)-Matrix mit m > n und rg A = n, dann ist die Matrix A’A regulir und die
quadratische Abweichung

|Az — b

ist fiir z = (A’A)"LA’b mit b € R™ minimal.

Bemerkungen
(i) ,Minimal®* bedeutet hier, dass es keinen Vektor y € R™ gibt, fiir den
|Ay — b] < |Axz —b|
ist. Der Vektor x ist Losung des linearen Gleichungssystems

A'Ax = A'b (Normalgleichung).

(ii) Gegeben seien Daten (z;,v;), i = 1,...,m, wobei die Werte y; als (fehlerbehaftete) Messwerte
an den Stellen x; interpretiert werden. An die Daten soll eine Gerade y = ax + b angepasst
werden. Ist m > 2, dann ist mit Abweichungen ¢; = ax; + b — y; der y; von der Ausgleichsge-
raden zu rechnen. Falls eine linearer Zusammenhang zwischen den z- und y-Werten besteht,
konnen die €; als Messfehler der y; interpretiert werden. Der Zuammenhang zwischen den
Daten kann in der Form

ar1+b = y+e1 1 1 Y1 €1

arm +b = Ym + €n Ty 1 Ym €m
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geschrieben werden. Die Bestimmung des Koeffizientenvektors < “ ) als Losung der Nor-

b
malgleichung

1 -1 /
I 1 T 1 T 1 Y1

minimiert die Fehlerquadratsumme Y 7" | €2 und heiit Methode der kleinsten Quadrate (MKQ).*

i=1%1

Beispiele

(i) Fiir das lineare Gleichungssystem

W N = O
W NN =

ist mit der Methode der kleinsten Quadrate der Vektor z zu bestimmen. Fiir die Koeffizien-
tenmatriy A und die rechte Seite b gilt

L (14 6 i1 L[4 =6\ [ 02 —0,3 . (15
AA_< 6 4)’ WA= 26 14) = o3 07 ) A= g )

und damit ist

ot 0,2 =03 (15 (06
v =(4'4) Ab_<—0,3 0,7 s )~ \1,1)
Es ist

1,1
1,7
2,3 |’
2,9

Ax =

und daraus folgt

|Az — b| = /0,01 + 0,09 + 0,09 + 0.01 = /0, 2.

Es gibt keinen Vektor y € R? mit |Ay — b| < /0, 2.

Hier ist die MKQ nur fiir den einfachsten Fall behandelt. In der Literatur finden sich allgemeinere Fassungen der
MKQ.
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(ii) Analog erhilt man aus

00 1 1
111 |2
421 ["7] 2
9 3 1 1

mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate

96 36 14 1 5 —15 5 19
AA=1| 36 14 6 |, (A’A)*1:2—0 -15 49 -21 |, Ab= 9 |,
14 6 4 5 —21 19 6

die Losung der Normalgleichung

In diesem Beispiel ist |Az —b| = 0, d. h., x ist nicht nur Losung der Normalgleichung sondern
wegen rg A = rg (A|b) gleichzeitig Losung von Ax = b.

2.5.2 Allgemeine Losung der Normalgleichung

Um die Normalgleichung zu l6sen, wird im vorangegangenen Abschnitt gefordert, dass rg A = n.
Das ist aber nicht immer der Fall. Ausserdem ist die Losung der Normalgleichung durch (2.3) oft
numerisch instabil. Der numerischen Instabilitdt konnte mit der LU-Zerlegung mit Pivotisierung
begegnet werden. Wir fiihren in diesem Abschnitt jedoch ein Verfahren ein, das sich auf alle Formen
von linearen Gleichungssystemen iibertragen lisst. Dieses Verfahren basiert wie die LU-Zerlegung
auf einer Faktorisierung der Koeffitientenmatrix A.

Satz. Sei A eine (m,n)-Matrix mit m > n, dann existieren eine orthogonale (m,n)-Matrix U, eine
orthogonale (n,n)-Matrix V' sowie eine (n,n)-Diagonalmatrix W, so dass

A=UWV' (Singuldrwertzerlegung). (2.4)

Abkiirzend wird fiir ,,Singulérwertzerlegung® auch ,SVD* geschrieben (singular value decompositi-
on).

Berechnung von U, V, W

(i) Berechnung der Eigenwerte A1, ..., A, der Matrix A’A, die nach ihrer Gréfie geordnet sind

A< oo < A
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Da die Matrix A’A positiv semidefinit ist, sind alle ihre Eigenwerte grofier gleich Null. Die
Wurzeln der Eigenwerte von A’ A bilden die Hauptdiagonale von W,

VA1 0
W = diag (VAo V/An) = -
0 Van

Es wird angemerkt, dass die ersten n Eigenwerte der Matrix AA’ identisch mit den Eigen-
werten von A’A sind. Die Eigenwerte \,11,. .., Ay sind gleich Null.

(ii) Berechnung der normierten Eigenvektoren u, ..., u, von AA’ zu den Eigenwerten Aq, ..., \,.
Da AA’ symmetrisch ist, sind die Eigenvektoren orthogonal. Die Eigenvektoen von AA’ bilden
die Salten der Matrix U,

U= (ul,...,un).

(iii) Berechnung der normierten Eigenvektoren vy, ..., v, von A’A zu den Eigenwerten A1, ..., \,.
Die Matrix A’A ist ebenfalls symmetrisch. Folglich sind auch ihre Eigenvektoren orthogonal.
Die Matrix V wird aus den Vektoren vy, ..., v, gebildet,

V= (vl,...,vn).

Bemerkung. Die Singdrwertzerlegung kann fiir beliebige Rechteckmatrizen eingefiihrt werden, also
auch fiir den Fall m < n. Ist m < n, dann wird das oben beschriebene Verfahren auf die Matrix
A’ angewendet, d.h. wir erhalten die Faktorisierung A’ = UWV’, und daraus folgt unmittelbar
A = VWU'. Die SVD einer Matrix A mit m < n hat also die gleiche Form wie fiir eine Matrix
mit m > n. Damit kann auch die Lésung linearer Gleichungssysteme mit weniger Gleichungen als
Unbekannten auf der Grundlage der SVD von A erhalten werden.

Definition. Sei A eine (m,n)-Matrix mit m > n. Die Wurzeln wy, ..., w, der Eigenwerte von A’ A
heiflen Singuldrwerte.

Der folgende Satz ist die Grundlage der Losung eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe der SVD.

Satz. Sei A =UWV’ die SVD einer (m,n)-Matrix A mit r = rg A < min{m,n}. Dann ist

x = —; (2.5)

die eindeutig bestimmte Losung der Normalgleichung A’ Az = A’b.

Bemerkungen

(i) Wenn die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b eindeutig bestimmt ist, d.h. rg A =
rg (A|b) = n, dann ist (2.5) identisch mit dieser Losung.

(ii) Hat das lineare Gleichungssystem Ax = b keine Losung, d.h. rg A < rg (A|b), dann ist fiir den
mit (2.5) berechneten Vektor x der Abstand |Ax — b| minimal.
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(iii) Wenn die Losung von Az = b nicht eindeutig bestimmt ist, d.h. rg A = rg (A|b) < n, dann ist
x aus (2.5) diejenige Losung mit der kleinsten Norm. Das beteutet |z| < |y| fiir alle y € R"
mit Ay = b.
Beispiele
(i) Wir betrachten zur Demonstration der Vorgehensweise zunéchst ein moglichst einfaches Beispiel

und machen eine SVD der Matrix

A:

S =N

1
0
0
Es gilt

aA = (21>

det(A'A—\I) = det<5_)\ 2 )

2 1-2X\
= 5-XN1-))—4
= M-6)A+1=0

Mg = 3EVO-1, AN =3+2V2, X=3-2V2

Damit ist

W:<1+0\/5 —1J(ix/§>'

Die (normierten) Eigenvektoren von A’A sind Lésungen von

2-2V2 2 _ 0 L _ 1 1+v2\ (0,924
2 —2-2y2 )T T i 1 —\ 0,383

bzw.

2+2v2 2 =0 AL v — 1 V2-11Y 0,383
2 —242/2 )77 T Ji—ava W -1 ) T —0,924 )

und hieraus folgt

v (0,924 0,383
~— 10,383 —0,924 /-

Analog erhilt man aus

AA =

S N Ot
S = N
o O O
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die Eigenwerte A\; = 3+2v/2, Ay = 3—2v/2 und A3 = 0 sowie die dazu gehorigen Eigenvektoren

0,924 —0,383 0
u=1| 0383 |, w=/[ 094], wu=|o0
0 0 1

Die ersten beiden Eigenwerte von AA’ sind also identisch mit denen von A’A; der dritte
Eigenvektor wird in der SVD nicht verwendet. Somit gilt

0,924 —0,383
U= 0,38 0,924
0 0

Die SVD von A hat damit die Form

Do) < (o ot ) (2800 ) (o o)
Lo ’ . 0 0,414 0,383 —0,924.

(ii) Zu losen ist das lineare Gleichungssystem Az = b mit

und b=

el
W N = O
= W

Es gilt

Lo (4 6
AA_<614>

, B 4-x 6
det(A’A—\I) = det( 6 14_)\>

= (4—=XN)(14—-)) —36
A2 180\ +20=0
Aijp = 9481 -20, A = 16,810, Ay = 1,190.

Damit haben wir wy = 4,100, w2 = 1,091 und

4,100 0
W‘( 0 1,091)'

Die zu A\ bzw. Ao gehorigen Eigenvektoren v bzw. vy erhélt man wie folgt:

vy = < ‘z > ist Losung von (A’A—XMDvy = 0

(4—16,810)s +6t = 0

L1 1 (0,424
179358\ 2,135 ) — \ 0,96 )’
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und

vy = < i ) ist Losung von (A/A— Al)vi = 0

(4—1,190)s +6t = 0

1 [ —0,906
fTL104\ 0468 ) 0424 )
- ' 0,424 —0,906
Das ergibt die Matrix V = < 0,906 0,424 >

Die Eigenwerte A\; und Ay der Matrix A’A sind auch Eigenwerte der Matrix

AA =

=
=W N =
J Ot W =

N TG

10

(Weitere Eigenwerte von AA’ sind A3 /4 = 0, die jedoch zur SVD von A nicht bené&tigt werden. )
Die beiden Eigenvektoren u; und we kann man zum Beispiel mit Hilfe des Gauf3-Verfahrens
als Losungen der beiden linearen Gleichungssysteme

(AA/ — Al)ul = O, (AA/ — )\Q)UQ =0

erhalten,
0,103 ~0,830 0,103 —0,830
0,324 | —0,441 [ 0,324 —0,411
U osas |0 T —0,081 Daraus folgt U= "5 /c 0 050
0, 766 0,336 0,766 0,336

Die SVD der Matix A hat damit die Form

0,103 —0,830

s 0,324 —0,441 _(4,100 0 )( 0,424 0,906>
0,545 —0,052 0 1,091 —0,906 0,424 )°
0,766 0,336

Damit erhalten wir den Vektor = mit Hilfe von Gleichung (2.5) aus

b b
= 0+ 2% mit  W\b=5,880, Ub=—1,797
w1 w9

0,424 0,424
= 5,880 ( 0,906 > - 1L,797 ( 0,906 >

vgl. auch mit Beispiel (i) auf Seite 43.
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2.5.3 Die Matrixnorm und die Konditionszahl

Wir wollen nun noch einige Begriffe einfiihren, die sich direkt aus der SVD einer Matrix A ableiten.

Zunichst ist klar, dass der Rang einer Matrix A gleich der Anzahl ihrer von Null verschiedenen Sin-
guldrwerte ist. Die Determinante det A ist durch die Singlérwerte bis auf ihr Vorzeichen bestimmt;:

Satz. Sei A eine (n,n)-Matrix A mit den Singuldrwerten wy, ..., w,, dann gilt

|det A| = ﬂwi.
1=1

Nun fithren wir die zur Euklidischen Vektornorm passende Matrixnorm ein.

Definition. Die zur Euklidischen Vektornorm gehérende Norm || A|| einer quadratischen Matrix ist
definiert als ihr maximaler Singulédrwert,

[A[] = wy

(Spektralnorm).

Die Norm einer Matrix ist die Grundlage fiir die Charakterisierung ihrer Kondition und damit fiir
die Fehlerabschitzung bei der Losung linearer Gleichungssysteme.

Definition. Die Kondition cond A einer (n,n)-Matrix ist definiert durch

[ A] - ATE, falls A regular
cond A = { 00, falls A singulir
Bemerkungen
(i) Ist A eine regulidre Matrix mit den Singulirwerten w,...,w,, dann hat ihre Inverse A~! die
Singulérwerte 1/wy, ..., 1/w;. Daraus folgr fiir regulére Matrizen unmittelbar

cond A = wy /wy,.

(ii) Eine Matrix heiBt schlecht konditioniert, wenn ihre Kondition zu gro8 ist, d.h. cond A > 106
bei der Verendung des Datentyps float fiir die Koeffizienten von A und cond A > 10'? fiir
double.

Satz. Sei Ab der Fehler der rechten Seite b des linearen Gleichungssystems Az = b. Dann gilt fiir
den sich daraus ergebenden Fehler Az der Losung x die Abschitzung

|Az| < cond A - |Ab|.

Beispiele

(1) Zu berechnen sind die Spektralnorm und die Kondition der Matrix

A:(?i)
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Es gilt

Lo (11
AA_<12>

det(A/A— M) = (1-A)(2-A) -1

= M -3\+1=0
3 9 3 V5
S/t o1=24 5 =2.61 = 2.
A1j2 5 1 5t 5 A = 2,618, Xy =0,38

Daraus folgt wy = 1,618, ws = 0,618 und cond A = ||A|| - [|A7!|| = w1 /we = 2, 618.

(ii) Wir untersuchen nun ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit der Koeffizientenmatrix

1 1,001
A (L,

Fiir die rechte Seite b = < 1 > hat das Gleichungssystem die Losung x = < (1) ) Bereits eine
0,9

geringe Anderung in der rechten Seite, z. B. b = < 1 601

> liefert eine vollig andere Losung

7 = ( 1i11’1%1 > Um diesen Effekt zu erkldren berechnen wir die Kondition der Matrix A.

Es gilt

o 2 2,001
Ad = (2,001 2,002>

det(A’/A—XI) = X2 —4,002\ +0,000001 = 0

A1z = 2,001+ /4,004001 —0,000001 = 2,001 & /4,004
= 2,001 4+ 2,00099975
A= 4,002, Ao =2,5-10""
w; = 2,00056  wy=0,0005

condA = wl/w2=4001.

Bei einer so groflen Kondition der Koeffizientenmatrix sind grofie Abweichungen in der Losung
zu erwarten,

|Az| < cond A - |Ab]
— 4001-1/0,12 + 0,012
— 402, 1.
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