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Anhang A

Ubungsaufgaben fiir die Vorlesung
Analysis

A.1 Ubungsaufgaben Analysis, Serie 1

1. Vereinfachen Sie folgende Ausdriicke so weit wie moglich:
a) 100 — [(b+ 20) — (40 — b)] b) [3a —2(4b + 2z)] — 2[3b — (4 — 2a + b)]
o) (a+4)(a—2)—(a+2)(a—1) d) 2°—y’>—(z-y)@®+ay+y°)
e) [a(a®+a—1)—a*(a+1)]-5 .

2. Kiirzen Sie die Terme so weit wie moglich:
) 3a?b3c ) 5(z —2) ) 2a +a? + 1
a) —s—= _— c) —s——
dab?c3 S5x — 2 2a2 — 2
3. Fassen Sie folgende Ausdriicke jeweils zu einem Bruch zusammen:

) 3 2 ) 2z -3 3 —4x ) m n 2mn n
a) — — — — c — .
4da  5b 22(x+1) xz(x+1)? m+n m?2-—n?2 m-n

4. Schreiben Sie folgende Terme in Potenzschreibweise (ohne Verwendung von Wurzelzeichen):

a’Vab
N c)  Vayd-v/ady .

5

a) x b)

5. Ermitteln Sie durch Uberlegen (d.h. ohne Taschenrechner!) die folgenden Logarithmen:
a) logg 27 b) logg 50,125 c) logyy 1 d) Ine? e) 1g0,001 .

6. Bestimmen Sie z in folgenden Gleichungen:
a) log;49 =2 b) log, 1024 = 10 c) loggx =4 d) log,0,1=-1
e) 2lnz =1In4 f) lgh* +1g2® —1=0 g) lga®=Iga®+6 h) 2*=2.3l8z |

7. Berechnen Sie die folgenden Summen bzw. Produkte:

5



10.

11.

12.

13.

14.

15.

ANHANG A. UBUNGSAUFGABEN FUR DIE VORLESUNG ANALYSIS

2 6 N+3 2 3
a) > (2k+1) D) Y 3 < > 2N-m) d) Y > (k-2m)
k=-3 =2 m=N m=0 k=1
5 1
o) [IG+1 © [ *#
j=2 k=—-8

. Bestimmen Sie der Wert der folgenden Binomialkoeffizienten: (Z) , (1905) , ( " ) .

n—1
Fiir welche natiirlichen Zahlen k und [ gilt (*3') = 78 und ("?) =66 ?
Wenden Sie die binomischen Formeln an und vereinfachen Sie folgende Ausdriicke:
a) (—a—b)(a—b) b) (3b+2)2—(Bb—-3)% ¢) 2ulu+v)—(u—v)(utv) .
Zerlegen Sie folgende Summen in Faktoren:
a) 4922 —81y®> b) (2m —n)®>—(n+2m)?> c¢) —25x2 — 100y* + 100xy> .

Stellen Sie die Formeln nach den angegebenen Gréflen um:
a) Epot =mg(ha —hy) mnach by b) C=4rK- AL  nach R

R1—R
_t U

c) I=1IeT nach ¢ d) FE= () nach o .
Losen Sie folgende Gleichungen:
a) 182% -3z =10
b) Vr—1++Vx+8=9
c) lg(25z+20)—1g(Bxz+1)=1
d) (ax—2)$+2 _ (aa:+3)$—4

) T —2 :U—i—4_2:c—38
© Ty2 r_2 “2_1
Bestimmen Sie die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen:

) Tr —2 <
a

10 —bx —

b) (r—1)(z+2)<0

@)

) 2?4 rx—4>2

d z+2< %

e) 23 —Tx24+122>0

f) |x—2/<1

gzl <Pr-2 .

Durch einen Rohrbruch wurde ein Keller iiberflutet. Er wird durch die Feuerwehr mit drei
gleichméBig und gleichzeitig arbeitenden Pumpen leergepumpt. Wieviel Minuten werden dafiir

benotigt, wenn die erste Pumpe allein 6 Stunden, die zweite 4 Stunden und die dritte 2
Stunden brauchen wiirde?



A.2. UBUNGSAUFGABEN ANALYSIS, SERIE 2 7

16. Durch Verbesserungen im Betrieb kann ein Eisenbahnzug eine um 9 km/h hohere Durch-
schnittsgeschwindigkeit erreichen und erzielt dadurch auf einer Strecke von 180 km eine Zei-
teinsparung von 40 Minuten. Welche Zeit benotigt der Zug nach dieser Einsparung fiir die
Strecke?

17. Fiir welche Werte des reellen Parameters A\ besitzt die quadratische Gleichung
(A —1)z? —2(A + 1)z + A — 2 = 0 zusammenfallende Losungen?

A.2 Ubungsaufgaben Analysis, Serie 2

1. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

a) (2= (@)™ a>0, b)) 320 =207
10 5
lg(z —1) +1g3 =lg(z? — 1 d - —
c) lg(z—1)+lg3=Ig(x*—-1), ) Gr 2 il T
e) at—6x3—2224500 —75=0, f) 2V3+zr—V3x—2=+zx—-2,
g) 22+ (5—-2)x+5(1—i)=0, h) 22+ (1-2i)r—2i=0.

2. a) Bestimmen Sie A € R so, da88 die Gleichung A\x? — (1 — 2\)z + A — 2 = 0 zwei verschiedene
reellwertige Losungen hat.
b) Fiir welche a > 0 existieren reellwertige Losungen der Gleichung 22 — 42 — logya = 0 ?

3. Fassen Sie folgende Ausdriicke so weit wie moglich zusammen und vereinfachen Sie sie:
(n+1)! 1 1 1
o s TR proy s e Rl pogrg

4. Weisen Sie nach, dafl folgende Zusammenhénge fiir Binomialkoeffizienten gelten:
n . n+1
<k>+<k 1) - <k+1>
_ n n—=k
k+1 N k kE+1
n n . n+1
() Gt) = ()

5. Zeigen Sie mit Hilfe von vollstdndiger Induktion, dass folgende Zusammenhiénge fiir Binomi-
alkoeffizienten fiir alle n € N gelten:

2(1) -

zn:(—n'm( Z) = 0

k=0

S + 3

6. Vereinfachen Sie mit Hilfe binomischer Formeln den folgenden Ausdruck:
a4b2 2b2

ab+b

—a
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ANHANG A. UBUNGSAUFGABEN FUR DIE VORLESUNG ANALYSIS

Fiir die positiven Zahlen a und b gelten Schranken 0 < m < a,b < M. Geben Sie Schranken
fir a £ b, a- b und a/b an!

. Zwei Widerstdnde von 752 und 12052 sind parallelgeschaltet; der erste hat eine Toleranz von

20 und der zweite von 4%. Ermitteln Sie den Gesamtwiderstand und Schranken fiir seinen
absoluten und relativen Fehler.

Fiir zwei Groflen a und b wurden folgende Werte gemessen:

a=32,6+0,1lmm und b = 18,4 + 0, lmm .
Berechnen Sie den Wert fiir a +b, a — b, a-b und ¢ und geben Sie jeweils Abschétzungen fiir
den absoluten und relativen Fehler an.

Geben Sie die Zahl 365 im Dual- und Hexadezimalsystem an!

Die Hexadezimalzahlen 8DF1 und C39A sind im Dezimal- und Dualsystem anzugeben!

A.3 Ubungsaufgaben Analysis, Serie 3

1.

Bestimmen Sie die Grenzwerte der nachstehenden Folgen {ay}:

3n+3 (3n + 3)?

a) an:3—4n’ b) an= 3—4n2 "’
) 6n3 +n—1 d) 6n3 +n—1
C Ay = ——— Ay = ———
" 8n2+4 " Snt+4

e)  ap=VAnZ+5m+2-2n, f) a,=n\/1+21-n,

n+2\" 5n 4+ 1\"
= h =
g) an <TL—3> ) ) an < 5TL > Y

2n 427" . 4" 447"
1) an = 3n ) J) an = 3n )
n+7
k) an:<1—%> , ) apn=vn?+n-n ,
m) a,=1+(-1" | n) a,=sin(nmt) , o) an = cos(nm)

2. Berechnen Sie a; und ajgo einer arithmetischen Folge mit a9 = 41 und a3 = 56. Wie grof3

ist die Summe der ersten 50 Folgenglieder?

. Von einer Folge a1, as, as, ... sei bekannt as = 63, a5 = 1701, a7 = 15309. Entscheiden Sie nach

diesen Angaben, ob es sich um eine arithmetische oder geometrische Folge handelt. Berechnen
Sie auf Grundlage Threr Entscheidung a19. Welchen Wert hat die Summe der Folgenglieder
von aj bis ag?

. Von einer arithmetischen Folge {a,} sei bekannt

4 28
Zan:42 und Zan:1719.
n=1 n=11

Ermitteln Sie aus diesen Angaben a7 und die Differenz ag — aq4!
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5. Es sei a,, das n-te Glied einer arithmetischen Folge und g¢,, entsprechend das einer geometri-
schen Folge. Von beiden Folgen sind die Werte ag = 4.42, a1 = 15.46 bzw. go = 5.443, g1 =
18.189 gegeben. Ermitteln Sie aus diesen Angaben aqgp und gyg9 ! Fiir welche Werte von n
sind a,, bzw. g, jeweils erstmalig grofer als 1007

6. Ein elektrisches Signal der Ausgangsstirke 24V passiert 18 Knoten eines Netzwerkes. Dabei
verliert es in jedem Knoten denselben Prozentsatz der jeweils ankommenden Spannung. Am
Ausgang des 18. Knotens hat es noch 6.6V. Wieviel Prozent der jeweiligen Spannung gehen
in einem Knoten verloren?

7. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz oder Divergenz:

0o i > S ’
K241 ) 9k — 4
D= b > Z‘ 9 Z( )
' )
= + 1’ — K i (3R)! =Aa
und
B1 2841 341 £41
T 5 44 ... f
) VI+V2HVa+Vat ) po sty T T
1 1 1 !
g) 17 +272433 44744 b

- + - +
+2 2+2 VB3+2 V4+2

8. Fiir welche Werte von x € R konvergieren die folgenden Potenzreihen:

—_
—_

a)l 2x—|—2 3x2+3 4x3—|—--- b) 42224323+ 4.2t ...
und i 3 i
=z = (7 = 3z
9 S b Y(1e) 9 Lo
£ Y (k-13tatl g Zk2<§> ?
k=1 k=1

9. Es ist bekannt, dal die geometrische Reihe

00
D> d" =
k=0

fiir |¢| < 1 konvergiert. Fiir welche Werte von x € R konvergiert dann die Reihe

oo
Z 3]9:6319—1
k=1

und welcher Wert ergibt sich im Konvergenzfall in Abhéngigkeit von z?

10. Geben Sie den Konvergenzbereich der folgenden Potenzreihen an:

o0 k o0
kzlkz-@—x) gkﬂ

k 1
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A.4 Ubungsaufgaben Analysis, Serie 4

1.

10.

Wihlen Sie die Parameter a und b so, dafl die Funktion y = ax + b durch das Wertepaar (5, 3)
geht und a) gerade oder b) ungerade sei.

. Bestimmen Sie Definitionsbereich, Wertebereich und Umkehrfunktion fiir:

1
a) y=7—— b y=vei+d+2,
2% xr—2

. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf ihre Symmetrieeigenschaften:

2
a) y=—lz|, b) y:—iﬂg, c) y:—m,

e) y==xcosx, f) y=a?sinx, g) y=sinxz—cosx.

d) y =t — 222,

. Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen beschrénkt sind:

3
a) y:§x—2, b) y=—x2+1, c) y=-—cosz+1.

. Welche der folgenden Funktionen sind periodisch:

a) y=sin?x, b) y=sinz?, ¢) y=1+tanz,
d) y=5, e) yYy=uxcosT.

. Skizzieren Sie die folgenden Funktionen:

1 1 1
a) y=x+-—, b)) y=z2+-, ¢ y=z+—,
x x x

1 1
d) Yo °) YT

f) y=sinz, g) wy=4sinzx, h) y=sin(z+7%), i) y=-sin4x),

s+1 z <0
k) y= 1 s 0<ze <2 .
z—1 2<zx

Wie sieht der Graph folgender Funktionen aus, wenn der Graph von f(x) bekannt ist:

2 9@) = 5 (F@)|+ (@), b) () = £ (F@)] - f(a)) ?

. Es seinen P,(z) und P,,(z) Polynome in x mit m > n. Welchen Grad haben die folgenden

Polynome:

a) Py(z) + Pp(z), b) Py(z) — Pu(z), c) Pu(z)-Pp(z), d)3-Py(z), e) 2 P(x)?

. Bestimmen Sie a und b in f(x) = az? + bz + c unter der Bedingung

fx+1)— f(x) =8z + 3.

Es sei f(x) = 22 — 22 + 3. Gesucht sind alle = € R, fiir die gilt
a) f(z)=f(0), b) f(z)=f(-1)!
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11. Die Gleichung fiir einen Tréigerbogen einer Eisenbahnbriicke sei eine Parabel 2. Ordnung. Die
Lénge der Briicke betrage 49m, die héchste Hohe des Bogens in der Mitte der Briicke sei 7m.
Bei Briickenanfang und -ende beriihrt der Tréger den Erdboden (Hthe Om).

a) Ermitteln Sie die Gleichung der Parabel!
b) In welchem Abstand von der Briickenmitte hat der Bogen eine Hohe von 3.507

12. Skizzieren Sie nach Ermittlung von Nullstellen, Scheitelpunkt und Schnittpunkt mit der y-
Achse ) . w0
=224 Z |
f(x) 3% + 37 + 3
13. Der durchhéngende Draht einer Hochspannungsleitung hat die Form einer quadratischen Pa-
rabel; die Masten haben eine Hohe von 12m und stehen im ebenen Geldnde in einem Abstand
von 160m. Die Leitung hénge zwischen beiden Masten an der tiefsten Stelle 5m durch. In
welcher Hohe iiber dem Erdboden verlduft die Leitung in einer Entfernung von 20m vom

Mast?

14. Bestimmen Sie die Koeffizienten a, b, ¢ der quadratischen Funktion y = ax? + bx + ¢ mit den
Nullstellen z1 = —2 und z2 = 6 und dem Scheitelwert yg = 20.

15. Ermitteln Sie Nullstellen, Polstellen, Liicken und Asymptoten der folgenden Funktionen:

3z — 2z —1 6z + 6 zt —32% —4
a) fle) = ———— b f@)=z-4+5— o fl@)=—7p—F—.
16. Bestimmen Sie sdmtliche Nullstellen der folgenden Polynome:
a) P3(z) = 2%+ 1022+ 31z + 30,
b) Py(z) = z*+ 1523 + 7922 4 145z !

Geben Sie die Polynome in Produktdarstellung an!

17. Ermitteln Sie fiir das Polynom Ps(z) = 2° — 2* — 192% — 1122 + ax + 200 den Koeffizienten
a so, da} das resultierende Polynom die Nullstelle x = 2 besitzt.

A.5 Ubungsaufgaben Analysis, Serie 5

1. Berechnen Sie die ersten Ableitungen der folgenden Funktionen:

B f@) = @2+ 4)EA - 27 +3), b)  f@)=(Ja-vE’, O flz)=In(ng),
Q) flz)= J3-e, o) flo)=TRELEEE ) f(r) = sinln,
g) f(z) =1Insin(4z + 3), h)  f(z)=+/(22+4x)3, i) f(z)=arctana?,
. L @z -1)(z+3)(x—4)
) J@ = (x+1)(4 — 32)

) fz) = (20)™, m)  f(r) = ——0, n)  flz)=(z+1)Y,

0) fla)=(a®+22—1)V", p) flz)=a’e", Q) flx)=demwHHdemL,

(im Kopf!), k) f(z) =%,
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10.

11.

. Aus der Bezichung 1+ z + 22+ ...+ 2" =

ANHANG A. UBUNGSAUFGABEN FUR DIE VORLESUNG ANALYSIS

. Berechnen Sie die 1. und 2. Ableitung der Funktion

n
y:f(x):Zak-(x—xo)k, wobei xp,ar € R, neNund k=1,2,...,n .
k=1

. Welchen Anstieg hat der Graph der Funktion f(z) = :C -281n1:U an den Stellen xzg = g und
x [e—
r1 =T ?
. Geben Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen der Funktion f(z) = 222 — 6x + 7 im

Punkt (1,3) an!

n+1

——1 leite man eine Formel her zur Berechnung
x p—

der Summe 1 + 2z + 322 + ... + na™ L.

Fiir welche reelle Zahl a besitzt das Polynom P3(z) = az® — 522 4+ 4z + 1 an der Stelle zg = 1
einen Extremwert ?

Geben Sie den Typ (Minimum, Maximum) und den Funktionswert an der Stelle zg = 1 an.
Besitzt Ps(x) fiir den berechneten Parameter a weitere Extremwerte ?

Wenn ja, dann sind Stellen, Typ und Funktionswert anzugeben.

Untersuchen Sie die Funktion y = e~2* + 22 auf Extremwerte und Wendepunkte.
Bestimmen Sie die Bereiche, in denen die Funktion streng monoton fallend ist und untersuchen
Sie das Kriimmungsverhalten der Funktion.

. Fithren Sie Kurvendiskussionen durch fiir die folgenden Funktionen (Definitions- und Wer-

tebereich, Nullstellen, Polstellen, Extremwerte und Wendepunkte, Verhalten im Unendlichen
und Asymptoten, Monotonie- und Kriimmungsverhalten, Skizze):

73

) @) =T, b) @)=y 9 @ =ae Vet

. Beim radioaktiven Zerfall gilt fiir den Zusammenhang von Mutter- und Tochtersubstanz die

Beziehung
a

“b-a
a und b Zerfallskonstanten, Ay die Menge der Muttersubstanz zum Zeitpunkt ¢ = 0 und B(t)

die zeitabhéngige Menge der Tochtersubstanz sind. Zu welchem Zeitpunkt ¢,,,, hat B seinen
maximalen Wert?

B(1) TR

Ao-(e

Von einem Dreieck seien die Summe der Lénge von zwei Seiten und der von ihnen eingeschlos-
sene Winkel gegeben. Wie lang miissen die beiden Seiten sein, damit der Flacheninhalt des
Dreiecks maximal wird?

Einer Kugel mit Radius R > 0 soll ein gerader Kreiszylinder einbeschrieben werden. Bestim-
men Sie dessen Radius r und Hohe h in Abhéngigkeit vom Kugelradius R so, dal das Volumen
des Zylinders maximal wird.

Ermitteln Sie Radius und Hohe eines in die Kugel einbeschriebenen Kreiskegels mit maxima-
lem Volumen.
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12. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe der Regel von I’'Hospital:

. T T T -z _9
a) lim aresm e , b) lim e—, ¢) lim 6—3, d) lim ¢ fe -2
r—0 T T—00 T T—00 T z—0 1—cosx
. Inz? : :
e) i:nllm’ f) glclﬂ%x-lna:, g) ili%x-cotx,
. x 1 . . 1 1 . . a\*z
b) iﬂ@_l‘m)’ 1> ii%(z‘ex_ﬂ’ ) Jim (1+)
13. Ermitteln Sie ohne Formelsammlung die Taylorreihe fiir die Funktion f(x) = sin(2z) im

Punkt 2 = 0!
14. Entwickeln Sie - ggfs. unter Zuhilfenahme bekannter Reihenentwicklungen - die nachstehenden
Funktionen in eine Taylorreihe von Grad n an der angegebenen Entwicklungsstelle z¢:
a) f(a:):eh—cos%,xozo,n:G,

b)  f(z) =4cos/x +sin2z + ro=0,n=4.

3
1+ 322’

1
15. Berechnen Sie mit einer Taylorreihe fiir In T T néherungsweise (n = 8) den Wert fiir In5 !

16. Schétzen Sie die notwendige Verlingerung einer Wiirfelseite ab, wenn das Volumen des
Wiirfels von 27m? auf 27.2m? vergrofert werden soll!

17. Fiir eine Wechselspannung u(t) = ug - sin(wt + ) sei ug = 220V, w = 0.1rms ™! und ¢ = 7/3.
Gemessen wurde t; = (5.0 £ 0.1)ms. Berechnen Sie den absoluten und relativen Fehler der
Spannung.

18. Losen Sie die Gleichung z? + 2 = ¢ mit Hilfe des Newtonverfahrens mit einer Genauigkeit

von 4 Dezimalstellen. Machen Sie sich zunéchst klar, dafl es genau eine Losung gibt und daf
xo = 1,5 ein geeigneter Startwert ist.

A.6 Ubungsaufgaben Analysis, Serie 6

1. Berechnen Sie folgende Integrale

a) /(3x2—4x+1)dx, b) /;dm, c) /2(6x+5)dm,
/

6 — 23
d) /\/x\/Edac, e) /;T\/de, f) (2sinz + 3cosx)dz .

2. Berechnen Sie durch geeignete Substitution
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j d

j) 2154

m) LU
242z + 2

/\3/5x—1da:,
/x\/xQ—ldx ,

1
/ﬂdx

) /7@,
2+ 20 +2

b) /2—;35)3(1%’

2+3

/cos x-sinzxdz ,

x2+

3. Berechnen Sie durch partielle Integration die Gesamtheit aller Stammfunktionen zu

a) f(x)==xsinz, D)
d)  f(z)

=z, e)

f(z)=zsinz, c)

flz)=2z -Inx, f)

2 f(z) =e"sinx

f(z) = arctanz .

4. Gesucht sind mit Hilfe von Partialbruchzerlegung alle Funktionen F'(z), deren erste Ablei-

tungen gegeben sind durch

2¢ — 1
Fllg)= —=2=2
a) (x) 2 —3x+2°
3z + 2
Fl(z) = —2 =
0 Flo=
o) Flo) = ey
xt +5x2 447

4
+1
Fl(a) = ——
b) (z) w3 —a?4+r—1"
1
/ _
) Flo)=5ige—g
2
—5
f)  Fl(z)= ° .
R P TPy

5. Berechnen Sie den Wert der folgenden bestimmten Integrale:

1
a) /(m —2e")dx

0

62

1—-2xlnzx

/Tdm, e)
1

2 9

T
d h

[ )
0

/ sin(In x) K)
1

e 4
9 8
/%lnxdx, c) /(Qm—i\/_——2)dx,
x
1 1
™ 1 d
/Sin5x'cos7xdm, f) /x +2mx+5
g ~1
bl 0.5 -
/Lg dz , i) dz ,
1+sin“z 1+97
0 —-0.5
0.5 by
/eSin” cosmrdx , 1) /x-cos:cda:
0 0

6. Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die von der Kurve y = 4z(z% — 4) und der z-Achse im
Intervall —4 < z < 4 eingeschlossen wird.

7. Berechnen Sie den Inhalt des Sektors, der durch die folgenden drei Kurven y;(z) =

%’ ys(z) = \/x begrenzt wird.

X

9’ y2(m) =
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. Berechnen Sie das Volumen des Rotationskorpers, der entsteht, wenn die Fliche zwischen der

Funktion f und der z-Achse in dem Intervall [a,b] um die z-Achse rotiert:
a) f(x)=2%, a=1, b=2,
b) flz)=vz+1, a=-1, b=3.

. Berechnen Sie die Mantelfliche des Rotationskorpers, der entsteht durch Rotation der Funk-

tion y = 2% um die z-Achse im Bereich 1 < 2 < 2.
Ermitteln Sie seine gesamte Oberfléche.

Berechnen Sie die Bogenldngen der folgenden Kurvenstiicke:

a) y:m%, O<z<4,
b) z(t) = a(t —sint), y(t) = a(l — cost) , 0<t<2m, a€R,
c) r(p) =a(l+cosyp) , O<p<m, aceR.

Wo liegt der Schwerpunkt eines Viertelkreises mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius R?

Die Stirnflichen eines Rohres der Lénge [ besitzen die konstanten Temperaturen 77 und 75,
T, < Tb. Wie sieht die Temperaturverteilung 7'(z) léngs des Rohres aus, wenn bekannt ist,
daB die 2. Ableitung 7" (z) dieser Funktion verschwindet?

Ein Stoflel bewegt sich 40mm nach vorn und prefit dabei eine urspriinglich entspannte Feder
zusammen; diese hat eine Konstante von k; = 5000N/m. Nach 25mm stoBt er noch auf
eine zweite Feder und driickt auch diese iiber die restliche Strecke zusammen; sie hat ko =
20000N/m. Welche Arbeit verrichtet der Sto8el bei seiner Vorwirtsbewegung?

Warum sind folgende Integrale uneigentliche Integrale? Berechnen Sie ihren Wert:

2 o0 o) o0
a) /ln(a: —1)dz, b) /sinxdx , c) /e_x dz , d) /Qxe_% dz .
1 0 0 0

Berechnen Sie mit Hilfe von Potenzreihenzerlegung die folgenden Integrale mit einer Genau-
igkeit von 0,001 :

1 1 0.5
a) /sn;x dx b) /edex , c) /cos Vzdx .
0 0 0

Berechnen Sie naherungsweise das bestimmte Integral
1
/ V2 +etde
0

mit Hilfe der SIMPSON-Formel, indem Sie den Integrationsbereich in 8 Abschnitte unterteilen.
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A.7 Ubungsaufgaben Analysis, Serie 7

1. Bestimmen Sie durch geeignete Umformung der entsprechenden trigonometrischen Terme
(d. h. ohne Integration) die Fourier-Koeffizienten folgender Funktionen:

a) f(z) = cosz + 1, b) f(z) = cos? x,

c) f(x) = sin® 1z, d) f(z) =cos*x

e) f(z) = (smx + cos )2 f) f(z) = 4cos®x — 3cos,
g) f(z) =sin (z+ ) cos (z — F), h) 1 cos ﬂ:—|—%’r),

i) f(z) = (cosx +1)%

Setzen Sie jeweils eine Periodenldnge von 27 voraus und berechnen Sie die entsprechenden
Phasenverschiebungen und Amplituden.

2. Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten der folgenden auf dem Intervall [—m,7) definierten
und mit f(z + 2kw) = f(z), k € Z, periodisch fortgesetzten Funktionen:

a) f(z) = ‘ b) f(a:)—xcosx
)f(x): cos , d) f(z) = =
e) f(x) =|sinz|, (Zweiweggleichrichtung) , f) f(z) = |cos x|, (Zweiweggleichrichtung),
g)
0, —rm<x<0 . . . . .
flx) = { sinz, O<z<n (Einweggleichrichtung, Sinusimpuls),
h)
0, —mr<zr< -3
f(x) =< cosx —S<r<3 (Einweggleichrichtung, Kosinusimpuls),
0, slx<m

)
f(z) = max {cos <w + g) ,cos (x + ), cos <x + g) } (gleichgerichteter Drehstrom).

Verwenden Sie die trigonometrische Form der Fourier-Reihen.

3. Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten der folgenden auf dem Intervall [—m,7) definierten
und mit f(z + 2kw) = f(z), k € Z, periodisch fortgesetzten Funktionen:

a) f(z)=e¢", b) flx)=e, ¢) flx)=we".

Verwenden Sie beim Rechnen die exponentielle Darstellung der Fourier-Reihen. Wandeln Sie
anschliefend IThre Ergebnisse in die trigonometrische Form um.
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4. Gegeben sei eine auf dem Intervall [—m, 7) periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizienten
ap, a1, ... und by, bo, ... Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten ag, a1,... und by, bo, ... der
Funktion g(x),

e) glx) =—f(=x), 1) g(z)= %(f(l“) +f(=2), g g(x) =S (f(z) - f(-x)),

wobei ¢ und d beliebige reellwertige Konstanten sind, ¢, d € R.

5. Gegeben sei eine auf dem Intervall [—, 7) periodische Funktion mit den Fourier-Koeffizienten
ap,ai, ... und by, bo, ... Bestimmen Sie die Fourier-Koeflizienten ag, ai,... und by, bo, ... der
Funktion

g(x) = f(lx), ¢eN.

6. Weisen Sie nach, dass die beiden auf dem Intervall [—7, 7] periodischen Funktionen f(x) =
sin 2z und g(z) = sin 3z orthogonal sind.

7. Berechnen Sie Fourier-Koeffizienten der auf dem Intervall [0, 1) periodischen Funktionen

a)

flz)=2z—|x|, mit |z] =max{n €Z : n <z},
b)
f(z) =[z] — =, mit [z] =min{n €Z : n >z}
8. Berechnen Sie die Norm [|f|| = /" f?(z)dz der auf dem Intervall [—m,m) periodischen

Funktion f(x) mit
a) f(x) = 2sin 2z, b) f(z) = (2sinz — cosz)?, c) flx)= (—1)“’3/7rJ

mit |z] = max{n € Z : n < x}, wobei die Fourier-Koeffizienten von f(z) = (—1)#/7) durch
b, = k4_7r’ k=1,3,5,..., gegeben sind; alle anderen Fourier-Koeffizienten sind gleich Null.

9. Berechnen Sie die Faltung f % g der auf dem Intervall [—m, 7] periodischen Funktionen f(x)
und g(z) mit

a)

f(x) =sinz, g(x) = sin 2z + cos z,

x x
f@)=cosz, @)= [5=] = 5.
wobei die Fourier-Koeffizienten der Funktion g(x) in Teilaufgabe b) durch ag = 1, ar = 0,
k=1,2,...,und by = =, k=1,2,..., gegeben sind.

k>
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A.8 TUbungsaufgaben Analysis, Serie 8

1. Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der folgenden Funktio-

nen:
a)  z(x,y) = 322y —4xcosy ,
b) z(z,y) = ye®® —3xy® +4x—1,
c) wu(z,y,z) = 222 /ysinz —zy 272 +ytanZ , (nur 1. Ordnung!)
d)  f(z,y) = 2Z2hny+y’hne+ay+7,
e) flx,y) = (1+2° -2
£)  flrr, 22, 2n) = %(.%'14—1‘24—...—"-.%”) ,
g) flzi,22,...2n) = Yx1 T2 ...- Ty, (nur 1. Ordnung!) .

2. Berechnen Sie die jeweils angegebenen partiellen Ableitungen:

a) U = A-sin(wt+a), Ua, U,, U, Uy),
b) & = mtw, (Br),

) F =m0 (F Fy F),

d 7z = VR+Xr—-Xc)?, (Zr Zxe),
¢ W = n. (o),

f) p-V = const., (V).

3. Berechnen Sie f;(1,0), f,(0,1), fzy(—1,0) und fsy(—1,0) fiir die Funktion
f(z,y) =5z -e ™ +1In/2? + y? + cos(mx + y) .

4. Zeigen Sie, dafl die gemischten partiellen Ableitungen 2. Ordnung {ibereinstimmen fiir die
Funktion f(z,y) = In(z? +y) .

5. Eine mechanische Transversalwelle, die sich im Laufe der Zeit in z-Richtung ausbreitet, 1483t
sich durch folgende Gleichung beschreiben

y = y(z,t) = A-sin [27”(@: _ x)}

mit A - Amplitude (maximale Auslenkung), ¢ - Ausbreitungsgeschwindigkeit und A\ - Wel-
lenlénge.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen den reinen Ableitungen 2. Ordnung?

6. Bestimmen Sie den Anstieg und den Steigungswinkel der Tangenten in z- und y-Richtung an
die Funktion f(z,y) = —4x3y? + 3xy* — 3z + 2y + 5 im Flichenpunkt P = (1,2,38) .

7. Fiir die Funktion 2z = f(z,y) = (v — 3)% + (y + 2)? + 4 ist im Punkt (zo,y0) = (0,0) die
Gleichung der Tangentialebene an die Bildfliche in parameterfreier Darstellung anzugeben.
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8. Bestimmen Sie das totale Differential der Funktionen
a) flz,y) = Voe—y+hzy,
b)  flz,y) = sin(z®+y?) .

9. Bestimmen Sie das totale Differential der Funktion
2(z,y) = 4% — 3zy® + ze¥ .

Vergleichen Sie den Zuwachs der Hohenkoordinate z auf der Funktionsfliche mit dem auf der
Tangentialebene an der Stelle z =1, y =0 fiir Ax =dr = —0.1 und Ay =dy =0.2 .

10. Ermitteln Sie die lokalen Extremwerte der folgenden Funktionen:
a) f(‘rvy) = 3$y—$3—y3 )
b)  f(z,y) = 3x?y+4y>—322 -12°+1.

11. Bilden Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung der Funktion z = f(z,y) mit © = z(u,v)
und y = y(u,v) nach den Parametern u und v unter Verwendung der Kettenregel:

a) z = e%-cos(x—y)mitz=u-+0v>, y=u—1?,

b) z = tan(z+y)mitz=u’+v, y=u?—-v.

12. Fiir die Masse m eines Rohres der Lange [ mit Innenradius r, Wanddicke d und Dichte g gilt:
m = mol(2rd + d*) .

Es sei 0 = (5.4 £ 0.2)g/cm?, r = (11.4 + 0.2)cm und d = (0.30 £ 0.04)cm. Weiterhin ist [ =
155cm gegeben. Ermitteln Sie mit Hilfe der Differentialrechnung den absoluten und relativen
Fehler fiir m unter Verwendung der Formeln fiir lineare und quadratische Fehlerfortpflanzung!

A.9 TUbungsaufgaben Analysis, Serie 9 (Wiederholung)

1. Skizzieren Sie die Menge aller Punkte der z-y-Ebene, die folgende Ungleichungen erfiillen:
a)y+22—2<0und4y+22+4>0 ,

b)z?-y>1lundz—y—1<0 .

2. Bestimmen Sie die Losungsmengen der folgenden Ungleichungen:

3z +2 |z + 1]

>1, o
|z + 5] z+2

a) 2?4+2r-8<x-—2, b)
3z —2 5m—4‘

<4,

d) >2.

4 3

3. Berechnen Sie die Grenzwerte der Zahlenfolgen a,, mit
(2n —1)3 1
b =(=1)"-

(4n — 1)2(1 — 5n) ’ ) e =(=1)

a) an =

) an:(—l)"-<1+%>, d)  an=
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. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

a) <1>1+<2>2+<§>3+<é>4+... b) 1_ 2 + 3 — 4 4+ ..
3 5 7 9 ’ 2 2241 3241 4241
0 ]sina\+]sin2al+\sin3a|+]sin4a|+”. a) g+%+£+§+”.'
1 22 32 42 ’ 3 9 27 81
. Fiir welche = € R konvergieren die folgenden Potenzreihen:
a) x+2—!x2+3—!m3+4—!x4+---, b) x+gx2+ém3+§m4+§m5+--- ?

23 33 43 3 ) 7 9

. Berechnen Sie die Nullstellen der folgenden Polynome:

a) Py(z) =ax*+ 323 + 422 + 2z,
b) Py(z) = 2* — 623 + 1222 + 62 — 13 !
Geben Sie die Polynome in Produktdarstellung der Linearfaktoren an!

. Fir die Funktion

y:f(x):iln(3—2:1:)+1

ist die Umkehrfunktion f~!(z) zu berechnen. AuBerdem sind fiir y = f(z) und y = f~'(x)
die Definitionsbereiche anzugeben.

a)

. Ermitteln Sie den Definitionsbereich der folgenden Funktionen:

f(z) = /In(4x — 22) , b) f(x)zq/lnm .



Anhang B

Ubungsaufgaben fiir die Vorlesung
Lineare Algebra I

B.1 Ubungsaufgaben Lineare Algebra I, Serie 1

1. Bestimmen Sie den Wahrheitswert folgender Aussage:

[((ANB)V(AANB)|A(AVB) .

2. Zeigen Sie mit Hilfe von Wahrheitswerttabellen, dafl die folgenden Aussagen immer wahr
sind:
a) (A= B)& (B= A)
b) (AVB)<s (AAB)

c) (AeB)e((A=B)AN(B=A4)) .

3. Zeigen Sie durch einen direkten Beweis, daf die Aussage a? + b > 2ab fiir alle reellen Zahlen
a,b wahr ist.

4. Man bestimme den Wahrheitswert folgender Aussagen und negiere sie :

a) VeeR:22>1
b) IneN:2">100 .

5. Es sei K = (1,5], L =13,6) und M = [1,5).
Bestimmen Sie
a) KUuL, KuM,
b) KNnL, KnM,
c) K\L, L\K, K\M, M\K!

6. Es seien AUB = {1,2,3,4,5,6,7}, ANB = {2,4,6} und A\ B = {1,3,5}.
Bestimmen Sie A, B und B\ A !

7. Es sei A eine Teilmenge von B (A C B). Was bedeuten in diesem Fall die Ausdriicke
a) AUB, b)ANB, c¢)A\B, d)B\A?

21



22 ANHANG B. UBUNGSAUFGABEN FUR DIE VORLESUNG LINEARE ALGEBRA I

8. Es seien A und B zwei nichtdisjunkte Mengen. Wie kann man die Menge aller der Elemente
angeben, die nur in genau einer der beiden Mengen liegen?

9. Gegeben sind die Mengen A = {1,2,3,4,5} und B = {2,4,6}. Wieviele Elemente enthilt
A x B? Geben Sie drei dieser Elemente an! Ist (6,3) € A x B?

10. Schreiben Sie die Potenzmenge P(A) von A = {3,7,8} auf!

11. Gegeben sind die abgeschlossenen Intervalle A = [2,5] und B = [—1,4].
Skizzieren Sie A x B und B x A in geeigneten Koordinatensystemen!

12. Es sei V,, :== {k € N : n ist Teiler von k}, n € N.
Bestimmen Sie Vs N V7, Vo N Vip und Vg N Vis !

13. Es seien A, B, C und D beliebige Teilmengen einer Grundmenge G. Sind dann die folgenden
Bezichungen richtig oder falsch
a) AN(B\C)=(AUB)\(ANCQO) b) (A\B)Nn(C\D)=(ANC)\(BUD) ?
Begriinden Sie Thre Antwort.

14. Ein Unternehmen produziert mit den Maschinen A, B und C' die Produkte p1, ps, ..., ps. Dabei
werden die folgenden Mengen von Produkten auf den einzelnen Maschinen bearbeitet:

A = {p1,p2,p3,P4,P5}
B = {p1,p3, P4, p6, 07}

C= {p17p4ap65p7)p8} .
Beschreiben Sie die Mengen von Produkten mit folgenden Eigenschaften sowohl durch Aufz&hlung

ihrer Elemente als auch durch mengentheoretische Operationen der Mengen A, B, C':

a) Menge aller Produkte, die auf allen drei Maschinen bearbeitet werden miissen,

b) Menge aller Produkte, die auf Maschine A oder Maschine B bearbeitet werden,

c) Menge aller Produkte, die auf Maschine A und auf Maschine B bearbeitet werden,

d) Menge aller Produkte, die auf Maschine B und nicht auf Maschine C' bearbeitet werden,
e) Menge aller Produkte, die nur auf Maschine C' bearbeitet werden.

15. Gegeben seien die Mengen A = {1,2}, B = {a, b} und C = {b, c}.
Bestimmen Sie damit

a) Ax(BUC) b) (AxB)U(AxO)
o) Ax(BNC) d) (AxB)Nn(AxC) .

B.2 Ubungsaufgaben Lineare Algebra I, Serie 2

1. Berechnen Sie z1 + 29, 21 — 22, 21 - 22 und 27 : zo fir 21, 20 € C mit
a) 21 =2431 29 =3- 51, b) z1=4 z22=1+2i.
2. Ermitteln Sie z +Z und z - Z fiir z € C.

3. Bestimmen Sie die kartesische Darstellung fiir z € C mit

a) z=2'2, b) z=e?tBT



B.2.

10.

11.

12.

13.

UBUNGSAUFGABEN LINEARE ALGEBRA I, SERIE 2 23

. Bestimmen Sie die exponentielle Darstellung fiir z € C mit

a) z=+V3+i, b) z=+3-1, c) z=—-1+1.

. Geben Sie z € C in kartesischer und exponentieller Darstellung an:

_ V34
1B

a) z=(1+1)> b) z

. Fiir welche Punkte der Gaufschen Zahlenebene gilt

a) |2 >2, b) z-z=9 ¢ |ag(x)| < g d) |z+2—i|>27
Losen Sie die folgenden Gleichungen:

a) 2+ (5-2)z+5(1—-i)=0, b) 22+ (2+3)z+1+3i=0.

. Es seien z1 = —4i, z0 =3 — 2i und 23 = —1 + i. Berechnen Sie

Z1 - 2
a) z1—2z2+323, b) z21(2z3—2)+73, ¢ %
3

Geben Sie die Ergebnisse jeweils in trigonometrischer Form an.

. Gegeben seien die komplexen Zahlen z; =2 — 4i und zo = —1 — 3i.

a) Berechnen Sie z1 - z9 und 21 /29 in kartesischer Form.

b) Wandeln Sie z; und z2 um in die trigonometrische Darstellungsform und fiithren Sie dann
Multiplikation und Division der beiden Zahlen durch. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit
denen aus a)!

Berechnen Sie direkt und iiber die trigonometrische Form der komplexen Zahl (—2 + 3i)® und
vergleichen Sie die Resultate!

Von den folgenden komplexen Zahlen gebe man alle n—ten Wurzeln in kartesischer Form an
und stelle diese jeweils in der Gauflschen Zahlenebene dar:

a) z=-6 (n=4) b) z=8 (n=3) c) z=-2421 (n=3) d) z=
548 (n=25) .

Beweisen Sie folgende Rechenregeln fiir 21,29 € C

a) z1t+txn=Z1+Z b)) T zm=7Z1% .
Wir betrachten das Polynom P(z) =23 — 22 +2—1.

(a) Zeigen Sie unter Verwendung der Rechenregeln fiir konjugiert komplexe Zahlen, dafl
folgende Beziehung gilt : P(z) = P(Z)

(b) Sei zp eine Nullstelle, d.h. P(zp) = 0. Was kann man dann iiber Z; aussagen ?
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B.3 Ubungsaufgaben Lineare Algebra I, Serie 3

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Gegeben seien die Vektoren @ = (1,0,1)7 und b = (2,1,1)7. Berechnen Sie den Winkel
zwischen diesen beiden Vektoren.

Berechnen Sie die Winkel zwischen dem Vektor @ = (3,—6,2)7 und den Achsen des kartesi-
schen Koordinatensystems.

. Berechnen Sie einen Vektor der Linge 2v/6, der senkrecht auf @ = (1,2,0)” und b= (0,1,1)7

steht.

. Fiir welches A € R gilt @+ Ab L é¢mit @ = (2,3, —-1)7, b= (0,—-1,2)7 und &= (2, -2,5)L ?

. Berechnen Sie den Flidcheninhalt des Dreiecks, das durch seine Eckpunkte P; = (1,0,1),

P, =(2,2,0) und P; = (0,0,3) gegeben ist.

. Berechnen Sie das Volumen des Parallelepipeds, das durch die Vektoren P; Py, P; P3 und P Py

aufgespannt wird mit P = (1,2,1), P, = (4,2,3), P3=(2,1,0) und Py = (3,8,4).

Berechnen Sie die orthogonale Projektion 7;(a@) des Vektors @ = (1,2, 3)” auf die Richtung
des Vektors b = (2,4,4)7.

Fiir welches y € R hat das Dreieck mit den Eckpunkten P, = (1,y,5), P» = (2,1,0) und
P3 = (3,2,1) den Flécheninhalt /267

. Zeigen Sie, daf die Vektoren (2,—14,5)T, (11,-2,-10)", (-~10,-5,—10)7 Kanten eines

Wiirfels sind!

Wo liegen die anderen drei Eckpunkte eines Quadrates mit dem Eckpunkt A = (1,0, —1), der
—
Seite AB = (12,5,0)”, und einer Seite, die zur dritten Koordinatenachse parallel verlduft?

In welchen Punkt gelangt man, wenn man aus P; = (—5,1) eine Strecke der Linge 4 in
Richtung des Punktes P, = (8,7) zuriicklegt?

Im Punkt D = (1,3, —1) ist ein Haken befestigt, von dem aus drei Stahlseile nach den Punkten
A=(2,1,1), B=(-7,4,3) und C = (—1,9,2) gespannt sind. Die entsprechenden Zugkrifte
in den Seilen haben folgende Betrige:

Fp=21000N, Fp=9000N, Fg =14000N .

Berechnen Sie Komponenten und Betrag der in D angreifenden Gesamtkraft.

Im Punkt @ = (5,7,10) befindet sich eine Lichtquelle. Wie grofl ist der Flicheninhalt des
Schattens, der vom Dreieck mit den Eckpunkten P, = (7,8,13), P, = (6,10,14) und P3 =
(4,10,13) auf der Ebene 2x; + 3z9 — 223 = 14 erzeugt wird?

Die Gerade g1 geht durch die Punkte (22,8) und (13,22) und die Gerade g durch (—10, 16)
und steht senkrecht auf g;. Geben Sie eine Parametergleichung fiir go an! Wie weit ist der
Punkt (—22,9) vom Schnittpunkt der beiden Geraden entfernt?

Welcher Punkt auf der Gerade g : 3z — 8y = 4 bildet mit dem Punkt P = (—4,12) eine
Strecke, die senkrecht auf der Strecke von P nach @ = (10, —2) steht? Welchen Winkel bildet
die Strecke von P nach @ mit g7
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16. Der Ort B befindet sich 23km nérdlich und 11km 6stlich von A. Beide Orte sind durch eine
geradlinige Energieleitung verbunden; das Gelédnde sei eben. Das Werk W wird 9km nérdlich
und 1km westlich von A gebaut. Es soll durch ein mdglichst kurzes Verbindungsstiick an diese
Leitung angeschlossen werden. Wo ist die Anschluflstelle zu wihlen, und wie lang wird dieses
Verbindungsstiick?

17. Berechnen Sie jeweils den Durchstofipunkt der Geraden durch die Ebene:

1 1 0
a) E: Ms,t)=1 1 | +s| 0 | +¢ 1
1 1 -1
2 2
g Fluy=12 | +u| 0 |,
1 1
b) E r—y+2z=4
2 2
g Mu)y=12 | 4+ul O
1 1

18. Vom Punkt Py = (1,2,1) wird auf die Ebene E : = —2y+ z—7 = 0 das Lot gefillt. Wo liegt
der Fuflpunkt des Lotes?

19. Finden Sie einen Vektor der Linge 6, der senkrecht auf der Ebene durch die Punkte A =
(1,5,1), B=1(-4,2,1) und C = (2,0, —2) steht!

20. Wie lautet die Gleichung der Ebene, die senkrecht auf der Geraden g durch A = (2,0,2) und
B = (4,2,—2) steht und durch den Mittelpunkt von AB geht?

21. a) Geben Sie eine Gleichung der Geraden g; durch die Punkte A = (1,1,1) und
B=(-1,3,2) an !
b) Welche Gleichung hat eine Gerade g, die senkrecht auf g; steht und durch den
Punkt C' = (—2,5,8) geht?
c) Welchen Abstand hat der Punkt C' von der Geraden g¢;?

22. Ermitteln Sie die Spiegelung P’ des Punktes P = (—7,9,1) beziiglich der Ebene
br —dy —z=12 |

B.4 Ubungsaufgaben Lineare Algebra I, Serie 4

1. Priifen Sie, ob die folgenden Vektorsysteme linear abhéngig oder linear unabhéngig sind:
a) d=(3,-1,2)7, b= (2,017

b) a=(3,-1,2)T, b:(2,0,1)T, ¢=(-3 ) ,

) a=(3,-1,2)7T, b=(2,0,1)7, &=(0, 0 0)

d) a=(3,-1,27, b=(2,0,1)7, &=(5-3 4)

¢) a=(1,0,3)7, b=(2-317, ¢=41,37, d=(1,1,1)7

-

2. a) Fiir welches k& € R sind die Vektoren @ = (1,1,k)T, b = (k,1,1)T und & = (1,k,1)T
linear unabhéngig?
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b)  Bestimmen Sie den Wert a € R so, daf die Vektoren Z = (2,1,4)”, 7 = (-1,0,2)T und
7= (5,2,a)" linear abhiingig werden!

3. Gegeben seien Matrizen der folgenden Grofie: A3y, B4y, C(s3) und D(39). Welche der
folgenden Ausdriicke sind dann erkldrt, und von welchem Typ sind die jeweiligen Ergebnis-
matrizen

a) A+ B, b) A+3DT, ¢) ABC, d) BAD, e) C(A+ D7),
f) (D+AT)B, g A+BC, h) B'+CD, i BCD?

4. Mit den Matrizen

3 05
210 -3 2 —4
31 2 2 0 -1 L1 o
ist zu berechnen:
a) 2A+3B, b) B-24, ¢ ABT, d)  BAT,
e) ATB, f)  BTA, gl (A+B)C, h) BTAC.
5. Bilden Sie - wenn mdoglich - die Matrizenprodukte A - B und B - A fiir
1 7 1
2 5 —4 1 -5 2 1
A= 0 0 1 B = 0 01 1
-3 5 1 -3 5 00
-7 0 2

6. Bestimmen Sie den Rang der folgenden Matrizen
e
a) A= by B=| -1 4 1 7
2 -1 1 -1 3 5 9 ]
-2 -4 2 2

7. Bestimmen Sie den Wert folgender Determinanten

12 Lo 1 s
a)D1: 2 1 3 b)DQZ 2 0 7
b=12 -3 4 -6 -1

8. Untersuchen Sie die Losbarkeit der folgenden linearen Gleichungssysteme und geben Sie alle
Losungen an, die existieren:

201 + 4xe + 3ry3 = 1 2r1 4+ 2x9 + bxyz = 3
a) 3z; — 6z — 2z3 = -2, b) x; — 3xy — 6xzz3 = 5,
—5x1 + 8z + 2x3 = 4 Tx1 — bxo — 8rz = 15
r1T — 21‘2 + 3$3 = 4
C) 3r1 + x93 — bxg = 5.
2017 — 3z0 4+ 4dx3 = 7

Untersuchen Sie jetzt die zugehorigen homogenen Gleichungssysteme auf ihre Losungsmengen.
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. Losen Sie das lineare Gleichungssystem aus Aufgabe 8a) mit Hilfe der Cramerschen Regel.

Fiir welche Werte von «, 8 € R schneiden sich die drei gegebenen Ebenen in einer Geraden
bzw. in einem Punkt? Geben Sie die Gleichung der Schnittgeraden an:

FEr: r — y — 2z = 1,
FEs: r + y — Bz = 2,
E3 : 2y =+ z =

Fiir welche p € R hat das lineare Gleichungssystem Az = b keine, genau eine bzw. mehrere
Losungen? Geben Sie jeweils sédmtliche Losungen an:

1 1 1 2
A=10 p—-1 p |, b=\ 2p—1

2 3—p 3 7
Untersuchen Sie, ob der Vektor d = (4,1,0, l)T als Linearkombination der Vektoren a =
(2,0,—1,3)T, b= (1,1,11,1)7 und ¢= (0,1, -2, —2)7 dargestellt werden kann!

Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrizen:

2 1 1 0 1 -1
a) A=| 2 3 4 ., b)) B=[1 0 1
~1 -1 -2 1 -1 2

Geben Sie die Eigenvektoren in normierter Form an.

B.5 Ubungsaufgaben Lineare Algebra I, Serie 5 (Wiederholung)

1.

Es seien u = —2+ 2i und v = —4 + 3i. Geben Sie u in trigonometrischer Darstellungsform an.

. u
Berechnen Sie u - v, — und u!0 !
v

. Bestimmen Sie alle komplexen Lésungen der folgenden Gleichungen:

a) z2t=-i, b) 23=3+4i .

Skizzieren Sie die Losungen in der Gaufischen Zahlenebene.

. Es seien die Vektoren p'= (3,2, —2)7 und ¢= (-2,4,1)” gegeben.

a) Berechnen Sie die Lénge der Projektion des Vektors p auf die Richtung von ¢.
b) Ermitteln Sie einen Vektor 7 mit |7i| = 14, der senkrecht auf p und ¢ steht.
c) Fiir welche reelle Zahl X gilt [p'+ Ag] = V38 ?

. Bestimmen Sie den Punkt P der xz-Achse, der von den Punkten A = (2,—4,5) und B =

(—3,2,7) den gleichen Abstand besitzt.

. Untersuchen Sie, ob die vier Punkte A = (1,2,—1), B = (-1,3,—4), C = (0,5,—7) und

D = (2,4, —4) in einer Ebene liegen.

. Die Gerade g; geht durch die Punkte P; = (1,—2,1) und P, = (—2,3,5), die Gerade g2 durch

die Punkte @1 = (1,—5,—2) und Q2 = (10, —11,—5). In welchem Punkt und mit welchem
spitzen Winkel schneiden sich g; und go 7
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Die Punkte P, = (0,0,1), P» = (1,—1,0) und P3 = (—2,1,1) spannen eine Ebene auf. Geben
Sie die Gleichung dieser Ebene in der Form ax + by + ¢z = d an. Bestimmen Sie den Abstand
des Punktes @ = (4,5, 3) von dieser Ebene.

. Sind die Vektoren @ = (2, —1,-3)7, b= (—2,1,1)T, &= (-2,1,-3)7 linear abhingig oder

nicht?
Geben Sie im Fall linearer Abhéngigkeit wenigstens eine nicht-triviale Linearkombination
dieser Vektoren an, die den Nullvektor ergibt.

. a) Fiir welches reelle a ist die Determinante von A negativ?

2 01 O
-5 a 0 O
A= 0 -4 1 -3
0o 73 0
b) Bestimmen Sie DetA und RgA fiir
1 01 0 O
0 0 2 2 =2
A= 0 4 0 -1 10 !
-1 -2 1 1 —4
0 01 1 -1

Ermitteln Sie die Werte a,b € R, fiir die das lineare Gleichungssystem

r — 2y + 3z = 4
3r + y — 5z = 5
2r — ay 4+ 4z = b

keine Losung, eine eindeutige Losung oder eine Parameterlosung hat. Geben Sie die Parame-
terlosung an!

Es sei A eine (3,3)-Matrix mit Det A = —3. Welchen Wert hat die Determinante von 4A?

Gegeben seien die folgenden Vektoren und Matrizen :
-1

1 1 -2 4 8 —6
a—<2>,b— ; ,A—<3 4>undB—<2 _3 5)

Berechnen Sie, falls moglich, die folgenden Ausdriicke :
B+a-b', A-B-b+A-a und A-a—B-b-al .

Berechnen Sie alle reellen symmetrischen (2, 2)-Matrizen A, die Losung der Gleichung A-AT =

4 0 .
<0 9>51nd.

Bestimmen Sie die Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren mit Betrag 1 fiir die Matrix
-2 2 =3
A= 2 1 -6
-1 -2 0



Anhang C

Losungshinweise Analysis

C.1 Losungshinweise Analysis, Serie 1

1. a) 120—2b b) —a-—12b+4x c) a—=6 d) 0

3 ab 5(z —2) 1l a+1
2 _ _
2 1@ ) e 3 DN S
15b — 8a 622 — 4z — 3
. 1
3 8) 20ab ) x?(x +1)2 °)

7a) 0 b) 15 ¢ 4N-6 d) 0 e 360

8. (=35 (W)=3921225 () =n

10. a) —a®+b? b) —16b% +42b -5 c)  u?+2uv +v?
11. a) (72 +9y)(7x — 9y) b) —8mn c) —(br—10y?)?

R, C

Epot _
C+ 4K Ry

12. a)  hy=hy — -

b) R

U
d) T9 =71 -€rE

5
13. = - = —
a) G T2

29

—ba
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14.

15.

16.

17.

a) L= (—00,1]U(2,00) b) L=
d) L= (—00,—-3]U(2,3] e) L
g) L= (—OO, %) U (27 OO)

65,45 Minuten

3 Stunden 20 Minuten

A1

1
—und Ay =1
5

= [0,3] U [4, 00)

ANHANG C. LOSUNGSHINWEISE ANALYSIS

~2,1)

c) L= (—00,-3]UJ2,00)

f) L=(1,3)

C.2 Losungshinweise Analysis, Serie 2

10.

11.

.a) fira=12zeR |,

. R =146,154 & 4,708 Q

.a+b=51,0£0,2 mm

b) z=1,136 , c) x=2,
e) =6
ca) A>—2und A#0
b) a> 1 .
n+1)2+1
ca)n+1, b) ((:JF)I)T
. a?b(a—1)
2m < a+b<2M m—-M<a-—
M
2<a-b< M? mot
me=ats M~—b " m

a—b=14,24+0,2 mm
a-b=599,84 +5,10 mm?,
52

= 1,772 £ 0,015, ;

) < 0,0085

SallES!

365 = (101101101) = (16D)16

(8DF1)16 = 36337 = (1000110111110001),
(C394)16 = 50074 = (1100001110011010)

fira#1: x = -8
d) 21 =101 | 2, =10"7 ,

b<M-—-m

SR < 0,102210,2%

8(a+b) < 0,0039
§(a —b) < 0,014
8(a - b) < 0,0085
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LOSUNGSHINWEISE ANALYSIS, SERIE 3

C.3 Losungshinweise Analysis, Serie 3

1.

10.

oL N

a) -3, b -7, c) oo, d 0, e 2

) 3, & &, h Ve, 1) 0, J 00

k) & 1) 1, m) divergent , n) 0, o) divergent .
550:5925

geometrische Folge mit a9 = 413343 und s19 = 620 004
a7 =33 und ag — ag = 25

aijpo = 138, 28 und g100 = 25 329, 799
an > 100 ab n = 73 und g, > 100 ab n = 36

Verlust je Knoten betrigt 6,9%

a)  konvergent b)  konvergent ¢)  konvergent
d) divergent ) divergent  f) divergent
g)  konvergent h)  konvergent
a)  konvergent fiir alle x € [-1,1] , b)  konvergent fir z =0 ,
c) konvergent fiir alle x € [-1,1) , d) konvergent fiir alle z € R
e) konvergent fiir alle z € R f)  konvergent fiir alle z € (-3, %) ,
g) konvergent fiir alle x € (-3, 3)
y 11
. konvergent fiir alle z € (—%, 75)
Im Konvergenzfall ist i 3hg3k—1 = 1 LI 1
pt z \1— 33
a) konvergent fiir alle x € (1,3)
b)  konvergent fiir alle z € R
C.4 Losungshinweise Analysis, Serie 4
a) a=0, b=3 ,
b) a= % , b=10
a)  D(f) =R\ {1}, W(f) =R\{0}, fHa)=1-12,
b) D(f) =R, W(f) = [4,00) , fHa)=V(x—2?2 -4,
c) D(f)=R, W(f)=(0,1), fH (@) =logy %5
d) D(f) =R\{-4}, W()=R\{1}, fH ) =42

3.

gerade Funktionen: a), c¢), d)
ungerade Funktionen: b), e), f)
weder gerade noch ungerade: g)
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-
)

(f) =R = f ist unbeschrénkt ,
(f) = (—o0,1] = f ist beschrénkt von oben ,
(f) =10,2] = f ist beschrénkt von oben und von unten .

)
b)
)

5. a) Periode 7 , b) nicht periodisch , c) Periode 7 ,
d) konstante Funktion = periodisch , e) nicht periodisch .

w
w
w

: 0 . f(:L‘)ZO
7. ) g(x):{f(x) : f(z) >0 7 b) h(x):{_f(m) : f(x) <0

8. a) Gradm, b) Gradm, c¢) Gradn+m, d) Gradn, e) Gradn+3.
9. a=4und b=-1.

10. a) 21 =0, 22 =2, b) x1 =3, zg=-1.

11. a) f(x) = —0,0116622 +7 |, b) x1 = 17,324 und 2o = —17,324 .

12. Nullstellen: 1 =5, x9 = —1, Scheitelpunkt: S = (2,6) ,
Schnitt mit y-Achse: y = % .

13. 9,8125m .
4. a=-2,b=5,c=15 .

15. a) Nullstellen: z1 =1, z9 = —% , Polstellen: 3 =2, x4 = —1, keine Liicken, Asymptote:

YAs (1‘) =3,

b) Nullstellen: keine reellen , Polstellen: 1 =1 , Liicken: 29 = —1 ,
Asymptote: yas(x) =z —4

c) Nullstellen: keine reelen , Polstellen: keine , Liicken: 1 =2, xo = =2,

Asymptote: yas(z) =22 +1 .
16. a) z1=-2,20=-3,23=—-5 , P3s(z) = (v +2)(z+3)(x +5) ,
b) r1=0,29=—-5,23=—-5+2i,24=-5—-21 |,
Py(z)=xz(x+5)(x+5—2i)(zr+5+2i) .

17. a =-10 .

C.5 Losungshinweise und Losungswege Analysis, Serie 5

C.5.1 Losungshinweise

1. a) f'(z) = (4o + 4)(32® — 222 + 3) + (222 + 42) (922 — 4x)

~—

a 1 1 1
/ _ 1 v / _ ’ — VT,
b) f(x)_]- \/;’ C) f(m)_xlnx’ d) f(x)_e <3S$2+2%>,
(2cosx —sinz)r —4sinx — 2cos x cos(In )

o B @)= ———,

x3 x

e) [(x)=



C.5.

10.

11.

14224322+ . +nxv =

LOSUNGSHINWEISE UND LOSUNGSWEGE ANALYSIS, SERIE 5

g) f'(x)=4cot(dx+3) , h) fl(z)=3vVa?+4dz(z+2), i) fl(w)zlj_xx4
N2 1 1 1 3
VR ACO RS v Ty By R Sl gl

k) f/(z)=2% 2(lnz+1), 1) f(z)=(2z)™%(cosz - In(2x) + =L) |

(e” + L)sinz — (e” +Inx)cosx

m) f/(l') - 2 )
n) (o) = (4 0D (o )+ 2
n 3:'2 T — x x

p) fl(x) =ze (2 — .Z') , q) fl(.%') = (12 _ Sx)ef:vQJerfl )

Cfl(2) = kap(z —xo) Tt (@) = X k(k = Dag(x —x0)F 2
k=1 k=2
. -1,61 bei zp = § und -0,354 bei 1 =7

. fT(l') = -2 + 5

nz"t — (n+1)z" +1
(x —1)?
2

. a =2: Minimum bei zp, = 1 mit P3(1) =

Maximum bei zg, = % mit Pg(%) = g—?

. Extremwerte: xp = 0 Minimum, Wendepunkte: keine

streng monoton fallend in (—o0,0), konvex in R

(a) D(f)=R, W(f)=][0,00), Nullstellen: zy =0,
Extremstellen: zp, = 0 (Minimum), zg, = 4 (Maximum)
Wendepunkte: zy, =4 ++/8, xw, =4 -8
lim f(z)=0, lim f(z)=o00
(b) D(f) =R\{1}, W(f)=R, Nullstellen: zy =0, Polstellen: zp =1,
Extremstellen: xp = 3 (Minimum), Wendepunkte: zy = 0,
Asymptote: yas = x + 2
(¢c) D(f)=R, W(f)=R, Nullstellen: zy, =0, zn, =—1,

Extremstellen: xp = —2% (Maximum), Wendepunkte: keine,
liril f(z) = £o0 stetig, aber nicht differenzierbar in x =0
T— 00
Ina—1Inbd
s tmar = —————
a—b
h=l=1%

Kreiszylinder: h = % Rund r = \/g R

Kreiskegel: h = % Rund r = ? R

)

33
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12.a) 1 b) oo c¢)oo d)2 e 2 £)0 g 1 h) i i L j e

22k+1
(2k + 1)

2 23 25 e ¢
13, sin(2r) = =2 — = a® + =0 — .. = 3 (=1)F 21

2 22 1 5 23 4 (24 1 g2 o (28 1 6
14. a)ﬁx+<§+22.2!>x +§CC +<—!—24.4!>£C +E$ +<E+—26-6!>x
4 4 5 4 23\ 4 4 4

b)7+<—5+2>x+<ﬁ—9>x +<—a—§>x +<§+27>x
15. 1,60026
16. 7,41 mm

17. Au=5,9855V  du = 5,44%

18. zy =1,3191

C.5.2 Losungswege

1. Berechnung der ersten Ableitungen.

f(x) = (22 +42)(323 — 222 4 3)

fl@) = (dz+4)(32° — 222 + 3) + (222 + 42)(922 — 4a)
b)

@) = (Va- Vo

fla) = 2(f—x/5)-<—%-%>:1_ “
c)

f(z) = In(lnz)

IRt
d)
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e)

2sinx 4 cosx
22
(2cosx —sinz) - 2% — (2sinx + cos x) - 2z

1
x
(2cosz —sinz)r —4sinx — 2cosz 2cosx (r — 1) —sinx (z + 4)

3 3

sinlnz

1 coslnzx
coslnz - — =
T

Insin(4x + 3)

1 cos(4x + 3)
—  cos(dr+4+3)-4=4. 22
sin(4z + 3) cos(4z +3) sin(4x + 3)
4 cot(4zx + 3)

(22 + 4x)3
L ! 3. (22 +42) - (224 4)
e . "E x . l‘
2 (22 4 4x)3
3vVzr2+4x
arctan x>
1 2z

) PO
14 24 v 1424

j) Natiirlich fithrt hier eine direkte und konsequente Anwendung der Differentationsregeln
zum Ziel. Bei dieser Aufgabe lohnt sich jedoch ein strukturiertes Vorgehen. Die Funktion

0 (2 —1)(x 4 3)(x — 4)

fz) =

ist vom Typ

(x+1)(4 — 32)

U
flz) = 111;;
v u'v—uv’_u'v—uv' u v

daraus folgt fl(x) = . = - _Z,

2

u v uv u v

Ausserdem sind die Funktionen u und v vom Typ © = uq - us - ug bzw. v = vy - v9. Daraus

folgt

~

SRS IR

/ !/ /
U UUS + U UsUZ + UTULUZ

/
“

/ !/
u u
+-242

(75} u9 us
/ /
V12 + V1Vy
/ /
v v
1 2
— + £

U1 V2
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2
ena2e (2 Inx + _x) = 22%(Inx + 1)
x

(Qx)sinan _ eln(QJ:) sinz

oln(2z) sinz (2 . s;na: + In(2z) - cos x>

X

(2z)sin® <w + In(2z) - cos ﬂ:>
x

e’ +Inx
sinz
(e +21) -sinz — (e® +Inz) - cosz

sin?
e"”—i—% e’ +Inx

sinx sinx

-cotx

(:L‘—|— 1)171 _ aln(z+1)-(z—1)

€
oln(z+1)-(z—1) (x__l + In(z + 1))
x+1

(z—1) r—1
(x+1) <—x—|—1 —i—ln(a:—i—l))

(952 + 2z — 1)\/E — oIn(@?+22-1)v/x

oln(z®+22—-1)\/z VT In(z? + 2z — 1)
2 +2x—1 2-\/x
2
2 vz VT In(z”® 4 22 — 1)
22 -1
(% + 2z ) <x2+2x—1+ NG
.%‘2 e T

2re P42 (=1)-e P =2ze % —z?e”

rxe *(2—x)
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f(x) — 4e—x2+3m—1
fl(x) — 4e*$2+31'71(_2x + 3)
= (12 —8x) e @3-l

2.
fl@) = > ap- (@ —x)
k=1
Fla)y = Y k-ap-(w—20)" ' =a1+ > k-ap- (z—x0)" !
k=1 k=2
f(z) = Zk-(k—1)~ak-(x—xo)k_2:2a2+2k-(k—1)-ak-(x—aro)k_Q
k=2 k=3
3.
oy -
, _ (sinz+azcosz)- (#2—1)—xsinz-(2z)  sinz+azcosz 227 sinz
flx) = (zZ— 1)2 - 2 —1 (22 -1)2
, 1 2 (1) 1 [ 2 (1) ]
() = _ 2 — 1 2\2)
) = o (-1 G -1l (G)-1
= — (%)2+12z—161
(3)*-1)
f(r) = W;j -~ 0,354
4.
fx) = 222 —6x+7
f(z) = 42-6
) = -2
fr(x) = —2zx+0b
frl) = —24+b=3 (Daraus folgt b = 5.)
fr(z) = —2r+5

37
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D.
n+1 _ 1
flz) = 14z+22+. +2"= 1
x J—
Da" - (x—1)—a"t +1
fl(z) = 1+2x—|—3x2+...+nxn_1:(n+ Jat e = 1) — "
(1)
o™ —(n+ 1) +1
N (z —1)?
6.
f(z) = Ps(x) = az® -5z +4a+1
fl(x) = 3az®—10z+4
f'(1) = 3a-—6, aus f'(1) =0 folgt a = 2
2 € = 5 —+ 25 _ 2
f'(z) = 62" —10z +4, aus f'(z) = 0 folgt Erjp = \/ 2 3
T = 1, Tp, =3
() = 12z -10
(zg) = 2 d.h. in g, ist ein lokales Minimum
f(rg,) = -2, d.h. in g, ist ein lokales Maximum
7.
y=flz) = e +2
fl(x) = =272 42, aus f'(z) =0 folgt zp, =0
wegen f'(z) < 0 fiir alle x € (—00,0)
ist f(z) in (—o00,0) streng monoton fallend
f”(.fU) — 46—2$
17(0) = 4, d.h. in xg, ist ein lokales Minimum
wegen f’(x) = 4e 2® >0 fiir alle z € R existiert kein Wendepunkt
wegen f"(z) = —8¢ ** <0 fiir alle z € R ist f(2) konvex in R
8. a) Es gilt
() = a%7%,  D(f) =R, W(f) =[0,00).
Aus f(z) = folgt zn = 0 (doppelte Nullstelle),

folgt g, = 0 und zg, = 4,
2

z _z
230—1—2) 2,

@ =

@ = 0

ra) = ()t
Fla) = 0

@ = (-
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4
a

3 C i
- 2 S -
= -
= T
X 1
=
= 0

-1

-2

-2 0 2 4 6 8

x

Abbildung C.1: Die Funktionen (a) f(z) = 2%¢~2 und ihre ersten beiden Ableitungen (b) f’(x)
und (¢) f"(z).

2¢ >0
—272 <0

Wegen f"(zg,) ist in g, lokales Minimum,

wegen f'(rp,) = ist in g, lokales Maximum,

aus f"(x) = 0 folgt zw, , = S5+,/8 -3,
d.h. xw, =4+ 2v/2 und TW, :4—2\/5,
2
z I'H 2z ('H 2
lim f(z) = lim 2% 2= 1 x_z(:) lim 1{; ) i —
8
T—00 g2
z .%'2
lim f(z) = lim 2% 2= lim =% = oc.
r——00 T——00 Tr——00 65

Die Graphen der Funktion f und ihrer ersten beiden Ableitungen sind in Abbildung C.1
dargestellt.

x3 3x — 2
= = 2 [
/(@) (x —1)2 v +x2—2:r—+—1’

d.h. f(x) hat an der Stelle y = 0 eine (dreifache) Nullstelle und an der Stelle xp = 1
einen Pol 2. Ordnung. Der Definitionsbereich schlieit xp = 1 aus, D(f) = R\ {1},
W(f) =R

Die Funktion f4s(z) = z + 2 ist Asymptote. Daraus folgt

lim f(x)= —o0.

r——00

lim f(x) =00 und

T—00
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30 “ ; — ]
“‘ \\\ l C s

20 |
8 10 /,f‘“ = ""’**——,,,,,,xr;;;\‘?777777
i ) :
= /
S _p
=
= .10

-20

-30

05 0 0.5 15 5 o
X

3

Abbildung C.2: Die Funktionen (a) f(z) = =z und ihre ersten beiden Ableitungen (b) f'(z)
und (¢) f"(z).

Es gilt

Fla) = 322 (z—1)2—2%-2-(z—1) _ 32%(z — 1) — 243 _ RN
(x—1)4 (z — 1) @17

" (322 — 6z) - (x — 1) — (2% — 32%) - 3 (z — 1)?

@) = e

N (3x2_6x)($_1>_31.3+9x2 B 62
(—1)* ~(z—1)4
B 18x + 6

fl/l(x) = (w _ 1)5

Die Werte 21 = 0 und x5 = 3 sind Losungen der Gleichung f/(x) = 0. Wegen f”(z1) =0
und f”(z1) = 6 # 0 ist in 21 ein Wendepunkt, z = 21 = 0 und wegen f”(z2) =2 >0

ist in x5 ein lokales Minimum, xg = x5 = 3.

Die Graphen der Funktion f und ihrer ersten beiden Ableitungen sind in Abbildung C.2
dargestellt.

¢) Fiir f(z) =z + Va2 ist D(f) = W(f) =R.
Aus f(x) = 0 folgt 2 4+ 2% = 0, d. h., die Werte 2, = 0 und zy, = —1 sind Nullstellen
von f. Es gilt

lim f(x) =00 und lim f(z) = —oo.
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7
0.4 |
0.2
_— N/
X o0 = \'
0.2
0.4
15 1 0.5 0 05
X

Abbildung C.3: Die Funktion f(z) = z + V/x2. Die Funktion f hat u.a. an der Stelle xy, = 0
eine (doppelte) Nullstelle, was in dieser Darstellung des Graphen leider nicht zu sehen ist.

W=

2,
=z + |x|3 ist

Wegen f(z) =z + Va2 =x + (z?)

1
1+ 2273 =1+-—2—, >0
f@) = S 3Ylal
1—2(—x)7s :1+—332_7x, <0

@) = ;(-é) ol = —om w0

Aus f'(z) = 0 folgt xp = —5. Wegen f”(z) < 0 fiir alle z € D(f”) = R\ {0} ist f
im gesamten Definitionsbereich D(f”) von f” konkav, und in zp ist folglich ein lokales
Maximum.

Die Funktion f’ existiert an der Stelle z, = 0 nicht, d.h., die Funktion f ist an der
Stelle z, nicht differenzierbar. Wegen

lim f (@) = f(0) und  lim f(z) = f(0)

zT0

ist f jedoch an der Stelle zy, = 0 stetig.
Der Graph der Funktion f ist in Abbildung C.3 dargestellt.

C.6 Losungshinweise Analysis, Serie 6

1. a) Fl@)=23-222+2+c b) F(z)=2nlz|+c c) F(x)=2(e"+5z)+c
d) F(CB)Z%CE£+C e) F(x):21n|m|—%x%+c f) F(x) = —2cosx + 3sinx + ¢

2. Ergebnisse jeweils ohne Integrationskonstante:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

ANHANG C. LOSUNGSHINWEISE ANALYSIS

a) F(x)=3sing b) F(z) = ¢) F(z)=2(5z—1)3
d) F(z) = —1cos(2?) e) F(z)=In \2 + x3\ £) F(z)=4@2—1)2
g) F(z)=—2(14cos2a)? h) F(z)= -z ) Flz)=1m’e

j) F(x) = Jzarctan N k) F(z)=3:In yg: +7| 1) F(z) = arctan(z + 1)
m) F(z)=1ln|z?+ 22 + 2| — arctan(z + 1)

. Ergebnisse jeweils ohne Integrationskonstante:

a) F(r)=—xcosx +sinx b) F(z)=(2—2?)cosz + 2zsinz
¢) F(z)=ie*(sinz —cosz) d) F(z)=z(nz—1)

2 2

e) F(r)=%Inz -5 f) F(z) = varctanz — $In|1 + 22|
.a) F(x)= ln\x—2] Injz—1]+¢
b) F(z)= —|—m+ln|:z:—1\ $In|2? + 1| — arctanz + ¢
c) F(z)= ln]x\—21n|a;+1]+x+1 (mH)Q—i—c
d) F(x)= ln]m+2|+3(x+2)+1ln]m 1| +¢
e) F(z)= arctan 5+ 3 arctan:z:—i—c
f) F(:U):—4ln|x—1|—|—5ln|:n — 2z + 2|+ 2arctan(x — 1) + ¢
a) 3-2 b) Bei+ L ) -12 d) -3-3% e) 0 f) =
g) 0,221 h) % ) &3 J) t(l—cosl) k) Lf(e—1) 1) -2
. A=320 FE
A=YFE
ca) V=37 VE, b) V =8r VE
M =199,48 FE, O = 403,684 FE
a) s=9,0734 LE , b) s=8a LE, c) s=4a LE
(z5,y5) = (5-R, 5= R)
T(r) =L+ Ty
W = 6,25 Nm
a) -1 b) divergent c) 1 d 3

a) 0,758976 b) 0,746 818 c) 0,439219

1,924119 (exakter Wert: 1,9241188954...)
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C.7 Losungshinweise Analysis, Serie 7

1.
a) a():%,al:l, h():%,hlzl,
b) ap =1, as = 3, ho =1, hy = 3,
c) by =3, b3 =—1, hy =3, hy =1, o1=2,p3=21
d) a=32a=%a=% ho=3 hy=3, ha=13,
e) a0:2,b2:1, h0:2,h2:1, 802—%
f) a3:1, h3:1,
g) by = 3, by = 3, 90225%
h) a1=51=—ﬁ, h1 =35 o1 =
1) a0—3 al 20,2:%, h0—3,h1—2,h2—%,

Die nicht angegebenen Fourier-Koeffizienten, Amplituden und Phasenverschiebungen sind
gleich Null.

Abbildung C.4: (a) die Funktion f(x) = z cosz und die Partialsummen ihrer Fourier-Reihe: (b)
s1(2), (¢) s2(x), () sa(@), (e) ss(z).

2. a)

oo

4 s(2k — Da
_2;_: (2k —1)2

l\')lr—l

1 4 cos3r  cosbx
f(x)wi—i—P cos x + 9 + 5 +...) =

siehe Abbildung C.4,
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1 7 —1 k
flz) ~ =2+ <2+ >cosx—4z )3008 . siehe Abbildung C.5,
(@) 1+ 4 +0052x cosSx+ 1+ 4 f:( 1)* cos kx
r)~ =+ —|—cosz — =+ =
3w 4 9 3 w2 k2 ’

2 4 (cos2x cosdzx 2 4 cos 2kx
f(x)w__E< 13 T35 +"'>_E_EZ; 2k —1)(2k + 1)’

2 4 (cos2x cosdx 2 4 . (=1)*cos 2kx
fm“‘ﬁ( 33 +--->—r;;<2k_n<zk+1y

1 1 . 2 X cos 2kx
f(x)NE+_Slnx_Ekzl(2k—1)(2k+1)’

f(IE) l+1005x+ ) cos 2kx
Tz 2’*3—1)(2k+1)’

3\/§ 3v3 i cos 3kx

27 T = (3k — Bk+1)

()

(=Dksinh7t  k(—1)Fsinh7  isinh(m — ikm)

_ — keZ
K CES TS e—
2(—1)¥sinh 2k(—1)¥Fsinh 7
- P k=0.1,... bp=———t—  k=1,2...
ag (]{?2+1)7T ) s Ly ) k (k2+1)7l' ) ) Ly )
e (—1)k —1
= 2L " keZ
2™ (—1)% — 2
ap = M,k:og,..., by =0, k=1,2,...,  siehe Abbildung C.6,

(k2 + )7
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Abbildung C.5: (a) die Funktion f(z) = x? cosz und die Partialsummen ihrer Fourier-Reihe: (b)
s1(2), (¢) s2(2), (d) s3(2), () sa(2).

c)
9i(; PP . .
o = i(i+ k) cosh(m . ikm) + 2sinh(w 1l€7r)7 ke,
2(i+ k)%m
2(—1)% [(1 + k*)m cosh m + (k? — 1)sinh 7]
ar = , k=0,1,...,
(k2 +1)2%m
_1\k : _1\k
b — 4(=1)"ksinh7m  2(-1) kCOShﬂ'7 k=0.1.....
(k2 +1)27 k2 +1

4. a) ag = cag + d, ar = cag, k €N, Bk:Cbk, k eN,

b) ap=ag, k=0,1,..., b = —bp, k€N,
c) ag = ag, ap = b, k€N, b = ay, k€N,
d) ap = ag, ar = agcosc+ bgsine, k € N| Bk:bkcosc—aksinc, k eN,
e)  ap=—ay, k=0,1,...,  bp=by, keN,
f)  ay=ag k=0,1,..., b, =0, k€N,
g)  ap=0,k=0,1,..., by = by, k €N.
5. Qe =ag, k=0,1,..., bpo = by, k €N.

6. bla, bla, bla

o0 . o0 .
1 sin mkx 1 sin mkx

2 km
k=1 k=1

8. a) [If =2V, b) Hszg\/?)_m ) |Ifl=ver
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15 m ! ! ! ! ' !

09 L i i i i i i

Abbildung C.6: (a) die Funktion f(z) = el*! und die Partialsummen ihrer Fourier-Reihe: (b)
s1(2), (¢) s2(2), (d) s3(2), () sa(2).

1 1
9. a) f *g(l') ~ §sinx, b) f*g(x) ~ %Sil’llﬂ

C.8 Losungshinweise Analysis, Serie 8

1. a) zp(z,y) = 6xy —4dcosy  zy(z,y) = 32> + 4wsiny

e, ) = 6y ay(ey) = dzcosy  zmy(z.y) = 6z + dsing
b) zp(z,y) = 2ye*® —3y> +4  z,(z,y) = > — bay
Zaa(0,y) = dye*” zyy(T,y) = —62 Zay(2,y) = 262" — by

_ ¥ 1,2 y
c) ug(z,y,2) = 4w /ysinz —y~ 'z —|—m
uy(z,y,2) = x2y_% sinz+ay 2z 24+ tan i w.(z,y,2) =222 /ycosz + 2wy~ 12 7?

d) folwy) =22y +L +y  fylz,y) =% + 2y +a

2

fea(@,y) = 2Iny — & Fuy(@,y) = =5 +2mz  fay(ey) =25 +24 41
e) fu(z,y) = dx(1l +2* — 2y°) fy(z,y) = =8y(1 +a* — 2¢%)

foa(z,y) = 41+ 2% = 20%) + 8% fyy(w,y) = —8(1 +2? — 2y°) + 32y

fay(z,y) = —16zy
£) fo, (X1, 2n) = % ,i=1,...,n

alle partiellen Ableitungen zwejter Ordnung sind gleich Null
g) fu,(x1,..yxn) = %(ml )y e Ty e X, G =1,.m

2. a) Ug=sin(wt+a) U,=Acos(wt+a)-t Uy = Acos(wt+a)- w
Uy = Acos(wt + )

b) Ry = ()
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c) Fp=% F,=2m [ = _m?

= —4>f - _Xp-Xe
V Zr= Jornxop 2% T TR x—xor
e) ag= ! Egzg (implizite Differentiation)
f) V;,, — _% — _co;)let.

3. fz(1,0) =6, fy(O,l) =1-—sinl, fxy(—l,()) =10+, fggyx(—l,()) =—-10
4. fa:y(mvy) = fyx(mvy) = _(x22+y)2

5. ytt(mvt) = C2 . ym(%t)

6. Anstieg Tangente in x-Richtung in (1,2,38): —3 , Winkel: 108, 435°
Anstieg Tangente in y-Richtung in (1,2,38): 82 , Winkel: 89, 3°

7. 6r—4dy+2—-17=0

b (o D (o L)
A SN i * oz -y  2y) Y

b) dz =2z cos(z? +y )dx + 2y cos(z? + y?)dy

9. Zuwachs Az auf der Funktionsflache: -0,769
Zuwachs Az auf der Tangentialebene: -0,7

10. a) (1,1) - Maximum  (0,0) - Sattelpunkt

b) (0,0) - Maximum  (0,2) - Minimum  (2,1) , (—2,1) - Sattelpunkte
11. a) 2, = e“P” . cos(202) 2, = 2ve¥ T (cos(202) — 2sin(2v2))

b) Au = COSQ4(%U,2) 2y =0

12. lineare Fehlerfortpflanzung: Am = 3451,7g Jdm = 0,189%4
quadratische Fehlerfortpflanzung: Am = 2571,5¢ dm = 0,14

C.9 Losungshinweise Analysis, Serie 9 (Wiederholung)

1.
2. a) L=(-32)
b) L=[3,00) ,
¢) L=(-00,-2)U(-5,00) ,
d) L= (-o0,—11] U[3t, )
3. a) nh_)ngoan:—%, b) Ji_)ngoanzo,
c) divergent |, d) nli_)ngoctn:O.

4. Alle vier Reihen sind konvergent.

5. a) Konvergenz nur fir t =0

1 1
b) Konvergenz fiir —3 <z< 3
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6. a) Pyz)=z(z+1)(z+1+i)(xz+1-1) ,
b) Pyz)=(x+1)(x—1)(x —3+2i)(x —3—2i) .

3 1
7. fﬁl(.%') = 5 — §e4x_4

D(f)Z(—OO,%) ) D(fil):R .
8. a) D(f):[2_\/§72+\/§] )
b) D(f) =R\ {(2k + )T : ke 7} .



Anhang D

Losungshinweise Lineare Algebra 1

D.1 Loésungshinweise Lineare Algebra I, Serie 1

1. Die Aussage ist nur wahr, wenn A wahr und B falsch ist.

4. a) falsch; Negation: 3z € R : 22 <1
b)  wahr; Negation: Vn € N : 2" <100 .

5. a) KuL=(1,6), KUM=]I1,5],
b) KnNL=3,5, KnM=(1,5),
¢c) K\L=(,3), L\K=(5,6), K\M={5}, M\K={1}.

6. A=1{1,2,3,4,561 B=1{246,7  B\A={7

7.a) AUB =B, b) ANB=A, c) A\B=10, d) B\A=A.
8. (A\ B)U (B\ A)

9. A x B enthilt 15 Elemente, z.B. (1,2), (4,4), (5,2). Es ist (6,3) ¢ A x B .

10. P(A) = {0, {3}, {7}, {8}, {3,7}.{3,8},{7.8},{3,7,8}}

12. VsN'Vy = V35 VonVig = Vig Ve NVis = V3 .

13. a)  gilt nicht (Gegenbeispiel) b) gilt immer
14. a) M,={pi,ps} =ANBNC
b) M, = {p1,p2,....pr} = AUB
¢) Mc.={p1,ps,pa} =ANB
d)  Mg={ps}=B\C
e) M.={ps} =C\(AUB) .
15. a) Ax (BUC)={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,0),(2,¢)}
b) (AxB)U(AxC)={(1,a),(1,0),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}
c) Ax(BNnC)={(1,0),(2,b)}
d) (AxB)N(AxC)={(1,b),(2,b)}

49
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D.2 Losungshinweise Lineare Algebra I, Serie 2

10.

11.

12.

13.

.a)z1+22=5-2i

21— 20=—14+81 2z1-20=21—1 21:20=—

oo $|@
+
OJ|>—A
1%
—

b)21—|—22:5—|—2i z1 20 =4+ 8i

[SAIIS

Z1—29=3—2i 2129 =

Z+F=2Re(z) 2T = (Re(z))? + (Im(2))?
a) z=2i b) z=—e?
a) z=2% b) z=2e6" c) z=+2e17

a) x =-34+1 mp=-2+41 b) z1=-1 a29=-1-3i

a) —943i b) 31-25 ¢ 2-10i

a) z1-20=-—14—2i 2120 =1+1

b) 21 - 29 = /200 (cos 548, 13° + isin 548, 13°) 21t 2o = /2 (cos 45° + isin 45°)
(=2 +3i)> = —122 — 597i = (v/13)" (cos 618, 45° + isin 618, 45°)

a) z2=1,1+1,1i z=-11+11 20=-1,1-1,1i z=1,1-1,1

b) 2=vV3+i z1=-V3+i z=-2

¢) zo=141 2z =—1,366+0,366i 25 = 0,366 — 1,366i

d) 2 =1,535+0,3151 2z =0,175+1,5571 29 = —1,427 +0,647i

z3 =—1,056 —1,1571 24 =0,774 —1,362i

b)  P(z) =0

D.3 Losungshinweise Lineare Algebra I, Serie 3

. 30°

. Winkel mit x-Achse: 64, 623°

Winkel mit y-Achse: 148,997°
Winkel mit z-Achse: 73, 398°

(4,—2,2)T
A=L
A=229
V=25



D.4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

LOSUNGSHINWEISE LINEARE ALGEBRA I, SERIE 4

m(@) = (1,2,2)7

-1 =8y2 = -2
 Esgilt @] =[b|=|=15und @ Lb,bLéundéLla .

= (13,5,—1), C = (1, o 12) D = (13,5,12) oder
= (13,5,—1), C = (1,0,—14), D = (13,5, —14) .

B
B
Py = (—1,368; 2,676)

F=(=5,-1,24)T . 10°N |F| =24536N

A = 30,92

(ta) = (T1g) + t2('5)

Abstand P = (—22,9) vom Schnittpunkt: 36,477

gesuchter Punkt auf g: (—26,4; —10,4)
gesuchter Winkel: 65, 556°

Anschlufstelle 3,317km 6stlich und 6,935km noérdlich von A.
Lénge des Verbindungsstiickes: 4,785km

a)  S=(2,21) b)  S=(3,232)
)

FuBSpunkt des Lotes in (g, -1,

[\elle

(1,636; —2,726; 5,089)7

r4+y—2z=4
1 —2
a) ’I”(tl) = 1 + 1 2
1 1
—2 -5
b) 7(t2) = 5 | +1o 2
8 —14

c) Abstand C von g; betrégt 5.

P’ =(13,-7,-3)

D.4 Losungshinweise Lineare Algebra I, Serie 4

1.

2.

3.

a) und b) linear unabhéngig c), d) und e) linear abhingig
a

keR\{1,-2} b) a=6

a

b

,c),d)und e) nicht erklért

)
)
)
) @23), 0 B4, g (23, h &2, 1) (22

51
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W (B o (D) e ()

0 4 -11 0 -1 4
d) _i _li > e) -1 2 -5 f) 4 2 0
4 0 =2 -1 -5 =2
3 -6 -1
g) <_1;l 1(1) ;2) h) 14 4 22
—40 -8 —60
-2 0 9 8
14 -30 9 7
A-B= -3 5 0 O B - A nicht moglich
-6 20 -1 2
—13 45 —-14 -7
.a) RgA=3, b) RgB =2
. a) D1 =-10 s b) D2 =2
.a) x1=2,29=3,x3=—5 homogenes LGS: 1 = x9 =23 =0

b) nicht lésbar homogenes LGS: 1 = —%t , Ty = —%t ,x3=1t,teR

c) x1=2+t,30=—1+2t,23=¢t,teR
homogenes LGS 1 =t , 20 =2t ;23 =1t ,t€R

3 -3
. Schnittgerade fira=04=1 #(t)=[ 0 | +¢ 1
1 —2
Schnittpunkt fir a, 6 € R, 8 # 1
. . . i _ 1 _ 1 —
. genau eine Losung fiir p € R\ {-1,1}: z1 = T Y2 =15, T3 =2

Parameterlosung firp=—1: x1=—-14t, xo0=t, z3=3-2t, t€eR
keine Losung fiir p =1

. nein

. a) Eigenwerte: A1 =—-1, X =1, A\3=3

0 1 —2
Eigenvektoren: 7] = 1 1 , T = L -1 T3 = 1 -3
z\ )t vmE\ )
b) Eigenwerte: A =0, Ao =A3=1
1 -1 1 -1
Eigenvektoren: z; = — 1 Ty = 1 T3 = 0

1 1
V3 V2 o V2
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D.5 Losungshinweise Lineare Algebra I, Serie 5 (Wiederholung)

1. u = v/8(cos 135° + i - sin 135°) v = 5(cos 143,13° 4+ 1 - sin 143, 13°)
u-v=2-14 Y= (14-2i) ull=-8.1.

2. Losungen in trigonometrischer Form:

a) 2 = 0,383 + 0,924i, b) 2z = 1,629 + 0,520i,
s = —0,924 + 0,383, s = —1,265 + 1,151,
zp = —0,383 — 0,924, o = —0,364 — 1,671i.
23 = 0,924 — 0,383,

3. a) Die Lénge der Projektion ist gleich 0.
b) 7 = (7,41;0,74; 11,85)T
c) Ai=1und A =—1 .

4. P=(-1,7;0;0)
5. Die vier Punkte liegen in einer Ebene.
6. Schnittpunkt S = (4,-7,-3) , Schnittwinkel ¢ = 29,62° .

7. Ebenengleichung: = +2y — 2z = —1
Abstand Punkt - Ebene: 2- V6 .

8. Die Vektoren sind linear abhéngig, es gilt z.B. —2ad — 3b+c=0 .
105
9. a) a < 18
b) RgA=4 , DetA=0 .

10. keine Losung fiir a =3 und b # 7
eindeutige Losung fiir a # 3
Parameterlosung fir a =3 und b="7: L ={(z,y,2) = (2+t,—-1+2t,t) : t e R} .

11. Det(4A) = —192 .

3 11 —4 7
N - .B. q =
wprar= (20 ) amiaa ()

A-a— B-b-a” nicht moglich .

sa=(50) . a=(58) w=(8) w=(2)

14. Eigenvektoren: A\j =Xy = -3 und \3 =5 ,

3 -2 -1
) . 1 . 1 . 1
Eigenvektoren: Ty =—F= o (1) , T = % (1) , T = % _?



